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第二版序 


本书出版已经八年了，除了 一般笔误和印刷错误在第一版历次印刷中 
已予订正之外，我们感到书中某些地方需要作较大的修改。 

首先，读者熟知，本书与通常的力学教材以牛顿三定律为基础不同，而 
是以动量、角动量、能 fi 三大守恒定律为出发点的，并提高到时空对称性来 
认识。本版中这方面做得更彻底一些，完全从空间对称性的分析引导出两质 
点的动量守恒，使这些守恒侓与时空对称性的联系更加紧密。 

其次，将一些与主线联系不太密切的段落次序作了调整，把“单位制和 
t 纲”由第二章调到第三章，把“对称性”由第三章调到第四章，去掉一些 
枝蔓，使叙述更加紧凑。在一些章节把基本内容提前，深化或扩展的的内容 
小字附后，删去一些过于专深的内容，使教学层次更加洧晰。在第七章中删 
去高斯定理，集中解决开普勒问题和球形天体问题，球体的引力场和引力势 
用积分方法得出。此外，少数地方添加了 _些内容，如开普勒从本轮走向椭 
圆的艰苦历程，对钟慢尺缩欢应的进一步理解等，有心于该问题的读者是会 
得到教益的。 

最后，增朴了习题答案和个别较难的思考題选答。 


作者 

2003年12月 
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1991年10月在上海召开的普通物理教材建设组会议上，与会者一致 
认为，努力反映物理学当代成就，使基础课的教学内容更好地适应物理学发 
展的需要，是当前普物教材建设中的一个重要课题。编写这样一套教材的 
设想，就是在那次会议上初步定下来的。 

从牛顿到爱因斯坦，标志着从经典物理到近代物理的转变，大约用了 
300年，知识更新的时间尺度以百年计。本世纪以来，科学技术的进步是加 
速发展的。如果说上半个世纪发展的时间常数还有三四十年，则下半个世 
纪已缩短到一二十年。在一个人的一生中，就会不断受到科学知识和科学 
观念老化的威胁。我们这代人对此是有亲身体会的。当前正处于世纪之 
交，培养的下一代学生将成为21世纪的背干。如何使他们在走出校门之后 
能适应比现在更加迅猛发展的科学技术，是我们教师现在必须考虑的问题， 
编写适应此形势的新教材是其中的一个重要的方面。 

普物力学是基础课的基础，多年来总给人以老面孔的感觉。学生抱怨 
与中学重复，把理论力学的一套搬下来，也不是办法。我们深感普物力学教 
材的改造任务特别迫切。为此，我们从1992年开始着手编写这本教材，并 
于1993年和1994年连续两年分别在北京大学和中山大学物理类专业试 
用。在通过各种方式征求同行专家意见的基础上进行了两次修订。本教材 
编写的指导思想，概要来说有以下 几点： 

一、用现代的观点审视、选择和组织好传统的教学内容 


上面我们笼统地谈到知识和观念老化的时间尺度问題，实际上两者更 
新的速度是不一样的。现代髙技术的发展突飞猛进，计算机产品差不多每 
半年就可能换一代。物理学里知识的更新也比较快，几年不接触，文献里的 
名词就看不慊了。但是基砒科学里基本概念的更新，节奏要缓慢得多，不过 
其影响也深远得多。作为基础物理学教材，本书在知识更新和概念更新两 
个方面，更侧重于后者。可以认为，这是本书取名“新概念”寓意之所在。 

普通物理的力学是以经典内容为主的，它们现在仍是学习物理学的重 
要基础。不过我们要用现代的观点来审视各经典物理基本概念的提法是否 
需要修正，各经典物理定律的相对位置是否发生了变化，等等。据此，我们 
从新的角度重新考虑了教材的体系和对原有内容做了一定的增删取舍。 

传统力学教材是以牛顿运动三定律为核心来展开的，并把质董和力作 
为动力学中最基本的概念，从而导出动量和能量的概念以及有关的守恒定 




律。然而从现代物理的高度来看，在描述物质的运动和相互作用时，动量 - 
能量的概念要比力的概念基本得多。因此我们在本教材中以动量、能量和 
角动量三个守恒定律为核心来展开。这样做，不仅从观点上与近代物理相 
衔接，还可大大地改善传统教材中某些问题的讲法。本教材中关于质量、 
力、质心、势能、振动等概念的引入，都与传统教材有较大的不同。 

从近代物理的观点来看，参考系并不仅仅是确定运动物体速度、加速 
度的描述工具。寻找不同参考系内物理量、物理规律之间的变换关系（相 
对性原理），以及变换中的不变量（即对称性），能使我们超越认识的局限 
性，去把握物理世界中的更深层次的奥秘。因此在本教材中，从原理的阐述 
到应用举例，比传统教材更多地注意参考系的选择、力学相对性原理和对称 
性运用的训练。我们从时空对称性阐明了三个守恒定律的物理渊源，以强 
调对称性在物理学中的基本地位,使学生体会到，为什么三个守恒定律可以 
从宏观领域长驱直入到微观领域。 

为了更好地与现代物理学接轨，本教材尽量采用与前沿领域中惯用的 
工作语言和思想方法来讲解。例如对于势能的概念，我们特别强调了一维 
势能曲线的运用 ：从 势能的极小引入振动的概念，以展示振动这种运动形式 
的普遍 存在； 通过引入离心势能，化二维为一维，在避免使用微分方程的情 
况下用势能曲线讨论了开普勒运动。 

二、适当地为物理学前沿打开窗口和安装接口 

许多近代和前沿的课题是与普通物理课的内容有联系的，在适当的地 
方开一些“窗口”，引导学生向窗外的世界望一望，哪怕仅仅是‘‘一螫”，都 
会对开阔他们的眼界，启迪他们的思维，加深他们对本门课程的理解有好 
处。我们认为，基础课的任务，不仅是为了后继课程的需要，更深层的意义 
在于科学素质的培养。让学生了解人类文明发展的现状是人才素质培养的 
一个重要方面。 

在历史上天文学是牛顿力学、乃至盩个物理学的 先导； 而今天，天体物 
理学和宇宙学激动人心的发展已成为令人注目的前沿阵地。很自然，本教 
材中的许多窗口开向了这个 领域: 联系到角动量守恒时，说明为什么银河系 
是扁平的，联系逃逸速度谈黑洞，联系开普勒定律介绍星系冕和宇宙间的暗 
物质，等等。我们认为，在普物力学里必须有个窗口是开向广义相对论的， 
否则学生不可能真正慊得什么是惯性，以及绝对时空观错在哪里。开向其 
它领域的窗口就不在此 一一 赘述了。 

除“窗口 ”之外，近代的前沿课题的概念往往在普通物理课程中已有 
了，只不过其内涵有所延伸和发展。但是在过去的教材中未为它们留下必 



要的“ 接口”，交代一下可由此延伸出去的领域和课題。即使对这些领域和 
课题本身并不作过多的介绍，对学生也是大有裨益的。例如对于振动，我们 
比传统教材增加了简正模的 概念; 对子波动.我们用一维弹簧振子链代替传 
统的弦，等等，为固体物理中声子、能带等概念作了铺垫。通常在普通物理 
的力学部分讲碰撞时，多以宏观物体为背景，这时弹性与非弹性碰撞的分野 
在于有无能量粍散。本教材中指出，对于微观客体之间的碰撞，概念将有所 
发展，弹性与非弹性碰撞的分野是指能量有无向内部自由度转移。此外，我 
们讲碰撞时还适当提及微观领域所关心的角分布问题与相应的散射截面概 
念。 

在牛顿力学建立之后300年，除相对论、量子力学外，其世界观受到了 
来自内部的巨大冲击，那就是混沌运动问題。混沌理论是当前经典物理学 
范围内的前沿课題，当代的经典力学教材不应对此保持缄默。但是混沌的 
理论过于深吳，难以纳入本门课程，而配以适当的接口，并稍为提及混沌的 
概念本身，是必要而且可能的。非线性振动是通向混沌的重要道路，而现行 
的普通物理教材中，基本上只讲线性问题。如杲说，多少也涉及一点非线性 
问题的话，那就是用傅里叶分析的观点来说明非线性元件产生谐频，混频后 
产生和频与差频，以及自振系统产生的自激振动。这些内容都是通向混沌 
理论必要的基础，但差了 一口气，缺少的是次谐频（倍周期分岔）、同步锁模 
和极限环的概念和相图的描述方法。本教材在适当的地方安装了这些接 

口 0 

三、通过知识的传授提离科学索质和能力 

科学不是死记硬背的知识，科学的任务是探索未知，科学索质终将在获 
取知识的能力上反映出来。当然，没有知识也谈不上能力，融会贯通的知识 
是能力的载体。在力学所涉及的知识海洋里，我们有意识地选择一些知识 
点，使之有利于提高学生的科学素质和能力。 

当一个成熟的物理学家进行探索性的科学研究时，常常从定性和半定 
置的方法入手来提出问题和分析问题，这包括对称性的考虑和守恒量的利 
用，量纲分析，数量级估计，极限情形和特例的讨论，简化模型的选取，以至 
概念和方法的类比，等等。这种提出问题和分析问题的能力要靠一定的物 
理直觉和洞察力。直觉是经验的升华，初学者是难以做到的。但是我们认 
为，在普通物理课程中应该从头起就有意识地培养学生这种能力。 

我国物理教学的优良传统是课程的内在联系紧密，论述条理清晰，逻辑 
严谨。但是我们总觉得，在我国的教学中还缺少点什么。问题在于我们的 
学生每遇到问題时，总是一开始便埋头于用系统的理论工具,按部就班地作 




详尽的定量计算，而且常为某些计算细节所困惑，尽管许多问题本可以通过 
直觉的思考就能得到定性或半定量的结论。本教材在加强学生这种能力的 
培养方面，作了一定的努力。 

杨振宁先生在多次谈话中比较了中美的教育方式。他提到中国传统教 
育提倡按部就班的教学方法，认真的学习态度,这有利于学生打下扎实的根 
基，但相对来说，缺少创新 意识； 美国提倡“渗透式”的教育方式，其特点是 
学生在学习的时候，对所学的内容往往还不太清楚，然而就在这过程中已经 
一点一滴地学到了许多东西，这是一种“体会式”的学 习方法 ，培养出来的 
学生有较强的独立思考能力和创造能力，易于很快地进入科学发展的前沿， 
但不如前者具有扎实的根基。他认为中美两种教育方式各具特色，长短互 
补，若能将两者的优点和谐地统一起来，在教育方法上无疑是一个突破。 
我们赞同杨振宁先生这一见解，并试图在本教材的编写中，在上述两者之间 
取得和谐，力争有所突破。 

在作者共同拟定了全书的构思后，罗蔚茵提供了第一、二、三、八章的初 
稿，赵凯华作了修改和补充•，本书其余部分皆由赵执笔，全部书搞经多次交 
换惠见后，由赵统一定稿。本书的编写是个艰辛的探索过程，在此过程中 
我们得到国内外同行热情的支持、鼓励和帮助。普物教材建设组的组长冯 
致光教授是编写本书的倡议者，对本书的写作和修改始终给予了热情的关 
注。南京大学的梁昆淼教授、复旦大学的贾起民教授、中山大学的郑庆璋 
教授和北京大学的陆果教授等，仔细阅读了书搞的一些章节，提出了许多中 
肯的意见。我们在此谨致以衷心的感谢。本书中不免有疏漏和错误之处， 
祈广大教师和读者不吝指正。 


作者 

1995乙亥新春 
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物理学是探讨物质基本绪构和运动基本规律的学科。从斫究对象的空间尺度来肴，大小至少跨 
越了 42个数量级。 

人类是认识自然界的主体.我们以自身的大小为尺度规定了长度的基本单位一米 （meter)。 
与此尺度相! S 的研究对象为宏观物体，以伽利略为标志，物瓔学的斫究是从这个层次上开始的，即 
所谓宏观物理学。 19-20 世纪之交物理学家开始深入劂物貭的分子、摩子层次（扣义⑴―" 1 !!!),在这 
个尺度上物质运动*从的规律与宏观物休有本质的区别.物*学家把分子、潭子，以及后来发现更 
深展次的物 质客休 （各种粒子，如摩子核.质子、中子、电子、中繳子、夸兗）称为微观物体。*观物理 
学的前沿是高 ft * 粒子物理学，研究对象的尺度在 ur u m 以下，是物瓔学里的帚头学科 o 20 世纪在 
这学科里的罈燼成就.是60年代以来逐步形成了粒子物理的标堆模型。 

近年来，由子材料科学的进步.在介子宏观和微现的尺度之间发展出研究宏观董子现象 的一门 
新兴的学科 一 介观物《学。此外，生♦的物* 基碥是 生物大分子，如蝥白质、 DNA, 其中包含的揮 
子 ft 达 10 M 0 5 之多，如果把缠绕 * 旋的分子键拉直，长度可达的数量级，抽施是生命的基本 
单位，直径一*在 KrLlOWm 之间.最小的也至少有 HT 7 ni 的教 f 狭。从物理学的角度看，这是目 
前最活跃的交又学科一生物物理学的研究領域。 

现在把目光转《大尺度。离我们最近的研究对象是山川地休、大气海洋，尺度的数量故在 10 3 - 
io 7 m 范圖内，从物理学的角度 ♦.属 地球物 a 学的領域。扩大到日月1辰，属天文学和天体物理学的 
的范 S , 从个別天体到太阳系、银河系，从里系团到超籰系团，尺度橫誇了十几个數量級。物理学最 
大的研究对象是整个宇宙.最远现泰极限是哈勃半径，尺度达的数董珙。宇宙学实际上 
是物理学的一个分支，当代字宙学的 * 沿课题是宇宙的起源和演化 ,20 世纪后半叶这方面的巨大 
成就是建立了大爆炸标准宇宙模型。这模型窒称，字宙是在一百多亿年前的一次大爆炸中資生的， 
开初物质的密度和 a 度都扳高，那时既没有摩子和分子，更谈不到悝墨与屋系，有的只是极离温的 
热韁射 和在其中隐现的高能粒子。于是，罕期的宇宙成了粒子物理学研究的对象。粒子物理学的主 
要实验手段是加速但加速《鉋量的提离受到财力、物力和社会等因棄的限制。粒子物理学家也 
希望从宇宙早期演化的观測中获得一些侑患和证据来检验极离能量下的粒子理论。就这样，物理 
学中研究最大对象和最小对象的两个分支——宇宙学和柱子 物環学 ，竟奇妙地衔接在_起，结成 
为密不可分的姊妹学科，犹如一条怪鳟咬住自己的尾巴。 



《新概念物理教程 • 力学》封面插图 说明: 



伽利略和牛顿创立了力学和真正的物理学。阿波罗15宇航员 D . R . 
Scott 发现他自己处在无空气的月球表面时，情不自禁地丢下一把榔头和一 
根鹰的羽毛来验证伽利略的落体定律。他说，如果没有伽利略的发现，他就 
不可能站在那个地方。（此图非真实照片） 

—首闻名的诗 写道： 

自然和自然规律隐藏在黑夜之中， 

上帝说“让牛顿降生吧”， 

一切就有了光明； 

但是，光明并不久长，魔鬼又出现了， 

上帝咆 哮说： “嗬!让爱因斯坦降生吧”， 

就恢复到如今这个样子。 

三百多年前，牛顿站在巨人的肩膀上，建立了动力学三大定律和万有引 
力定律。其实，没有后者，就不能充分显示前者的光辉。海王星的发现，把牛 
顿力学推上荣燿的顶峰。 

魔鬼的乌云并没有把牛顿力学摧垮，她在相对论的基础上确立了自己 
的适用范围。宇航时代，给牛顿力学和相对论带来又一个繁花似锦的春天。 
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绪 论 

1. 什么是物理学？ 

古希腊人把所有对自然界的观察和思考，笼统地包含在一门学问里，那 
就是自然哲学。科学分化为天文学、力学、物理学、化学、生物学、地质学等， 
只是最近几百年的事。在牛顿的时代里，科学和哲学还没有完全分家。牛顿 
划时代的著作名为《自然哲学的数学原理》，就是一个明证。物理学最直接 
地关心自然界最基本规律，所以牛顿把当时的物理学叫做自然哲学。 

17世纪牛顿在伽利略、开普勒工作的基础上，建立了完整的经典力学 
理论，这是现代意义下的物理学的开端 。从 18世纪到19 ft 纪，在大录实验 
的基础上，卡诺、焦耳，开尔文、克劳修斯等建立了宏观的热力学理论，克劳 
修斯、麦克斯韦、玻耳兹曼等建立了说明热现象的气体分子动理论，库仑、奥 
斯特、安培、法拉第、麦克斯韦等建立了电磁学理论。至此，经典物理学理论 
体系的大壞巍然耸 i 。 然而，正当大功甫成之际，一系列与经典物理的预言 
极不相容的实验事实相继出现，人们发现大厦的基础动摇了。在这些新实 
验事实的基础上，20世纪初，爱因斯坦独自创立了相对论，先后在普朗克、 
爱因斯坦、玻尔、德布洛意、海森伯、薛定谔、玻恩等多人的努力下，创立了量 
子论 和稱子 力学，奠定了近代物理学的理论基础。20世纪随着科学的发 
展，从物理学中不断地分化出诸如粒子物理、原子核物理、原子分子物理、凝 
聚态物理、激光物理、电子物理、等离子体物理等名目繁多的新分支，以及从 
物理学和其它学科的杂交中生长出来的，诸如天体物理、地球物理、化学物 
理、生物物理等众多交叉学科。 

什么是物理学？试用一句话来概括，可以说 :物理 学是探讨物质的结构 
和运动基本规律的学科。尽管这个相当广泛的定义仍难以刻画出当代物理 
学极其丰富的内涵.不过有一点是肯定的，即与其它科学相比，物理学更着 
重于物质世界普遍而基本的规律的追求。 

物理学和天文学由来已久的血缘关系，是有目共睹的。当今物理学的 
研究领域里有两个尖端，一个是高能或粒子物理，另一个是天体物理^前者 
在最小的尺度上探索物质更深层次的结构，后者在最大的尺度上追寻宇宙 
的演化和起源。可是近几十年的进展表明，这两个极端竞奇妙地衔接在一 
起，成为一对密不可分的姊妹学科。物理学和化学从来就是并肩前进的。 
如果说物理化学还是它们在较为唯象的层次上的结合，则童子化学已深人 
到化学现象的微观机理。物理学和生物学的关系怎么样？对于如何解释生 
命现象的问题，历史上有过两种极端相反的看法：一是“生机论 




( vitalism )”， 认为生命现象是由某种“活力”主宰着，永远不能在物理和化 
学的基础上得到 解释； 另一是“还原论 （ reductionism )”， 认为一切生命现 
象都可归结（或者说.还原）为物理和化学过程。1824年沃勒 （ F . WShler ) 
成功地在实验室内用无机物合成了尿素之后，生机论动摇了。但是，能否完 
全用物理学和化学的原理和定律解释生命呢？回答这个问题为时尚早。不 
过，生命科学有自己独特的思维方式和研究手段，积累了大量知识,确立了 
许多定律，说把生物学“还原”为物理学和化学，是没有意义的。可是物理 
学研究的是物质世界普遍而基本的规律，这些规律对有机界和无机界同样 
适用。物理学构成所有自然科学的理论基础，其中包括生物学在内。物理 
学、化学和生物学相互渗透，前途是不可估置的。近四五十年在这三学科 
的交叉点上产生的一系列重大成就，如 DNA 双螺旋结构的确定、耗散结构 
理论的建立等，充分证明了这一点。现在人们常说，21世纪是生命科学的 
世纪，这话有一定道理。不过，生命科学的长足发展，必定是在与物理科学 
(物理学和化学）更加密切的结合中达到的。 

2. 物理学与技术 

社会上习惯于把科学和技术联在一起，统称“科技”，实际上二者既有 
密切联系，又有重要区别。科学解决理论问题，技术解决实际问题。科学 :要解 
决的问题，是发现自然界中确凿的事实和现象之间的关系，并建立理论把这 
些事实和关系联系 起来； 技术的任务则是把科学的成果应用到实际问题中 
去。科学主要是和未知的领域打交道，其进展，尤其是重大的突破，是难以 
预 料的; 技术是在相对成熟的领域内工作，可以作比较准确的规划。 

历史上，物理学和技术的关系有两种模式。回顾以解决动力机械为主 
导的第一次工业革命，热机的发明和使用提供了 第一种 模式。 17 世纪末叶 
发明了巴本锅和蒸 汽泵； 18世纪末技术工人瓦特给蒸汽机增添了冷凝器， 
发明了活塞阀、飞轮、离心节速器等.完善了蒸汽机，使之真正成为动力。其 
后，蒸汽机被应用于纺织、轮船，火 车； 那时的热机效率只有5% ~8%. 1824 
年工程师卡诺提出他的著名定理，为提高热机效率提供了理论依据。到 20 
世纪蒸汽机效率达到15%，内燃机效率达到 4 0%，燃气涡轮机效率达到 
50%. 19世纪中叶科学家迈耶、亥姆霍兹、焦耳确立了能量守恒定律，物理 
学家开尔文、克劳修斯建立了热力学第一、二定律。这种模式是技术向物理 
提出了问题，促使物理发展了理论，反过来提高了技术，即技术物理 
技术。电气化的进程提供了第二种模式。从 1*785 年建立库仑定律，中间经过 
伏打、奥斯特、安培等人的努力，直到1831年法拉第发现电磁感应定律，基 
本上是物理上的探索，没有应用的研究。此后半个多世纪，各 种交直 流发电 



机、电动机和电报机的研究应运而生，蓬勃地发展起来有了 1862年麦克斯 
韦电磁理论的建立和1888年赫兹的电磁波实验，才导致了马可尼和波波夫 
无线电的发明。当然，电气化反过来大大促进了物理学的发展。这种模式是 
物理—技术物理 3 

20世纪以来，在物理和技术的关系中，上述两种模式并存，相互交叉。 
但几乎所有重大的新技术领域（如电子学、原子能、激光和信息技术）的创 
立，事前都在物理学中经过了长期的酝酿，在理论和实验上积累了大量知 
识,才突然迸发出来的。没有1909年卢瑟福的《粒子散射实验，就不可能有 
40年代以后核能的 利用； 只有1917年爱因斯坦提出受激发射的理论，才可 
能有1%0年第一台激光器的诞生。当今对科学、技术，乃至社会生活各个方 
面都产生了巨大冲击的高技术，莫过于电子计算机，由之而引发的信息革命 
被誉为第二次工业革命。整个信息技术的发生、发展，其硬件部分都是以物 
理学的成果为基础的。大家都知道,1947年贝尔实验室的巴丁、布拉顿和肖 
克莱发明了晶体管，标志着信息时代的开始，1962年发明了集成电路，70年 
代后期出现了大规模集成电路。殊不知，在此之前至少还有20年的“史前 
期”，在物理学中为孕育它的诞生作了大爐的理论和实验上的准备:1925 - 
1926年建立了量子 力学; 1926年建立了费米-狄拉克统计法,得知固体中电 
子服从泡利不相容 原理; 1927年建立了布洛赫波的理论，得知在理想晶格 
中电子不发生 散射; 1928年索末菲提出能带的 猜想; 1929年派尔斯提出禁 
带、空穴的概念，解释了正翟耳系数的 存在; 间年贝特提出了费米面的概念， 
直至1957年才由皮帕得测最了第一个费米面，尔后剑桥学派编制了费米面 
—览表。总之，当前的第二次工业革命主要是按物理—技术〜物理的模式 
进行的。 

3. 物理学的方法和科学态度 

现代的物理学是一门理论和实验高度结合的精确科学。物理学中有一 
套获得知识、组织知识和运用知识的有效步骤和方法，其要点可概括为： 

(1) 提出命题 

命题一般是从新的观测事实或实验事实中提炼出来的，也可能是从实 
际目的或已有原理中推演出来的。 

(2) 推测答案 

答案可以有不同的层 次:建 立唯象的物理 模型; 用已知原理和推测对现 
象作定性的 解释; 根据现有理论进行逻辑推理和数学演算.以便对现象作出 
定簠的解释； 当新事实与旧理论不符时，提出新的假说和原理去说明它，等 

等。 
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(3) 理论预言 

作为一个科学的论断，新的理论必须提出能够为实验所证伪 （ falsify ) 
的预言。这是真、伪科学的分野。为什么说“证伪”而不说“证实”？因为多 
少个正面的事例也不能保证今后不出现反例,但一个反例就足以否定它，所 
以理论是不能完全被证实的。为什么要求能用实验来证伪？假如有人宣 
称 :在我 们中间存在着一种不可探知的外来生灵。你怎么驳倒他？对这种 
论断，你既不能说它正确，又不能说它错误。我们只能说，因为它不能用实验 
来证伪，所以不是科学的论断。 

(4) 实验检验 

物理学是实验的科学 ，一 切理论最终都要以观测或实验的事实为准则。 
理论不是惟一的，一个理论包含的假设愈少、愈简洁，同时与之符合的事实 
愈多、愈普遍，它就愈是一个好的理论。 

(5) 修改理论 

当一个理论与新的实验事实不符合，或不完全符合时，它就面临着修改 
或被推翻。不过，那些经过大量事实检验的理论是不大会被推翻的，只是 
部分地被修改，或确定其成立范围。 

以上步骤循环往复，构成物理学发展模式化的进程。但是物理学中的 
许多重大突破和发现，并不都是按照这个模式进行的，预感、直觉和顿悟往 
往起很大作用。此外，且探且进的換索、大胆的猜测、偏离初衷的遭遇或巧 
合，也导致了不少的发现。顿悟是经验和思考的升华，而机遇偏爱有心人， 
平时思想上有准备，就比较容易抓住稍纵即逝的机遇。所以科学上重大的 
发现不会是纯粹的侥幸。 

科学实验的结果，远非尽如人愿 3 不管你喜欢不喜欢，实事求是的作 
风、老老实实的科学态度是绝对必要的。在科学研究中，一厢情愿的如意算 
盘是行不通的，弄虚作假迟早会暴露。失误任何人都难以避免，一旦发现， 
最聪明的办法是勇于承认。1922年年轻的苏联数学家弗里德曼发表了动态 
宇宙模型的论文，遭到爱因斯坦的批评。次年,爱因斯坦在读了弗里德曼诚 
恳的申辩信之后，公开声明自己被说服了。据伽莫夫回忆，爱因斯坦说，这是 
他一生中最大的疏忽。伟大科学家这种坦荡的襟怀,是所有人的楷模。 

基础科学研究的信息资源是共享的,这里没有秘不可及的玄机和诀要。 
根据公开发表的文献，人人可以自己判断，独立思考。所以，在科学的王国 
里，真理面前人人平等。这里最少对偶像的迷信和对权威的屈从。“实践是 
验验真理的惟一标准”这一信条，在自然科学的领域里贯彻得最坚决。实践 
不是个别的实验结果，因为那会有假象,重大的实验事实必须经多人重复印 
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证才被确认。 

自然科学的主要任务是探索未知的领域，很多事情是难以预料的。实 
验的结果验证了理论，固然 可喜; 与理论不符合可能预示着重大的突破，更 
加令人兴奋。世界上建造了许多加速器，每个加速器都是针对某类现象而 
设计的。四十多年的历史表明，除了反核子和中间玻色子外，粒子物理中 
的所有重大发现都不是当初建造那个加速器的理由。高能物理学界把这看 
作正常现象 3 1984年在实验室中发现了弱电统一理论所预言的中间玻色子 
后，曾一度较少发现出乎理论预料的实验结果。人们反 而说: 现在最令人惊 
讶的，是没有出现令人惊讶的事。这便是物理学界极富进取精神的得失观。 

因为在自然科学中物理学最直接触及自然界的基本规律，物理学家对 
事物是最好穷本极源的。他们在研究的过程中不断地思考着，凡事总喜欢 
问个“为什么”。理论物理学家不能仅仅埋首于公式的推演，应该询问其物 
理实质，从中构想出鲜明的物理图 象来; 实验物理学家不应满足于现象和数 
据的记录，或某种先进的指标，而要追究其中的物理机理。 

因为在自然科学中物理学研究的是自然界最普遍的规律，物理学家不 
应总把自己的目光和兴趣局限于狭窄的本门学科，而要放眼于更广阔的天 
地。人们公认，当今最有生命力的是不同学科杂交的领域，有志的年轻物理 
学工作者在那里是大有作为的。 

4. 怎样学习物理学？ 

著名理论物理学家、诺贝尔奖金获得者理査得.费 曼说: “科学是一种 
方法，它教导人们 :一些 事物是怎样被了解的，什么事情是已知的，现在了解 
到什么程度 （ 因为没有事情是绝对已知的），如何对待疑问和不确定性，证 
据服从什么法则，如何去思考事物，做出判断，如何区别真伪和表面现 
象。”❶学习物理学，不能仅仅掌握一些知识、定律和公式，更不要把自己的 
注意力只集中在解题上，而应在学习过程中努力使自己逐渐对物理学的内 
容和方法、工作语言、概念和物理图像，以及其历史、现状和前沿等方面，从 
整体上有个全面的了解。 

学好物理学，关键是勤于思考，悟物穷理。 

勤于思考，就要对新的概念、定义、公式中的符号和公式本身的含义， 
用自己的语言陈述出来。对于定理的证明、公式的推导，最好在了解了基本 


❶摘自费曼1963年11月21日在第一次美洲物理教育会议上的重点发言 〈拉 丁美 
洲的物理教学问题》。 



思路之后，自己背着书本把它们演算 出来。 这样你才能对它们成立的条件、 
关键的步骤、推演的技巧等有深刻的理解。 

悟物穷理，就要多向自己 提问： 哪些是事实？哪些是推论？推论是怎 
样得来的？我为什么相信它？……问题可以正面提，也可以反向提。臂如， 
已知物体所受的力，可以求它的 运动； 知道了它的运动，反过来问它受了什 
么样的力。 

勤于思考，悟物穷理，就要对问题建立自己的物理图像。学习物理，不 
做习题是不行的，但做习题不在于多，而在于精。习题做完了，不要对一下 
答案或交给老师去批改就了事。自己从物理上应该想一想，答案的数童级 
是否对头？所反映的物理过程是否合理？能否从别的角度判断自己的答案 
是否正确？我们应该力争能够作到，习题要么做不出来，做出来就有充分的 
理由相信它是对的，即使它和书上给的答案不一样。老师说你错了，你在 
未被说服之前要敢于和老师争辩。好的老师最欣赏的是能指出自己错误的 
学生。如果最后证明是你自己错 r , 也错个明白。 

正是： 书山有路勤为径，学海无涯悟作舟。 




第一章质点运动学 
§1.引 言 

1.1 力学的研究对象 

在各种形态的物质运动中，最简单的_种是物体位置随时间的变动。宏 
观物体之间 （ 或物体内各部分之间）的相对位置变动， 例如，各种交通工具 
的行驶，大气和河水的流动、天体的运行等，称为机 械运动 （mechanical 
motion > • 。 

力学 （ mechanics 〉 的研究对象是机械运动。经典力学研究的是在弱引 
力场中宏观物体的低速运动。通常把力学分为运动学 （ kinematics )、 动力 
学 （ dynamics ) 和静力学 （ statics ) 。 运动 学只描述物体的运动，不涉及引起 
运动和改变运动的 原因; 动力学 则研究物体的运动与物体间相互作用的内 
在 联系； 静力 学研究物体在相互作用下的平衡问题。 

1.2 质点 

在物理学中，为了突出研究对象的主要性质，暂不考虑一些次要的因 
素，经常引人一些理想化的模型来代替实际的物体。“质点"就是一个理想 
化的模型。 

在研究机械运动时，物体的形状和大小是千差万别的。对有些场合（如 
落体受到空气的阻力 问题〉 ，物体的形状和大小是重 要的； 但在很多问题 
中，这些差别对物体运动的影响不大.若不涉及物体的转动和形变，我们可 
暂不考虑它们的形状和大小，把它们当作一个具有质量的点 （ 即质点）来处 
理。例如，人们常把单摆的摆球、在电场中运动的带电粒子等当作质点。又 
如，同样是地球，在研究它绕日公转时,可以将它看作 质点; 在研究它的自转 
问题时，就不能把它当作质点处理了。此外，当我们研究一些比较复杂的物 
体（如刚体、流体）运动时，虽然不能把整个物体看成质点，但在处理方法上 
可把复杂物体看成由许多质点组成，在解决质点运动问题的基础上来研究 
这些复杂物体的运动。 

• 英文 mechanical — 词有"机械的”和"力学的”双重涵义，故有人主张把 
mechanical motion 叫做“力学运动”。但因“机械运动” 一同沿用已久，并且也说得通，未 
改。 
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1.3 参考系和坐标系 

某物体的运动总是相对于另一些选定的参考物体而言的。例如研究汽 
车的运动,常用街道和房屋或电线杆作参 考物； 观察轮船的航行,常用河岸 
上的树木、码头或灯塔作参考物 。这些作为研究物体运动时所参照的物体 
(或彼此不作相对运动的物体群），称为参考系。 

参考系的选择对描述物体的运动具有重要意义 u 例如，站在运动着的船 
上的人手中拿着一个物体,在同船的人看来它是不动的，但岸上的人看到它 
和船一起动。如果船上的人把手松开，同船的人看到物体沿直线自由落下， 
而岸上的人却看到物体作平抛运动^为什么对同一现象会观察到不同的结 
果呢?原因是他们所选的参考系不 同：船 上的人以船为参考系，岸上的人以 
岸为参考系。一般说来，研究运动学问题时，只要描述方便，参考系可以随便 
选择。但是在考虑动力学问题时，选择参考系就要慎重了，因为一些重要的 
动力学规律（如牛顿三定律）只对某类特定的参考系（惯性系）成立。 

为了把物体在各个时刻相对于参考系的位置定量地表示出来,还需要 
在参考系上选择适当的 坐标系 。最常用的坐标系是直角坐标系，例如要描述 
室内物体的运动，可以选地板的某一角为坐标原点，以墙壁和墙壁、墙壁和 
地板的交线为坐标轴，这就构成一个直角坐标系。有时也选用极坐标系，例 
如研究地球的运动时，可以选太阳为坐标原点，而坐标轴则指向某个恒星。 
坐标系实质上是由实物构成的参考系的数学抽象 ，在讨论运动的—般性问 
题时，人们往往给出坐标系而不必具体地指明它所参照的物体。 


§2. 时间和空间的计量 


2.1 时间的计置 

时间表征物质运动的持续性。时间的计置主要是一个计数的过程。凡已 
知其运动规律的物理过程,都可以用来作时间的计量。通常采用能够重复的 
周期现象来计量时间。在自然界发生的许多重复的现象中，人们一向采用地 
球绕自己轴线的转动（自转）作为时间的计量基准，并定义1平均太阳秒为 

平均太阳日 W |— Q- 通常所说一个地方的太阳日就是太阳连续两次经过 

该处子午面的时间间隔。由于地球公转的轨道是—椭圆，公转的速率常在变 
化，所以一年之中太阳日有长有短，平均太阳日就是全年太阳日的平均值。 
测量同一恒星连续两次通过观察处子午面所经过的时间，叫做 恒星日 。因为 
我们可以算出恒星日与平均太阳日之间的正确关系,所以平均太阳秒的长 




:.时间和空间的计董 


短可由现察星体相对于地球的运动来确定。 

在太阳系的各种运动中，能准确观察而足以用作时钟的有 :地球 的自转 

和公转，月球绕地球的 +4 | ---- 

公转，木星和金星绕太 

阳的公转，木星的四个 | JIJ 

卫星绕木星的公转等。 , 3 || h j . l||__L 

我们发现，根据上述九 》yj hi u , i . ill IL iii | i 

=? ，哪曜 

转所作的时钟。因此，人 V II I V W " 

们由许多观察得出这样 y II 

—个结论，即地球自转 + 1 刪年 1981率 1982# 1983* 

的速率在改变.主要的 

趋势是渐渐变慢。变慢 图 1 - 1用绝钟监测到的地球自转用期 

于 1980-1983 四年的变化 u 为-日长度的变化）， 

罕;经一世纪后一天的其中用月变化（射）和季节变化 （信风） 是比较明显的 
长短增加 0.001 s ; 在20 

个世纪中，时间 计嫩上 的这一积累可多达几个小时。这就说明了为什么历史 
上记载的历次日食发生差异这一亊实。现在我们知道,地球自转变慢的长期 
原因是潮汐摩擦。而季节性有规律的变化，则可用信风来说明，其它变化的 
原因还不知道，可能与两极冰山的融化或地球上其它很大的质摄迀移有关。 
这一切都说明，地球的自转不是一个理想的时钟（参见图1 - 丨）。 

由于人们对微观世界认识的深人发展，以及对微波技术的进一步掌握， 
这就有可能利用某些分子或原子的固有振动频率作为时间的计量基准。事 
实上，近年来已制成了大量的原子钟，它们的精度分别达到 UK 9 和 HT 10 以 
上，这比基于地球自转的时钟准确几十倍或几百倍以上。因此 1967 年第十 
三届国际计 最大会 决定采用铯原子钟作为新的时间计量基准，定义1 s 的长 
度等于与艳133原子基态两个超精细能级之间跃迁相对应的辐射周期的9 
192631 770 倍。这个跃迁频率测量的准确度达到至 

在某种场合（如射电天文学中）.保持时钟在一段时间间隔（臂如—小 
时）内高度稳定，有时比它的绝对准确度还重要。在这方面原子氢激射器比 
铯原子钟的稳定度高100倍，在数小时内其频率的变化不超过10-' 5 . 

利用原子钟就有可能对许多具有重大科学意义和实践意义的问题进行 
研究。这些问题包括从地球自转的变化和相对论的验证，直到航天技术的改 
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进。 

近年来，不少科学家 
建议按射电脉冲星辐射来 
校正时间基准。根据现代的 
科学概念，脉冲星是强磁化 
了的中子星。质量与太阳相 
当的中子星，其半径为10 
km 左右，密度与原子核相 
同。由于快速旋转和极髙的 
磁场强度，在这种天体磁层 
的局部区域里产生强大的 
射电辐射。这辐射源同脉冲 
星一起作为整体旋转，从而 
观测者获得有严格周期性 



自由 * ;： 
改进的德纵机_ 
无差拍褕枞机 


3000 a 
300 a 


1600年 i 700 年 1800* 1900年 200(1 年 _ 


图1 -2 时钟的改进 

田中右纗标出各种时钟快慢 la 所经过的时间 
( a 、 d 、 h 分别为年、日、小时的 符号） 


的射电辐射，其间隔与恒星的旋转周期相同。现在已知有数百颗脉冲星，某 
些科学家建议把其中周期最稳定的三顆当作“时间标准存储器”。 

图1 -2 给出自从人类发明时钟以来400年内时间计量准确度改进的情 
况。这里的进步是惊人的。目前，时间是测置得最准确的一个基本敷。 


2.2 长度的计量 


空间反映物质运动的广延性。在三维空间里的位罝可由三个相互独立 
的坐标来确定。空间中两点间的距离为长度。任何长度的计量都是通过与某 
-长 度基准比较而进行的，国际 上对民 度基准“米”的定义作过三次正式规 
定。 

1889年第一届国际计量大会 通过: 将保藏在法国的国际计置局中铂铱 
合金棒在0 ° C 时两条刻线间的距离定义为1 m 。 这是长度计量的实物基准。 

历史上，米是由于寻求通过巴黎的子午线从北极到赤道之间长度的某 
—适当分数而产生的，这长度的千万分之一定义为米。但在这基准最初确定 
之后，所作的许多精确测量都表明，这基准和它所要表达的值略有差值（约 
0. 023% ) 0 

长度的实物基准很难保证不随时间改变，也很难防止意外（如被战争、 
地震或其它灾害所毁坏），物理学家早就想到用长度的自然基准代替实物 
基准。有了光干涉技术以后，人们可以将实物的长度和光的波长进行比较。 
1960年第十一届国际计量大会上决定用氪86原子的橙黄色光波来定义 
“米”，规定米为这种光的波长的 1650763. 73倍，实现了长度的自然基准，其 



§3. 物质世界的层次和 数童级 


精度为 4 x 10' 

按照经过许多事实验证了的相对论的观点，在任何惯性系中，真空中的 
光速都是相同的。由于稳频激光器的进展，使激光频率的复现性远优于氪 
86灯米定义的精度，测得的真空中的光速值的准确度受到了原来米的定义 
的限制，1983年10月第十七届国际计量大会 通过： 

米是光在真空中 （ 1/299792458 )s 的时间间隔内所经路径的长度。 
在通过“米”的定义的同时，还规定了复现新的米定义的三种 方法： 首先规 
定真空中的光速值 c =299792458 m / s , 这是不再修改的定义值。 

1. 利用平面电磁波在真空中经过时间间隔 M 所传播的距离 I = cAf 的 
关系，从计量时间得出 长度二 

2•利用频率为/的平面电磁波在真空中的波长 A = c // 的关系，从测 fi 
频率/得出波长 A . 

3. 可采用表1 - 1中任一种饱和吸收稳 频激光 的辐射，或某些光谱灯 
( 如氪86灯，镉114灯和汞186灯）的辐射，通过测量其频率而得出波长。 


表 I - 丨五种饱和吸收稳颊激光頻率和波长 


激光种类 

//MHz 

A/fm 

甲烷氦氖激光 

88 376 181.607 

3 392 231 397. 1 

碘的染料激光 

520 206 808. 53 

576 294 760.25 

碘的氦氖激光 

473 612 2 J 4.8 

632 991 398. 1 

碘的氦氖激光 

489 880 355. 1 

611 970 769.8 

碘氩* 子激光 

582 490 603.6 

514 673 466.2 


§3. 物质世界的层次和数量级 

3.1 数置级的概念 

不知从猿到人进化到哪个阶段,人类才开始学会数数。在澳大利亚和南 
美洲的某些仍处于原始状态的土著中，人们只会数一、二，也许还能数到三、 
四,然后就是许多、非常多,或数不清的多。可能最早促使人们去学会数数的 
原因，是游牧民族恶要监视羊只的数目。臂如，清早把卵石垒成堆 ，一 块卵石 
代表一只羊。傍晚可用这堆石块来检査羊只是否都从牧场回来了。拉丁文里 
的第一个意思是卵石，第二个意思是箅盘珠,在英文里才引伸为计 
算、微积分等现代的含义。这也可算得上是个佐证。 

随着人类社会的发展，人们逐渐学会数比较大的数目。当数目大到十个 
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手指头不够用时候，人们创造出十进位记数法。在现代社会里数一般的数字 
已算不得什么困难。“日行八万里”指地球的周 长;“ 上下五千年”指人类文 
明史。若要问，以地球直径 （ 可作综合孔径射电望远镜的长基线）对太阳所 
张的角度有多少?或问，从考古遗址发掘出的标本中，有多少个放射性同位 
素碳14的原子发生了衰变？即使答案误差不到十倍就算是正确的,恐怕也 
很少有人能较快作出回答。在一般人心目中，像一千万和一亿都是很大很大 
的数目，究竟有多大，是没有具体槪念和感受的。然而在物理学和其它一些 
自然科学中，往往要和比这还要大得多的数字打交道，例如在1摩尔物质中 
包含六千万亿亿多个分子（阿伏伽德罗数），写成阿拉伯数字，是6后面跟 
23个0。无论哪种写法都很不方便，于是人们创造出一种“科学记数法 
(scientific notation ) ”，用10的正幂次代表大数，用10的负幕次代表小数。 
于是六千万亿亿就写成6 x 10 23 ，它的倒数约-亿亿亿分之 1. 7 ， 则可写成 
1. 7 xicr 24 ,等等。把一个物理量的数值写成一个小于10的数字乘以10的幂 
次，还可将其有效数字的位数表示出来,例如把2300写成 2. 30 xl 0 3 , 就表明 
这数值有三位有效数字。在科学记数法中指数相差丨，即代表数0大10倍 
或小10倍，这叫做一个“数量级”。就现代科学研究过的空间尺度来说，大小 
差不多跨越了 42个数 ft 级,有人把这称做“宇宙的四十二个台阶”。 

我们研究的对象跨越如此巨大的数量级范围，单一的单位（如秒、米）， 
用起来就很不方便了，通常的做法是采用一些词头来代表一个单位的十进 
倍数或十进分数，如千 （ kilo ) 代表倍数10 3 ,厘 （ centi ) 代表分数 10' 等 
等。在国际单位制中,原来从 10_ 18 到 10 1 " 的 36 个数量级之间规定16个词 
头，最近又建议在大、小两头再各增加两个，共20个词头，一并列在表 I - 2 
中。表内中文名称在方括弧里的字可以省略。这些词头与各种物理量的单位 
组合在一起，构成尺度相差甚为悬殊的大小各种单位，在现代物理学中广泛 
使用着。其中有的已化作物理学名词的一部分，如纳米 （ nm ) 结构、飞秒 
( fs ) 光谱等，成为一些新兴技术的标志和象征。 

物理学是一门定置程度很高的学科，它推理性强、逻辑严密，实验测量 
和理论计算都达到了很高的精度，如时间的计量就有12至13位有效数字。 
然而，理论物理学家在进行详细计算之前，为了选择和建立恰当的物理模型 
和数学模型，需要首先粗略地估计各参最的大小和各种可能效应的相对重 
要性，以判断什么是决定现象的主要机制；同样，实验物理学家在着手准备 
精密的测之前，为了选择合适的仪器和测量方法，也需要对各个有关物理 



§3. 物质世界的层次和数量级 


13 


表丨 -2 国际单位制所用的调头 


因数 

词头名称 

符号 

因数 

词头名称 

符号 

英文 

中文 

英文 

中文 

10- 1 

deci 

分 

d 

10 

deca 

十 

da 

10- 2 

centi 

厘 

C 

10 2 

hecto 

百 

h 

10 - J 

milli 

毫 

m 

10 3 

kilo 

千 

k 

10 -4 

micro 

撖 


10 s 

mega 

兆 

M 

10 •• 

nano 

纳[诺] 

n 

10 9 

giga 

吉[咖] 

G 

10 12 

pico 

皮[可] 

P 

10' 2 

tera 

太[拉] 

T 

10 ,s 

fern to 

飞[母托] 

f 

10' 5 

peta 

拍[它] 

P 

10 18 

atto 

阿 [托] 

a 

10" 

exa 

艾[可萨] 

E 

10 - 2 _ 

zepto 

仄 [普 托] 

z 

10 21 

zetta 

译[它] 

Z 

10 

yocto 

幺[科托] 

y 

10 24 

yotta 

尧[它] 

Y 


a 的数量级先做一番估计。总之,掌握特征童的数最级，往往是研究一个物 
理问题时登堂人室的关键。学习物理学，就需要经常训练对各种事物作粗略 
的数量级估计，留心査宥尺度大小的变化所产生的物理效应。下面我们对物 
质世界空间和时间尺度的数设级作一槪括性的介绍，以便读者今后学习物 
理学时能够心中有“数"（数 a 级）。 

3.2 空间尺度 

(1) 小尺度 

如前所述,人类已研究的领域中，空间尺度跨越了 42个数 擞级, ，人类选择了与自身 
大小相适应的“米 （ m )” 作为 K 度的基本单位。从我们的身边开始，先向小尺度的领域 
进军。这里首先遇到的是生物界。最小的哺乳动物和鸟类，体长不到 10 cm , B 卩的 
数量级。昆虫的典型大小为 cm 或 mm •即 KT 2 - l ( T 3 m 的数量级。细菌或典型的真核细 
胞，直径具有 10- 5 m 的数*级，细胞的最小直径为这比原子的尺度还大 
三个数埴级。生物细胞不可能再小了吗？是的.因为细胞内必须包含足够数量:的（譬如 
说,10 6 个> 生物大分子，否则它不可能有较完整的功能。说到分子的尺度，是个比较复 
杂的问题，因为大小分子相差悬殊。小分子由几个到十几个原子组成，其尺度比原子略 
大，背如说 , l ( T 9 m 的数量级。大分子（如各种蛋白质. DNA ) 可以由数千个原子组成，它 
们排列成长长的链状，链子再盘成螺旋状，形成二级结构。蛋白质分子在二级结构之上 
还可能有更高级的复杂结构。把最大的分子链拉直了的话，长度51达 0. 1 mm , 即10 4 m 
的数 童级。 

在物理上把原子尺度的客体叫做微 现系统 ，大小在人体尺度上下几个数量级范围 
之内的客体,叫做宏 现系统 c 所以宏观尺度比微现尺度大了七、八个数摄级，按体积论， 
则大 （10 8 ) 3 = 10 24 个数量级,或者说，宏观系统中包含这么多个傲观客体（原子、分子）， 









这正是阿伏伽德罗数的数置级。微观系统与宏观系统最重要的区别，是它们服从的物理 
规律不同。在微观系统中宏观的规律（如牛顿定律）不再适用，那里的问题需要用 M 子 
力学去处理。《近年来由于微结构技术的发展.制作长度在微米 （ pm ) .线宽为几十个纳 
米 ( rnn ) 的样品已不太困难。在这种尺度的样品中包含原子数目的数量级为10 8 -10", 
它们基本上应属于宏观范围。然而，一些线状或环状小尺寸样品在低温下的实验结果， 
却表现出电子波的量子干涉效应。这种呈现出傲观特征的宏观系统，叫做介 观系统 。研 
究介观系统行为的介观物理学,是近几年才发展起来的一个物理学新分支，它将成为下 
—代微电子器件的理论基础。 

现在让我们继续向物质结构的更深层次进军 3 原子是由原子核与核外电子组成的。 
如前所述,原子的线度为 lO ^ in 的数 ft 级,但原子核的线度要比这小四、五个数量级，即 
飞米 （ fm ) 或 HT M ~ IO ^ ni 的数量级 = 然而，几乎原子的全部质 址都集 中在原子核内。原 
子核是由质子和中子组成的，质子和中子统称核子，核子的半径约为 Ifm . 核子以下的 
再一个层次是夸克 ( quark 〉， 每个核子由三个夸克“组成”。我们把组成二宇打上引号， 
是囚为夸克间的相互作用具有禁闭的性质，使我们水不可能分离出自由的夸克来。因而 
谈一个夸克有多大，就没有意义了。 

下面来谈谈小尺度客体的观测问题，首先我们会想到显微镜。任何显微镜都有—个 
能够分辨的最小极限，这个扱限是由照明光的波长所决定的。打个比方，肓人用手指触 
換盲文或其它凹凸的花纹，分辨能力受到手指粗细的限制。如果他用一根细针去探索， 
便可感知花纹更多的细节。光子或其它粒子就是我们触換小尺度的手指或探针,它们的 
波长代表着探针的粗细。可见光的波长在 (4 -7.5) x 10 2 nni 之间，故光学显微镜的分辨 
极限也在间一个数*级范围 （10〃 m ) 之中。这对观察傲生物或细胞是够用了，对于更小 
的物体则不行，需要用电子代替普通显傚镜里的光子作为“探针"，这就是电子显微镜。 
电子的波长反比于它的动 ft , 即使慢速的电子的波长也比可见光的波长要短，最好的电 
子显微镜可以分辨到几个埃 （ A , lAslO - 1 。!!!）， 20世纪80年代中发明的扫描隧道电子 
显微镜 ( STM ) 真正做到了原子分辨，首次让我们看到了个别的原子。探测物质结构更 
深的层次,需要速度更髙的粒子作探针，就得使用各种加速器了。但愿刚才的比方不要 
给我们的读者造成错误印 象:探 测物质愈精细的结构.所霱的仪器愈微小。其实恰好相 
反，笛要的是更大的加速器。当代最大的加速器直径已达几十千米 （10* in ), 其规模可以 
和地铁隧道相比拟。 

(2) 大尺度 

现在让我们把视野的聚焦拉问到自己的身边,再从这里出发推到大尺度的领域里 
去巡礼。 

最大的动物(鲸）体长数十米， BPHVm 的数 量级; 圾大的植物 (红杉树） 高达百米以 
上，即 10 2 m 的数贵级。最高的山（珠穆朗玛峰）高 8.84 km , 最深的海（马里亚纳海沟）深 

• 更确切地说，是否需要用量子力学来处理，并不完全由系统的尺度来决定。在 
低温下，某些宏观系统也表现出置子效应来,如超导、超流现象便是。 
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尺度 /m 
0 ,6 
0 1! 


0» 


-飕里系 a 
十"4系团 
一 ft 近里*的距离 




_太》 系的窠 8 


11.022 km ， 二者同属 10 4 m 的数撤级。月球半径为 1738 km , W 10 6 m 董级； 地球半径为 
6371 km , 乘以 2 ir , 得周长约4 x 10‘ km , 合8 x 10 4 华里，故有“坐地日行八万里”之说。月 
地距离是地球半径的60倍，大于 10 8 m 的数 量级； 日地距 
离是地球半径的两万多倍,定义为1天文单位 （ AU>。AU 
是太阳系内表示天体距离的常用单位，其精确值为 
1 AU = 1.495 978 92 x 10" m . 

太阳系的直径约80天文单位，即的数董级。 

太阳系外的天体距离通常不再用 AU , 而是用••光年” 

或“秒差距”。光年 (light year , 单位符号为 l . y .) 是光在 
—年里走过的距离。如前所述，现在光速 c 已成为定义 
“米”的基础，其梢确值规定为 c -299 792458 m / s , 1回 
归年(春分点到春分点 ）=3. 155 693 xlO 7 历书秒，与光速 
相乘，得 

1 l . y . = 9.460 530 x 10 ,5 m - 10 l 6 m . 

最近的恒星是半人马《(中名南门二，为三合星）内的一 
颗比邻星，距太阳系约 4. 21 l . y .。 

要谈“秒差距”，先得讲 
讲天文上一种重要的测距方 
法——视差法。现*者在两 
个不同位置#到同一天体的 
方向之差，叫做视差。两个不 
同位置之间的联线叫做基线。 

若视线与基线垂直，则天体的 
距离》•、基线的长度<和视差史 
有如下 关系 ： r = l / 9 . 因为视 
角差的测置受到仪器精度的 
限制，基线愈长，能两的距离 


地球 


图1 -3 视差法与 
秒差距的定义 

愈远。以地球半径作基线，人们曾用视差法测得地月距离 
和曰地距离。超出太阳系，地球半径就嫌太短了。好在对于 
地球上的观测者来说，还有一个更长的基线可利用，那就 
是地球公转轨道的半径，其长度为 IAU (见图1 -3)。天文 
上规定，选此基线，视差 P 等于1角秒的距离，叫做1秒差 


-太 m 的半径 


—堆球的争径 

■'月球的1 ■■径 


_珠《«啤峰高度 


L -inr 


-老丨 
一昆虫 


最大的分子长度 

麴 t 


■na 

•-小分子 

蓽子 


波长 

* 


电子的康鲁顿波长 


F 5 I * 


图1 -4 物质世界的 

空间尺度 


距 ( parsec , 单位界号为 pc ) 。根据这个定义不难算出秒差距与其它长度单位的关系 
lpc 


1 AU _ IAU 

r tt/180 


60 x 60 


= 2.062648 x 10 5 AU 


= 2.062648 x 10 5 x 1.49597892 x 10 "m 
= 3.085678 x I 0 ,6 m = 3.261633 l . y ., 
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或者说 ， I I . y .-0.3 pc . 在实际测釐中，当视差小于 0. Or , 或者说距离大于 H » pc 时，测 
量的误差已经很大了，霱要有其它的方法来确定更远天体的距离。由于这个问题过于专 
门,我们不在这里介绍（在第七章 4. 6节的脚注里将谈一点这方面的问題）。下面继续向 
宇宙中更大的尺度范围前进。 

我们的太阳系是银河系中的 很小一 部分。银河系直径为 2.5 xl (/ pc »7.5 xlOM . y .。 
在此之间广阔的数埴级范围是恒星的世界。离我们银河系最近的星系（小麦哲伦云）有 
5 x 10 4 pc ~1.5 x 10 5 1. y .- l . 5 xlO 21 m , 远的距离可达兆秒差距 ， BP 10 22 - lO ^ m 的数*级。 
更大的天体系统是星系团，其中包含上千个星系.尺度大约为 IO a m 的数最级。尺度比 
这再大的结构是超星系团，数 献级为 lO ^ rn . 观測表明，大于 lOVc , 即 10 M m , 宇宙的结 
构基本上是均匀的，直到我们能够观测的极限——哈勃半径.即10*11>(参见第七章 4. 3 
节)。 

从 10- ,5 m 经过 10° m 到 10* m , 共 4 2个数量级，概括成图丨 - 4所示的标尺,供读者 
参考。图丨 - 5还示出了一些不同空间尺度的景象。 

3.3 时标 

现代的标准宇宙模型告诉我们，宇宙是在大约（ 1.0-2.0) xl 0'° 年前的一次大燦炸 
中诞生的。用秒来表示，宇宙的年龄具有 I 0 U 的 数撤级 。在宇宙的极早期，温度极高 
( lO ^ K 以上），物质密度也极大，整个宇宙暂处于甲衡态。那时字宙间只有中子、质子、电 
子、光子和中傲子等一些粒子形态的物质，宇宙的结构是非常简单的。因为整个体系在 
膨胀,温度急剧下降。大约在大爆炸后的3分钟，温度降到 I 0 9 K 左右，较轻原子核（笊、氦 
等）的合成变为可能。温度从 K ^ K 降到 I 0 6 K , 是轻元素的早期合成阶段。大煖炸以后约 
40万年，当温度降到几千开时,原子核与电子复合成电中性的原子和分子。那时宇宙间 
主要是气态物质 ，气 体逐渐凝聚成 气云， 再进一步形成各种各样的恒星体系，成为我们 
今天看到的宇宙。 

恒星释放的能 fit 来自内部的热核聚变反应，核燃料耗尽，恒星就死亡。恒星 的质遒 
愈大,其温度就愈高•聚变反应进行得就愈快，它的寿命就愈短。据估计,太阳的寿命可 
以有 10 lfl 年，而太阳的年龄约 5 xl 0 9 年,它正处在壮年时期。 

按放射性同位索和之比估计，地球的年龄为 4 .6><10 9 年，即 10 l 7 s 的数童 
级。在距今 (3. 1 〜 3. 2 ) xl 0 9 年前，出现了能够进行光合作用的原始藻类，距今 (7-8) xlO * 
年 （ IO l 6 s ) 前形成了富氧的大气层。大约距今4 x 10* 年前出现鱼类和陆生植物， 3vJ0 8 
年前出现爬行类，不到 2 x 10* 年前出现鸟类 ，6.7 x 1 c ) 1 年 （10” s ) 前恐龙绝灭，尔后哺乳 
类兴起。古人类出现在距今 （2.5 ~4) xlO 6 年 （10 u s ) 前，而人类的文明史只有 5000 年 
(10" s ) 。古树的年龄上千年 （10 ,0 s ) ，人的寿命通常不到一百年 （ 10、）。地球公转的周期 
为一年 (3xl0 7 s), 月球公转的周期 30 天 (2.6 xl 0 6 s >, 地球自转的周期为一天 （8.64 X 
10 4 s = 10 5 s ) 。百米赛跑的世界记录具有…、的量级，钟摆的周期是 iO fl s = 1 s •市电的周 
期为 2 xlO _ 2 s , 超快速摄影的曝光时间为10 -" s . 

现在我们来看微观世界。如前所述，从20世纪初到30年代.物理学的发展弄淸楚了 
原子和原子核的大小，并知道了原子由原子核和电子组成,原子核又是由质子和中子组 
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-出现古人类 

_人类文明史 
•古树 的年齡 
•人类 的寿命 

•地球公转周期 (年） 
-月球公 转周期 (月） 

•地球自转周期 （曰） 

•中子的寿命 

•百米赛龜世界记录 
•钟*的周期 


-超快速摄彩曝光时间 
•中子的寿命 


成的。电子、光子、质子、中子就是人们最早认识的一批基时标 /S 
本粒子。后来发现，电子和光子可当作点粒子来对待，但 质⑸ 

子和中子是有内部结构的，即已有的“基本粒子”并不属 io 16 的大气层 

于同一层次。因此把••基本粒子”改称“粒子'现在已发现 
的粒子，按它们参与各种相互作用的性质，分为以下 三类： 二 
⑴规范 玻色子，包括光子7、中间玻色子 W， 和 Z 0 、 8 种1。;： : : 

胶子；（2> 轻子.包括电子、 p 子、 t 子； <3> 强子,它又分二-人类的寿命 
为重子（如质子、中子）和介子（如 ir °, 介子〉 两大类。:-地球公转周期 (年） 

绝大多数已发现的粒子是不稳定的，即粒子经过一定时间 I 沁 -- 月球公♦^期 (月） 
后就衰变为其它粒子。粒子产生后到衰变前存在的平均时^ : 

间叫做该种粒子的寿命。在常见的粒子中，光子、电子和质}^ :;-中子的寿命 
子是稳定的，其余粒子寿命 的数韻 如下:中子寿命约丨 5 $ :: gjssg 界记录 
min(10 3 s 数量级）， n 子寿命的数世级为 10-*s, , r * 介子 1() -| - 
为 io-» s> t 子为 io_ l3 s, /介子为 ur l7 s. z ° 的寿命最短，二 
为 10 U S 的思级 c 10；：--超快速摄影•光时间 

微观粒子寿命的长短，用宏观的眼光来看当然是极短!& - - + 

的，但从微观的角度不应这样看。每种粒子有自己的质 ffi 二，介子的寿余. 

m 和能 M£=»m: 2 < 爱因斯坦的质能公式，其中 c 为光速）；= 

又，按 ft 子力学中的海森伯不确定度关系，粒子的寿命 t ~ - 

wr, 这里 r (叫做宽度）代表粒子能量的不确定度 . a 是: - T 予的寿命 
普朗克常 AL 厂愈小7■愈长，粒子愈稳定。衡 M —个粒子稳=二二 
定的程度，要看厂与能 t £的比值。应认为厂/£<1的粒10: --«0介子的寿命 
子都是稳定的。用这标准来衡 ft, 寿命长于 KT 2 ^ 的许多 •二 
粒子都算得上是相当稳定的。 : -z° 超子的寿命 

在粒子物理学中还按另外一个标准来区分粒子是否10：；； - 1共振态的寿命 
稳定，即不通过强相互作用衰变的粒子叫做“稳定粒子”，- I 
可以通过强相互作用衰变的粒子叫做“共振态”。一舣说: _ z0< t 子的寿命 
来，通过强相互作用衰变的粒子寿命短,通过弱，电相互作 ' 

用衰变的粒子寿命要长得多，然而实际悄况不这样简单。图1 -6 物质世界的时标 
现已发现最稳定的共振态，寿命的数最级为 lO^s, 比“稳定粒子” Z° 的寿命长得多。不 
过除 w' f 外，其它“稳定粒子”的寿命都多 5. 8 X lO-^s. 

从 icr a s 经过 10°s 到 10"s, 宇宙间各种亊物的时标跨越了43~44个数世级，现归纳 
成图 1-6 供读者参考。 

§4. 直线运动 


介子的寿命 


-2* 1 超子的寿命 

1 

J 共*态的寿命 


• Z *> 粒子的寿命 


图1 -6 物质世界的时标 


41亚里士多德和伽利略的运动观 

2000多年前，古希腊人对现在物理学中研究的某些问®，如杠杆、简单机械、浮力、 
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光的某些性质，已有很好的了解，但运动的概念是混乱的。第一个对运动作过认真思考 
的人,大概要算伟大的思想家亚里士多德 （ Aristotle , 384-322 B . C . ) 了。 

亚里士多德把运动分为两 大类： 自然运动和受迫运动。在®里士多德看来，每个物 
体都有自己的固有位 K ,偏离固有位置的物体将趋向固有位置。地上物体的自然运动沿 
直线.轻者上升，重者 下降; 天体的自然运动永恒地沿脚周进行。受迫运动则是物体在推 
或拉的外力作用下发生的，没有外力，运动就会停止。例如箭是在弓弦的作用下飞出的。 
然而脱弦之后又是什么力在支持箭的飞行呢?对此的解释是，正像在浴缸里用手捏肥皂 
的一端，肥皂滑出后被推动在水中前进一样，周围的空气挤向被箭排开的尾部真空，推 
动着箭前进。 

在欧洲中古漫长的黑暗世纪里,希腊典籍佚散殆尽。公元 10-42 世纪间，许多古籍在 
阿拉伯重新发现，并被译成拉丁文。在欧洲的一些大学里，又开始讲授起亚里士多德的 
译著来。起初，西欧的教会对新引进的古籍抱怀疑态度。经过基督教学者们的努力，将亚 
里士多徳的学说与基督教义 W 和起来，亚里士多徳的宇宙观成了基督救世福音 的一部 
分。从此，谁反对亚里士多德就是反对教会本身，亚里士多徳不幸地被宰做了神明。1543 
年哥白尼发表的日心说如此尖锐地抵触了亚里士多徳的宇宙观和基锊教义，遭到教会 
的强烈反对。 

历史上第一次用观渕和实验决定性地驳倒亚里士多徳观点的，是16世纪近代精密 
自然科学的创始人伽利略 （ Galileo .1564-1642)。 他考察了自由落体的运动，由位移正比 
于时间的平方肯定了它是勻加速运动，并得到重力加速度与重憊无关的结论。他从物体 
沿斜面的运动推论出惯性定律，即匀速直线运动是不要用力来支持的。为哥白尼的地动 
说辩护，他提出了力学相对性原理。伽利略的重人贡献还有很多，就不在此 —一 赘述了。 
单从运动学的角度看，是他首先提出了 加速度 的概念。这是人类认识史上最难建立的概 
念之一，也是每个初学物理的人最不易真正掌握的概念。在人们的日常生活中，对于运 
动的物体可以问它走了多远，这是距离的 槪念; 可以问它走得多快.这是速度的概念。然 
而，在各国的生活语言中都没有与加速度对应的词儿。不学物理,在人们的头脑里是不 
会自发地形成加速度概念的。他们只有笼统的快和慢的槪念，这有时指的是速度，有时 
模模糊糊指的是加速度。“加速度”的概念建立在瞬时速度和导数的基础上，下面我们 
将借助于函数的几何图解和初步的撖积分知识来阐明这些概念。未学过傲积分的读者， 
可参阅本书附录 A (微积分初步）。 

4-2 平均速度和瞬时速度 


物体（质点）轨迹是直线的运动，称 为直线运动。 直线运动可以用一维 
坐标描述。如图1 -7 所示，取0为坐标原点，物体在任一时刻 f 的位置可用 
函数 *(«) 来描述。 


大家知道，在勻速直线运动中, 
表征质点运动快慢的速度是一常量, 
其表达式为 



图1 -7 直线运动 
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式中 s D 和 s 是质点在 f 。 和 t 时刻所经历的位置 ， As = s - s 0 是 Af = f - 心时 
间间隔内所走过的距离。 

匀速直线运动的规律已为大家所熟知，现在进一步讨论变速直线运动 
的规律。如果运动不是匀速的，则上式所代表的是在以时间间隔内质点运 
动的平均 速度： 


为了能反映质点在某一时刻运动的 
快慢，应该在尽可能小的时间间隔内 
来考虑质点所走过的距离 As . 理想的情 
况是这种极限情况下的平均速度 
叫做瞬时 速度： 


一 dt , V *• * / m ED -u D-J 

亦即，在数学上瞬时速度是 s ⑺的-阶 

导数。若以 s 为纵坐标， t 为横坐标，则 s ( f ) 可用图1 -8 中的曲线表示。 
时间间隔 W 内的平均速度相当于割线的斜率，时刻的瞬时速度 w 
则等于曲线过4点切线 AT 的斜率 tana . 用瞬时速度来描述变速运动，就可 
以梢确地反映出它在各个时刻的运动状态。质点作变速运动时，各时刻的瞬 
时速度互不相同。用数学的术语说，瞬时速度也是时间的函数。若以 t ; 
为纵坐标，<为横坐标，则变速运动可用图丨 -9 中的曲线来表示。 

对于匀速直线运动这个特殊情况，由于其速度 t ； 是不变的，故在时 
间内所走的距离为 



动的总距离为 


§4-直线运动 


2 ! 


5 - 5 0 = A5, + AS 2 
引用数学上的求和号，上式可表示为 




S -S 0 = X As ( = X • At « =n 个小矩形面积的总和。 

<-1 t=l 

如果把 s - s D 这段距离分成无穷多段,且令每段的时间间隔0,则在此 
极限情况下 


用积分符号表示，则有 


-s 0 = lim ^ Vi - At f , 


s -s 0 = vdt. (1.2) 

- s 0 可用图丨 -9 中速度曲线 AB 下的面积来表 


即变速运动所经过的距离 

/Ko 

4.3 平均加速度和瞬时加速度 

在任意相等的时间间隔内速度的改变量相等的直线运动，叫做匀变速 
直线运动。在勻变速直线运动中，单位时间内速度的改变母，即加速度为 


~ v o Av 
= At 


常置， 


如果速度是任意变化的，则上式所反映的只是在时间间隔内速度改变最 
的平均值，称为平均加 速度： 

- = 

t - t 0 At' 

平均加速度不能反映每一瞬间速度变化的情况，为了能够反映某一瞬时的 
情况，像前面引人瞬时速度一样，我们引人瞬时加速度的概念： 




0-3) 


亦即; 在数学上.瞬时加速度是瞬时速度的一阶导数，因而它是距离的二阶 
导数 d 2 s ,、 

a= P ， （1 _ 4 ) 

在直线运动中，位置坐标 s 、 速度和加速度 a 都是代数值。当 a 和1；同号 
时，速度数值 增大； 当 a 和 t ; 异号时，速度数值减少。 

在任意变速运动中，瞬时加速度 a 也是随时间 f 变化的函数 a («)。 如果 
在一个问题中已知 a (<) ，反过来求 v 的话,它们之间的关系正如 4 . 2节中已 
知 wU ) 求 s —样，要通过积分运算： 


-% 


j a At. 


(1.5) 
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把图丨 - 8 和图1 -9 中的 s 换为 V ， I ；换为 a ， 就分别变成 w 和 a 与 f 之间 
的图解表示了。这一点读者自己可以领会，我们不在此赘述。 

匀变速直线运动是变速运动中一种比较简单又常见的情况，如地面附 


近的自由落体、上抛和下抛运动等。匀变速运动可作为一般变速运动的特殊 
例子。下面我们用这个特例来演示上述积分运算。匀变速运动的瞬时加速度 
和平均加速度没有区别，即 
_ - v ,- v 0 


- h 


= 常量。 


( 1 - 6 ) 



若取 =0时 v = w 0 , s = s 0 =0,则 
v - v 0 = aAt = at, 

s = ^( v 0 + at)dt = v 0 t + Y a ^- (1-7) 图 1 _ 10 勾变速运动的•^图 

作 v - f 关系图如图1 - 10所示,则直线下所包围的梯形面积表示从0到 
t 这段时间内所走过的距离，在此特例中不积分也可以得出与上面相同的结 

S = y(w 0 + V,)t = y ( v 0 + Uo + at)t = V 0 t + yOt 2 . 


最后，从 （1.6 )、（L 7) 两式消去 t , 还可以得到匀变速直线运动中《与 5 的关 

系式： 2 2 

V 2 - v 0 = 2as, (1.8) 

详细推导请读者自己补上。 


例题1画出下列情形的 s - t , w - t , 

( a ) 悬挂重物的绳子突然被剪断后重物的运动（田 1 - 11a ), 

( b ) 从高台边垂直上抛物体的运动（图丨 - Hb ), 



图 1 - 11 例题 1-作 S - f ， fl-f 图 



§5 .曲线运动 
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( c ) 从 1层上升 120m 到达 M 层电梯的运动（图1 - 11c ), 

( d ) 在水平面内匀速旋转的唱盘边缘立一小柱，在水平平行光从_旁照射下小柱 
在墙 上投彩 的运动（图 I - lid )。 

解 ：见图 l-12a_A 

在情形 （ a) 里， s 以重物初始位置为坐标原点， i>、a 朝下为正， t = 心 时绳被剪断。 



图 I -12 例*丨答案 

在情形 < b > 里 . s 以抛体初始位置为坐标原点，1>、 (1 朝上为正，朝下为负， t = 时 
物体离手。 

情形 (C) 、 <d) 的坐标 选取说 明从略。在情形 （ C) 里，当电梯静止时 （ 图1 - lie 中 
的阶段 I 、 V> 和作匀速运动时 （阶段 II),乘客没 有异样 感觉；当电梯向上加速时 （阶 
段 m , 乘客有超重的 感觉； 当电梯减速时 （阶段 iv ), 乘客有失重的感觉„在情形 （ d) 
里，在中央 （ S=0 处 ） 丨 vl 最大，而 a=0; 在两端（丨 si 最 大处） W = 0, 而 I al 最大， 
但正负与 s 相反 u | 


§5. 曲线运动 


5.1 位移、速度和加速度的矢置表示 

质点在高于一维的空间里运动，其轨迹一般是曲线，运动的描述需要用 
矢量 。 

f 先，为了表征一个质点在空间的位置.我们可以选择一个原点0,从 
0到质点的位置/> 引一个 矢量 M 这矢量叫做 位矢。 

如图 1 -13, S 代表上海， G 代表广州，选择北京的位置 0 作为原点，则 
上海和广州的位置可分别由位矢 r , =55和 r 2 =5百来表示。当一人自上海乘 
火车到广州，它所走过的路程如图中的灰线所示，其长度 s 代表此人旅程的 
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长度。然而他位置的变动，即位移，则要用矢量 Ar : 
出，位移矢量是位 g 起点位矢之差 
SG= OG -O^, 

或 Ar = r 2 - r ,. (1.9) 

在直线运动中质点的位移矢量和运动轨道 
完全重合，在曲线运动中就不是这样，只有在 At 
很短的情况下，质点的位移和运动轨道才可以近 
似地看作重合;在 Af — 0的极限情况下，位移和轨 
迹重合。因此在研究运动的速度时，可以把曲线运 
动看作是由无穷多个无限短的直线运动所组成 3 
在这样的条件下我们用“以直代曲”的处理方法 
来研究曲线运动的速度。 

我们参照直线运动中瞬时速度的概念，将曲 
线运动中某时刻《的瞬时速度矢量表示为 


SG 来表征。由图可以看 



上海 


r =Um^=^, 

瞬时速度是一个矢它的方向 为 At — 
0 时 Ar 的极限方向。如图 1 -14 所示， Ar 
沿 A 5 弦的方向，当 At — 0时，趋于 
4点的切线, 所以乂 点的瞬时速度 I ；的方 
向是沿 A 点切线方向的。瞬时速度的数 
值叫瞬时速率。由于弧 is 在 M —0 的极 
限情况下和 | Ar | 相等,所以瞬时速率为 


图1 -13 位矢和位移 


( 1 . 10 ) 


A(t> 



图1 -14 瞬时遘度矢 t 


在曲线运动中，速度的改变包括下述两个 意义： 速度大小的改变和速 
度方向的改变。例如，匀速率圆周运动的 
速度的大小虽不变，但方向不断改变。为 
了使加速度这个概念能反映曲线运动的 
情况，我们引进瞬时加速度矢量的概念。 

如图丨 -15 所示，在时刻 f 质点位于4点， 图 1 - I 5 曲 线运动 t 速度的增量 



參为了形象化，我们采用飞机和火车作比方。严格地说这是不准确的，因在地球 
表面这样大范围内需要用球面几何来 计算。 



速度 为心； 经过 Af 的时间后质点位于 B 点,速度为 Pfl . 这样，在时间 At 内， 
速度的增量为，其瞬时加速度矢量为 

„ =lim ^A = lim ^= 芸， (1.12) 

AI-0 At AI-*0 At Qt 

它既反映速度大小的变化，又反映速度方向的变化。 

矢量表示的优点是，给定了参考系时与选择的坐标形式无关，便于作一 
般性的定义陈述和关系式推导。然而，在做具体计算时，我们必须根据问题 
的特点选择适当的坐标系。当加速度为常量时 （ 如重力加速度），应选取直 
角坐 标系； 当加速度总指向空间一点时（有心力情形），选极坐标系较为方 
便； 当质点的轨迹已知时（譬如限定在某曲线轨道上滑动），则可选用自然 
坐标系。 

下面我们只讨论几个较简单，但也是最基本、最重要的二维曲线运动。 

5.2 抛体运动 tfcnnsBu (抑 ran(l(Tfp 

在欧洲中世纪人们的观念里，抛体的 
轨迹由三段组成（见图1 - 16) :初始 一段直 
线，中间一段圆弧，最后一段垂直下落。伽利 
略发现落体是匀加速运动后，第一次正确指 
出，抛体的运动可看成是水平的勻速运动和 
垂直的匀加速运动的合成，其轨迹是抛物 
线。 

在地球表面附近不太大的范围内，重力 
加速度 P 可以看成常置。如果再忽略空气阻 
力的话，则抛体运动的水平分量和垂直分量 
将相互独立，使问題大为简化。取直角坐标 
(如图1 -17 所示），: r 轴和^/轴分别沿水平 
和竖直方向。抛体运动沿 x 轴方向无加速 

度，是匀速运动 ，沿 ㈣ 方向以加速度作 8 1 — 16 _中世纪 ㈣ 体糾 

勻加速运动。设抛物体的初速度为％，它与: r 轴成 a 角，则它的两分量为 

= w 0 cosa , v 0y = v D sin a , 在任何时刻 f 抛体运动的速度分量为 

dr 、 

37 = V, = v 0 cosa, 

並 . ， （113) 

^ = u, = r 0 sma -gt. I 

积分后，得抛体运动在 f 时刻的坐标为 


m 


m 


_ 


- 16 欧洲中世纪的拋体理论 


= v x = v 0 cosa. 
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x = ( v 0 cosa ) t , 1 

V = ( v 0 sina)t - ^- gt 2 . j 
由上式消去《，得轨迹方程 

y = x tana - 。 2 夕 2 X 1 , (1. 15) 

2 v 0 cos a 

这是抛物线方程（见图 1 - n 中的黑线轨迹，而灰线轨迹是考虑到空气阻力 
时的轨迹）。 

令 （1.14) 和 (1.15) 式中的分=0,则有 
f ar = ( v 0 cosa ) t , y * 

1 2/= (UoSina)f. I 


消去 *， 得 


亦即，若取消重力，抛体将沿初始方 
向直线前进。重力的作用是在此基础 


图 i - n 抛体运动的轨迹 


上叠加一个自由下落运动 （ y 中的 - fi / f 2 项）。拋体水平、垂直两方向的运 

动相互独立这一特点,可用猎人与猴子的古老演示来说明。猎人直接瞄准着 
攀在一根树枝上的猴子（见图1 - 18)。这里猎人犯了个错误，他没考虑到子 
弹将沿抛物线前进。当猴子看 

到枪直接瞄准它时，也犯了错 -^1( 

误，一见火光立即跳离树枝。因 // li t : 

为子弹和猴子在垂直方向由重 f i : Z | 

力加速度引起的向下位移同样 ' 1 」 } 

都是两个错误抵消了。 

只要枪到猴子的水平距离不太 - 

远，以及子弹的初速不太小，猴 
子在落地之前难逃被子弹打中 

的悲惨命运。 困 1 - 18 揩人和*子 

抛物体所能达到的最大高度称为射高，以表示之。由其特征 V , =0可 
求得《 = v 0 sina /^ ，从而 

u 0 2 sin 2 a 

= - 2g • (1-16) 

可见，当 a =90°时有最大的射高。 


B 1 - 18揩人和猴子 





抛物体所能达到的最远点称为射程，以 工„> 表示之，则由其特征2/=0可 
求得< zSWoSino / g ， 从而 

2 u 0 2 sina cos « w 0 2 sin 2 a ,,… 

Xm = — ~ g — ~ = ~7~， (1 . 17) 

可见，当 a =45°时有最大的射程％ 2 / ff . 由于函数 sina 、 <：03£*在《=45°两 
侧是对称的，当 a 超过或 y 

不足45°而差同一数量 ^9 
时，射程一样（见图 1- 
19)。这一点早被伽利略， 

注意到 ，財 細著作 w ° /49 
《关于两门新科学的谈 

话和数学论证> 里。 X __— 

0 vi/20 vi/g X 

5.3 匀速圆周运动 

当物体作匀速圆周 

运动时，其速度的大小（速率）恒定，但其方向不断地变化着。这时加速度 a 
没有与》同方向的分量，它只反映速度 d 方向的改变，总与 p 垂直（详细论 
证见下文）。 

现在我们用矢狱》方向改变的关系求勻速圆周运动中的加速度《•如 
图1 - 20 所示，设作匀速圆周运动的质点经过4、 B 点时的速度分别为〜 
和由2点运动到 S 点所经时间为则按 > 

加速度的定义 （1.12) 式有 ^ R d \ 




图 1- 2 0 中和 而 都等于半径，故 ACMB 为 I V \ 

等腰三角形。将矢量心平移，使其起点与>1重 \ ° ) 

合（见图中灰色矢董），则从 〜 末端到末端 \ J 

的矢量即为 Ap =» b -« V 由于在本运动中速率 、 - 〆 

不变，即 |心|= | i ) a |， 故 〜、 P B 和 Ac 三矢最 图1 - 20 向心 加速度 
也构成一个等腰三角形。又因 〜丄 p s 丄51, 所以它们之间对应的顶 
角相等（都用 a 表示），两等腰三角形相似。令 AL 为的弦长，则由相似三 
角形得如下比例 关系： iAr [ AL 


I Ar I v 
At = 






28 


第一章质点运动学 


当 W — 0, B 点 — A 点，弦长 AL 


= lim 


弧长 As ， 于是 
.As _ 


( 1 - 18 ) 


R M ~ R' 

再看 a 的方向，即 At ； 的极限方向。在心、。和 Ap 组成的等腰三角形 
中，易见 A « 和的夹角为0 = ( Tr - a )/2( 三角形内角和等于 it), 当 At — 
0 时， a — 0, 故这夹角 0 — 11/2，即《丄1^. 可见， A 点加速度方向垂直于 A 
点速度的方向，亦即沿半径指向圆心，因此称为 向心加 速度。 

例題 2 把行星的轨道近似地看成圆形。下表列出太阳系内九大行星轨道的平均 


半径和绕曰公转周期，试计算它们的向心加速度，并用双对数坐标作半径与周期、向心 























后一栏，作 丑-? 1 和的双对数图，如图 J -21 和图 J -22, 两图部呈直线关系。图1 - 
21中直线的斜丰为2/3,图1 -22 中直线的斜率为 -2. 这表明 iiaT 2 - 3 , 和 aocl / i ? 2 . (前 
者是开普勒第三定律，后者实际上就是万有引力的平方反比律。这就是说，有了向心加 
速度公式（1.]8),对于®轨道，由开眘勒第三定律导出平方反比律是直裁了当的。 ） | 

5.4 在给定轨道上的运动 


在质点的轨道已知的情况下，质点的位置不妨就用从轨道曲线上某个 
选定的原点0箅起的曲线长度 s 来表征（见图1 -23)。由于在这种情况下 
速度矢量总是沿曲线的切线方向，不妨也就用速率 w = ds / d < 来表示。至于加 
速度矢童它既有反映速度大小变化率的部分（沿切向的分童），又有反映 
速度方向变化率的部分（垂直于速度，即沿法向的 分置） 。可见，在轨道曲线 
给定了的情况下,将加速度矢量 a 分解为切向分量 a , 和法向分量 a „ 是方便 
的。矢量的这种表示法，常被说成是“自然坐标系”表示法。下面首先讨论 
变速圆周运动中的切向加速度和法向加速度,然后推广到一般曲线运动。 

设质点在时间 M 内速度由~变 
到心，则速度改变置为 
如图丨 -24 所示，将心起点移到 4( 图 
中灰色矢摄），并称之为 P , 若在 P 上 
截取一段^ =心，由图1 -24 可见 

Av = v B - v A = Ac , + Ap 2 , 图 i _23 自然坐标系 



按照加速度矢量的定义，有 
a = lim ^ + 

加 ― 0 A*—0 At 

其中第一项和前面匀速圆周运动的向心加 
速度一样，只要重复上面的步骤就可以证 


明： 





它代表速度矢 M 方向变化的 法向加速度。图1 - 24 速度增董 Ar 的分解 


对于第二项，由图1 -2 4 易见， Ah 和 h 的夹角为 a , 当 Af ->0 时 a -* 
0,即第二项的方向趋于速度心的方向，也就是沿圆周的切线方向，因此把 
它称为切向 加速度 a t ，其大小为 


I A» 2 | 

a ' = L^-aT 


dv 

dt 9 


其中丨 Ap 2 \=v b -v a =Av. 由此可见，切向加速度 a , 的大小反映速度大小的 
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变化。 

总的说来，变速圆周运动的加速度可分解为<»„和 <*, 两部分，如图1 _ 
25所示。把上述结果归纳起来，有 


切向加速度 a, = 反映速度大小的 变化; 
法向加速度 a n = I",反映速度方向的变化。 


总加速度<»的大小是 

a = + a t J , (1. 19) 

a 和 i； 的夹角0由下式 决定： 



—般曲线运动的加速度又如何呢?在前 
面研究曲线运动的速度时，我们作一级近 
似，把曲线运动用一系列元直线运动来逼 
近。因为在 Af — 0的极限情况下，元位移的 



图 1-25 变速率圓用运动 
加速度 a 的分解 


大小和元弧的长度是一致的，故“以直代曲”，对于描述速度这个反映运动 
快慢和方向的量来说已经足够了。对于曲线运动中的加速度问题，若用同样 
的近似，把曲线运动用一系列元直线运动来代替，就不合适了。因为直线运 
动不能反映速度方向变化的因素。亦即，它不能全面反映加速度的所有特 
征。如何解决呢?从上面的分析可见，圆周运动可以反映运动方向的变化，因 
此我们可以把一般的曲线运动，看成是_系列不同半径的圆周运动,即可以 
把整条曲线，用一系列不同半径的小圆弧来代替。也就是说,我们在处理曲 
线运动的加速度时，必须“以圆代曲”，而不是“以直代曲”。 

我们可以通过曲线上一点乂与无限接近的另外两个相邻点作一圆，在 
极限情况下，这个圆就是 A 点的曲芈圆。 

曲率圆的半径叫做曲率半径，记作 P .— 

般说来，在曲线上不同的点具有不同的 
曲率 半径； 曲率半径^愈小，则曲线在该 
处弯曲的程度愈大,如图丨 -26 所示。 

引人曲率圆后，整条曲线就可以看 
成是由许多不同曲率半径的圆弧构成，于是，在任意曲线运动中对应曲线上 
某点的加速度可以类似变速圆周运动一样，分成切向和法向两个分量： 




切向加速度 a t = 反映速度大小的 变化； 


_加速度，反映速度方向的变化。 


例题3由$滑 钢丝穹 成竖直 
平面里一条曲钱,质点穿在此钢 
丝上，可沿着它滑动（图1 -27)。 
已知其切向加速度为 - psinO . 0 
是曲线切向与水平方向的夹角。 
试求质点在各处的速率。 

解： 取直角坐标系如图， a ; 轴 
与 y 轴分别沿水平和竖直方向。令 
ds 为质点 P 移动的弧长，它在 J /方 
向的投彩为 dj / = dssin 0. 这里只 
用到切向加速度 



困 1 -27 例 *3- 


在重力场中的一般曲线运动 


0, = ^ = -<7 sine, 

Av = - g sind dt = - ^ ' 


: ds / dt , 上式可写成 


两蝙分别 积分： 


1= _2^£ 或 W dr = - g dy , 

得 v 2 - v e 2 = 2 g ( y 0 - y ). 


提请读者注意，如果我们把匀变速直线运动的公式 （1.8) 用于垂直降 
落的自由落体，我们得到的将是与上式相同的结果。这个式子里，终点的髙 
度1/可以比起点的1/ 0 低，也可以比1/。高,它不依赖于中间过程的路径 （即戶 
的轨迹）和运行机制（譬如，不一定是光滑钢丝，也可以是斜面、摆等），只要 
不存在其它影响切向加速度的因索（如摩擦力、空气的阻力 ），（1.23) 式均 
成立。 

以上例题还告诉我们，只有切向加速度 a , 改变速度的大小，好像法向 
加速度心在这个问题里完全不起作 V . cOSQ . 

用。其实 a n 是有作用的，它的作用是 

改变速度的方向，使质点沿着钢丝运 \ \J 

动，只不过在曲线给定并光滑的情况 X \ 

下，我们不需要计箅它 罢了。 

例鼉4 求抛体轨道顶点的曲率半径。 图 1-28 例 *4 —抛物轨道 

解:在 抛物线轨道的顶点处，速度只有 頂点的曲串半径 




第一章质点运动学 


水平分 i ^ cosa , 加速度》是沿法向的， a „ =丨按 （1.22) 式，曲率半径为 
(V 0 cosa ) 1 » 0 2 cos 2 a x m 2 

p = ~^~ = ~r~ = iy ：' 

式中工 m 和 2 /m 分别是射程和射高（见图 1 _28)。| 


§6. 相对运动 


我们观察和描述物体的运动，总是相对于另一物体或物体群而言的，或 
者说，我们以后者为参考系^作为地球上的居民，我们常不言而喻地选地面 


或相对于它静止的物体（如房屋、树木）为 
参考系。但也不尽然，行驶着的火车内的乘 
客则习惯于选车厢为参考系。参考系的选 
择,对观察和描述物体的运动是否方便，有 
时是大有关系的。中国成语“刻舟求剑”所 
描写的故事，就是一个参考系（舟）选择不 
当的例子，它难以很好地描述物体（剑）的 
运动和归向。描述船在急流中行驶，有时以 
水为参考系是方 便的; 描述飞机在劲风中航 



图1 - 29 参考系变换 


行，有时以空气为参考系是方便的。所以在实际问题中我们常从一个参考系 
变换到另一参考系。下面我们就来研究参考系之间的变换关系。 

假设参考系 K 相对于参考系 K , 的位矢为(见图1 -29)，从而速度 P 


和加速度4分别为 


V = 


A - 


dR 

~ dt ' 

dV 

~dt 


dF' 


(1.24) 


若 K , 和心中坐标轴始终保持平行，而在参考系 K , 中质点 P 的位矢、速度、 
加速度分别为 r 1% a , ，则在参考系 K 2 中其位矢 r 2 、速度 p 2 、 加速度 a 2 
分别为 


r 2 = 

n - 

R , 



dr , 

dR 


1； 2 = 

~dt 

~~dt =D, 


dr , 

dV 

- A . 

a 2 = 

cU 

~ dt =a ' 


(1.25) 


这是经典力学中的变换式，它们建立在“绝对时空”观念之上。在相对论理 
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论中，它们将为洛伦兹变换所代替。* 

例题5 如图1 -30 a , 两船4和 B 各以速度 P , 和行驶，它们会不会相碰？ 



图1 -30 例題 5——两船会不会相撞？ 

解 •■如图 I -30 b •求出 B 相对于4 的速度 V = 从 B 引一平行于 p 方向的 

直线，它不与 Z 相交，这表明，两船不会相磋。若由 A 作此直线的垂线其长度就是两 
船相靠最近的距离 。I 

在上题中,若我们坚持用水面作参考系，答案是不容易看清楚的 。以 A 
为参考系，则结论一目了然。在图 1 - 17 所示猎人枪打猴子的例子里，子弹 
和猴子都具有向下的加速度 t 如果我们采用一个也具有向下加速度0的物 
体作参考系，则在此参考系内猴子是不动的，而子弹沿着出膛时的方向作匀 
速直线运动„这时结论一目 了然： 只要枪口原来瞄准猴子,且子弹赶在猴子 
落地前到达，猴子总是会被打中的。 

例题 6 罗盘显 示飞机头指向正东，空气流速表的读数为215 km / h , 此时风向正 
南 ，风速65 km / h . ( a ) 求飞机相对地面的 速度； （ b ) 若飞行员想朝正东飞行，机头应指 
向什么方位？ 


T f 



图 i -3 丨 例題 6 一 飞机在劲风中航行 
解 ：（ a ) 如图丨 -31 a 所示，飞机对地面的速度和方向为 

v = knvli = 225 km / h , 


O 这里我们隐含了一个假设，即两个参考系具有共同的时间变簠在日常生活 
中这似乎是无可怀疑的,然而在当代物理学中，我们却不能想当然地作 这种“ 绝对 时间” 
的假设。从相对论的观点看，这只是一种近似，尽管通常在远低于光速的悄况下，这 是一 
个很好的近似（详见第八章§1)。 
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( b ) 如图1 -31 b 所示，机头 所指的方位为 

0 = arcsing = 17.6°, 

其实际航速为 

v = /(215) 2 - (65) 3 km/h = 205 km / h . | 

例® 7 观察者£和物体 P 部绕中心 S 作匀速圆周运动，但半径和周期不同。试讨 
论 S 、 P 相对£的运动情况。 

解 ：设以 S 为参考系时，£和户的速度为和 IV 变换到以芯为参考系时， S 的速 
度为 W = - P E , 尸的速度为 V ^= Of ~ V E = Df + PJ 后者是两个匀速圆周运动的音加， 
即一个®心在另 一个圄 用上匀速旋转 ，/ >点的轨迹将是圆内旋轮线 （ hypocycloid )。 描 
绘这类两个匀速圆周运动的叠加问题比较方便的方式是以大圆作均轮 （ de ^ ren ^ 放在 
中央静止不动，以小圆作本轮 （ epicycle ). 圆心沿均轮旋转 。所以 我们要按获和@的长 
短，分两@形 理： 

(a)^ < 获 的情形（图 1 -32a): 

变换到参系£后^绕£作小圆周运动。尸点在®心为 C 的本轮上，其半径& = 
SE . 这时均轮的半径& = @(见 ffll -32 b >。 在这种情形里 ，尸和 S 相对万的视运动没 
有密切联系。 

(b) SE > SP 的情形（图1 - 

32 c )： 

变换到参考系 £• 后， S 绕迟作大圆 
周运动，这大圓就是均轮。尸则绕 S 做 
小圆周运动，这小 ffl « 是本轮（见困 I 
-32d )。 所以在这种情况下， /* 到 S 相 
对于£的角距离不会超过小圓的角半 
径 。I 

在此题中£、/>和 S 可分别理 
解为地球、行星和太阳，以 S 为参 
考系代表哥白尼的观点，以5为 
参考系代表托勒玫的观点。以后 
在第七章里我们还要回到这个问 
题上来。 
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本章提要 

力学研究的对 象：机 械运动 （宏观 物体之间的相对位置变动） 

1. 运 动学： 只描述物体的运动。 

动 力学： 研究运动与物体间相互作用的关系。 

2. 质点： 忽略物体形状和大小的一种物理模型。 

(适 用于只涉及平动而不考虑转动和形变的情形） 

3. 参 考系： 研究物体运动时所参照的物体或彼此不作相对运动的物体群。 
坐 标系： 参考系的数学抽象。如直角坐标系、极坐标系、自然坐标系等。 

4. 时间 ：表征 物质运动的持续性 。 Is =9192631770 m Cs 辐射周期。 

空间：表征物质运动的广延性。 

= 2^2458 s 内光在其空中所运行路程长度。 

5. 物质世界的层次和数量级 学物理要••心中有数•’ 

空间尺度，从核子半径到宇宙引力半径跨越了 42个数董级。 

时间标度.从 Z ° fe 子的寿命 lO ^ s 到宇宙的年龄⑴ 1 、,两越了 44个数*级。 

6- 运动学的基本物理 t 

位矢 r 速度》=苦 a 加速度 a 

位矢 r = J " pdt 速度 p = Ja df 加速度 a 

要熟悉和运用 s - f 、 v -«、 a - f 几何图像。 

7. 处理曲线运动的基本 方法： 选取适当的坐标将运动加以分解，例如对于 
平面运动。 

卜 = 尝 = 切向： a< = 罢， 

直角坐标 d / 自然坐标 d / 

法向: ^-7 - 

p 为曲率半径，以圆代曲。 

8. 经典力学的平动坐标系变换（见图 1 -28): 非相对论近似 

r 2 = r, -R, o 2 = o, - V, a 2 = a, - A. 

物理规律与参考系选择无关（相对性原理）。 

选择合适的参考系可使问题的处理简单明了。 

9- 研究质点的运动必须注意其相对性 、瞬 时性和矢量性。 
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思考题 


1-1. 本题图所示为 A 、 B 两球 
运动的闪频照相，图中球上方的数字 
是时间.即相同数宇表示相同的时刻 
拍摄两球的影像。两球有过瞬时速度 
相同的时刻吗？如果有，在什么时间？ 
什么 位置? 在时刻 2 和 5 嗶个球的速度 
大？ 



思考題丨 - 1 


1-2. 本题图所示为 
A 、 B 两球运动的闪麵照 
相，时间的显示如上题，与 
上埋不同的是在0时刻 B 
球静止，它是在时刻1才 
起步的。 



(1) 判断两球是否在 
作匀加速 运动； 


思考题丨 -2 


(2) 哪个球的加速度大？ 

(3) 在时刻 5 哪个球达到的终速度大？ 

1-3. 在粗糙水平桌面上放置一物体•用棒从旁敲击一下.它向前滑动一段路程后 
停下来。本理图给出此过程的曲线，试将相应的 s - t 和曲线补画出来。 

1 ~ 4 本®图给出干摩擦引起的张弛振动 s -< 曲线，试将相应的和 a - t 曲线补画 
出来。 
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1-5. 有人 说:“ 加速度 a = g ， 因此，若质点在某时刻速度为0,对0的微商当然为 

0.所以在该时刻质点的加速度必为 a ”这种说法对吗？设想一下，是否可能有 （ a ) t >=0 
而 a #0, ( b)v >0而 a <0的 情形。 

1 -6- 伽利略奠定力学基础的不朽之作是<[关于托勒玫和哥白尼]两大世界体系 
的 对话》 （以下简称《对话 >) 。此书是以三个人对话的形式来 写的: 1. 萨尔维亚蒂 
( Salviati ) ,伽利略自己的发言人;2.辛普利邱 （ SimpUcio 〉 ，传统亚里士多德观点的代 
表; 3.沙格列陀 ( Sagredo ), 中立而开朗的旁观者。下面摘录书中的一个片段[方括号内 
的话是摘引者的]。 

萨： …… CA 代表一个斜面，磨得非常光滑而且很硬，从这上面我们滚下[应读作滑 
下]一个……圆球。现在假定另外一个究全相同的圆球沿垂直线 [ CB ] 自由落 
下。我问你承认不承认，那个沿斜面 CA 滚下[滑下]的圓球到达4点时，它的冲力 
和另一个沿垂直线 （7 B 落下的圓球到达 B 点时的冲力相等。 

沙：我 当然相信是相等的。……毎一圃球所获得的冲力都足以便它回到同样的高度。 


萨： …… 在斜面 G4 上滾下 [漫下]……要比沿垂直线落得慢些，是不是? 
沙. •我本来想说肯定是这样,……可是如果这样，又怎 
样能够……冲力一样（即同等速度）呢？这两条命 
题好像是矛盾的。 

萨：那 么如果我说， 物体沿 垂直线和斜面坠落的快慢一 
样，在你看来就更加错误了。然而这个命《是宪全 
对的。正像说物体沿垂直线比沿斜面运动得快一样 -4" 



正确 

沙.•我听上去，这嫌是两条矛盾的命题，你呢，辛普利邱？ 
辛 ：我也 一样。 


思考题丨 - 6 


上面对话中所用的术语，如“冲力相等”、“快慢一样”等，都不是现代物理学的标准 
术语，它们的语义是含混不清的。试用现代物理学的标准术语，如“速度”、“加速度”、 
"动最”、“动能”等来分析上述两条命题是否矛盾，孰是孰非？ 

* -7. 质点作直线运动,平均速度公式■ 户 永远成立吗？ 

1-8. 质点的位矢方向不变，它是否一定作直线运动？质点作直线运动，其位矢的 
方向是否一定保持不变？ 

» ~9 I Ar | 和珣 》■ | 有区别吗？ | Ac | 和 c | 有区别吗？ | g |=0和 ^ =0 各代表 
什么 运动？ 

1 - 10. 在一段时间间隔 W 内 （ i ) Ar =0,（2) Ar =0, (3 Ms =0, 在此期间质点可" 
能作过怎样的运动？在每一瞬时 （ l ) dr =0, (2) dr =0, (3)办=0,质点可能在作怎样的 
运动？ 
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习 题 


1-1. 已知质点沿; r 轴作周期性运动，选取某种单位时其坐标 x 和时间 t 的数值关 
系为 x = 3 sin (^- i ), 

求*=0、3、6、9、12时质点的位移、速度和加速度。 

1-2. 已知质点位矢随时间变化的函数形式为 

r = R (. costotl + siiuotj), 

求 （ 1) 质点轨迹， （2) 速度和加速度，并证明其加速度总指向一点。 

1-3. 在一定单位制下质点位矢随时间变化的函数数值形式为 
r = 4^ i + (2t*3)J, 

求（ I) 质点轨迹， （2) 从 t =0 到 < =1 的位移. (3> t =0 和 £=1 两时刻的速度和加速度。 

1-4. 站台上一观察者，在火车开动时站在第一节车厢的最前端，第一节车厢在 
A /, =4. Os 内从他身旁驶过。设火车作勻加速在线运动，问第 ™ 节车厢从他身旁驶过所笛 
的时间间隔为多少。令 n =7, 求加,. 

1-5. —球从 高度为 A 处自静止下落。同时另一球从地面以一定初速度％ 上抛。 v 0 
多大时两球在 h /2 处相碰？ 

1-6. —球以初速 w 。 竖直上抛，经过时间后 在同一 地点以同样速率向上抛出另 
一小球。两球在多髙处相遇7 

1-7. —物体作匀加速直线运动,走过一段距离 As 所用的时间为紧接着走过 
T — 段距离 As 所用的时间为试证明，物体的加速度为 

2 \s At, 

- At,A^ At, +At,' 

1-8. 路灯距地面的高度为 A ,.— 身高为\的人在路灯下以匀速沿直线行走。 
试证明人影的顶端作匀速运动，并求其速度 

1-9. 设 a 为由炮位所在处观看靶子的仰角，/3为炮弹的发射角。试证 明:若 炮弹命 
中靶点恰为弹道的級砗点，则有 tan ；8=：2 tan a . 

1 -10. 在同一竖直面内的同一水平 
线上厶 B 两点分别以30°、60°为发射角同 
时抛出两个小球，欲使两球在各自轨道的 
最高点相遇，求4、 S 两点之间的距离。已 
知小球 A 的初速为1)泊 =9.8 m / s . 

1 -11. 飞机以《。= lOOm / s 的速度沿水平直线飞行，在离地面高 ft =98 m 时，驾驶 
员要把物品投到前方某一地面目标上 ，问： 

(1) 投放物品时，驾驶员看目标的视线和竖直线应成什么 角度？ 此时目标距飞机在 
下方地点多远？ 

(2) 物品投出 Is 后，物品的法向加速度和切向加速度各为 多少？ 
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1-12. 已知炮弹的发射角为0,初速为《。，求抛物线轨道的曲率半径随高度的变 
化。 

1-13. 一弹性球自静止竖直地落在斜面上的4点， 

下落高度 h =0. 20 m , 斜面与水平夹角 0=30°. 问弹性球第 
二次碰到斜面的位置距4多远。设弹性球与斜面碰撞 
前后速度数值相等.碰撞时入射角等于反射角。 

114. 一物体从静止开始作圆周运动。切向加速度 
a ^ S . OOm / s 2 , 圆的半径 《=300 m . 问经过多少时间物体 
的加速度 a 恰与半径成45 °夹角。 

1 -15. 一物体和探测气球从同一高度竖直向上运 
动,物体初速度为 t > a =49.0 ni / s , 而气球以速度 w = 19.6 m / s 匀速上升，问气球中的观察 
者分别在第二秒末、第三秒末、第四秒末测得物体的速度各为多少？ 




第二章动量守恒质点动力学 
§ 1.惯 性 


1. i 惯性定律 

爱因斯坦把科学家们一代代探索自然界秘密的努力，比喻做读福尔摩 
斯一类侦探小说®。在好的侦探故事中，一些最明显的线索往往引导到错误 
的猜疑上去，凭直觉的推理方法是靠不住的。有个基本问题，由于它太复杂， 
曾经长达几千年搞不清.那就是运动的问题。长期以来人们认为，要改变一 
个静止物体的位置，必须推它、提它或拉它。人们直觉地认为,运动是与推、 
提、拉等动作相联系的。经验使人们深信，要使一个物体运动得更快，必须用 
更大的力推它。当推动物体的力不再作用时，原来运动的物体便静止下来。 
这也就是亚里士多德学派所说的，静止是水平地面上物体的“自然状态”。 
然而，在自然界这部侦探小说里这是一个错误的线索。直到三百多年前，伽 
利略才创造了有效的侦察技术，发展了寻求正确线索的系统方法。 

伽利略领悟到，将人们引入歧途的，是摩擦力或空气、水等介质的阻 
力，这是人们在日常观察物体运动时难以完全避免的。为了得到正确的线 
索，除了实验和观察外，还需要抽象的思维。伽利略注意到，当一个球沿 
斜面向下滚时，其速度增大，向上滚时速度减小。由此他推论，当球沿水 
平面滚动时，其速度应不增不减。实际上这球会愈滚愈慢，最后停下来。 
伽利略认为，这并非是它的“自然本性”，而是由于摩擦力的缘故。伽利略 
观察到，表面愈光滑，球便会滚得愈远。于是他推论，若没有摩擦力，球将 
永远滚下去。 

伽利略的另一个实验如图2 - 1所示，彼此相对地安置两个斜面。当球 
从一个斜面的顶端滚下后，即沿对面的斜面向上滚，达到与原来差不多的高 
度。他推论，只是因为摩擦力，球才没能严格地达到原来的高度。然后，他减 
少后一斜面的斜率。球仍达到同一高度，但这时它要滚得远些。斜率愈小，球 
达到同一高度需要滚得愈远。于是 他问: 若将后一斜面放平,球会滚多远?结 
论显然是球要永远滚下去。 

伽利略的理想实验找到了解决运动问题的真正线索。爱因斯坦说 :“伽 


® 爱因斯坦，英费尔德.物理学的进化.周肇威译.上 海:上 海科学技术出版社, 
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图2 - 1加利略斜面实验 


利略的发现以及他所用的科学推理方法是人类思想史上最伟大的成就之 
―,而且标志着物理学的真正开端。”❶伽利略的正确结论隔了一代人以后 
由牛顿总结成动力学的一条最基本的 定律： 

任何物体，只要没有外力改变它的状态，便会永远保持静止或勾速直线 
运动的状态。 

这便是通常所说的 牛顿第一定律 3 物体保持静止或勻速直线运动状态的这 
种特性，叫 做惯性 ，牛顿第一定律又称 惯性定律。 

在上述定律的表述中用了“力”这个词儿。这是牛顿力学最基本的概念 
之一，也是日常生活和物理学史中用得很滥的词儿，可是本书到现在还没给 
它下过严格的定义。有鉴于此，我们不妨改用下列较为现代化的说法来表述 
惯性 定律： 

自由粒子永远保持静止或勾速直线运动的状态。 

所谓“6由粒子”，是不受任何相互作用的粒子（质点）。它应该是完全孤立 
的，或者是世界上惟一的粒子。显然，实际上我们不可能真正观察到这样的 
粒子。但当其它粒子都离它非常远，从而对它的影响可以忽略时，或者其它 
粒子对它的作用彼此相互抵消时，我们可以把这个粒子看成是自由的。 

由此可见，惯性定律是不能直接用实验严格地验证的，它是理想化抽象 
思维的产物。 

惯性定律不仅适用于物体运动的整体，也适用于其中一个独立的分蛰。 
请看下面的例题。 

例題1在珈利略所处的时代，人们反对哥白尼地动说的一个重要论据如下：一块 
石头从高塔落下。如果地球作周日运动，在此期间高塔已向东移动了一段距离，从而石 
头应落在塔底以西同一距离。正像一铅球从正在行驶的帆船栳杆頂部落下时，应落在桅 
杆脚后一段距离一样。你怎样反驳这种 说法？ 

答 ：首先 ，上述有关铅球从栳杆顶下落的描述是不符合事实的。实验会证明，铅球落 
于桅扞脚下，并不落后一个距离。对此正确的解释是.铅球在下落前已获得与帆船相同 


參见上页注，第3页。 
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的水平速度。按照慣性定律，若忽硌 
空气咀力，它在下落过程中速度将 
保持这个水平分 f , 对岸上的观察 
者来说描绘出一条拋物浅轨道（见 
图2 - 2)。若船作匀速直线运动，铅 
球将与之同步前进.最后落于挽杆 
脚下。这结果与船静止时的相同，所 
以用这类实验并不能区分船是静止 
的，还是在做匀速直线运动。因而， 
石块落于塔底的事实也就不能成为 



图2 -2 例題1—从桅扞顶上落下的铅球 


驳倒地动说的论据 。I 


12惯性系 


上文提到，惯性定律是不能直接用实验严格验证的。设想有一位很严格 
的科学家，他相信惯性定律是可以用实验来证明或推翻的。他在水平的桌面 
上推动一个小球，并设法尽量消除摩擦（现代可以用气桌相当好地来实现 
这一点 .）， 他观察到，小球确实相当精确地做匀速直线运动。正当他要宣布 
验证惯性定律成功时，忽然发现一切变得反常了 ^原来沿直线运动的小球偏 
到了一边，向房子的墙壁滚去。他自己也感到有一种奇怪的力把他推向墙 
去。究竟发生了什么亊?原来有人和他开玩笑。这位科学家的实验室没有窗 
户，与外界完全隔绝。开玩笑的人安装了一种机械，可以使整个房子旋转起 
来。旋转一开始，就出现上述各种反常现象，于是惯性定律被推翻了。 

前一章§5中已指出，人们谈论运动时，是离不开参考系的。上述故事 
表明 ，惯 性定律在有的参考系（臂如那间旋转着的房子）中是不成立的。但 
是实验表明 ，在一个参考系中 ，只 要某个物体符合惯性定律，則其它物体都 
服从惯性定律 。因此我们 定义： 对某一特定物体慣性定律成立的参考系 ，为 
惯性参考系， 简 称惯性系 。从这里我们初步看到，惯性不是个别物体的性质， 
而是参考系，或者说,时空的性质。 

上面那间房子相对于地面参考系是旋转的，地球也在旋转，地面能否被 
看做是惯性系?实验证明.地球不是一个精确的惯性系。但由于它旋转得较 
慢，只要我们所讨论的问题不是像大气或海洋环流那类牵涉空间范围较大、 
时间间隔较长的过程，固定在地面上的参考系可看做近似程度相当好的惯 
性系。有关更精确的惯性系的问题，和实际上是否存在严格惯性系的问题， 
我们将留到本章§ 4去讨论，当前若不加特别声明，我们就把固着在地面上 
的参考系当作惯性系，称之为 基本参考系。 
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§2. 质量动量力冲量 

2. 1历史性的评述 

惯性定律和惯性系是牛顿力学的基础，在此基础上还需要引 进一系 列重要的动力 
学概念和术语。这些概念和术语的使用，在物理学史上曾经非常混乱。在本节里我们将 
逐个地澄清它们的涵义,賦予它们严格的定义。在此之前,我们先 作一点 历史的回顾。 

白云苍狗，沧海桑田，看起来世界是变幻无常的。但古代细心的观察者已感觉到，在 
这变化着的一切背后存在着一种不变的秩序，虽然我们还不能一下子就掌握它。按照这 
观点，那些表面的变化,不过是自然界中不变的成分遵照一定的规律重新安排的结果。 
这是科学思想的萌芽，它与由魔法和万物有灵论统治的超自然主义观点是对立的，后者 
认为，任何东西都可能互相转化，如动物可以变成人，石头可以变成金子，等等。然而科 
学却不允许魔法式的变换，它要求过程按一定的规律进行,它确定出一个禁戒的王国， 
限制着亊物发生的可能性。科学要在那万般变化的世界里找出“不变性”，这就是各种各 
样的“守恒律”。 

历史上第一个有意义的守恒学说，是以古希 腊德漢 克利特 ( Democritus ) 原子论为 
代表的物质不灭说。实际上,除物质不灭外，庳子论者还主张运动不灭——运动只能由 
一个物体向另一个物体转移，但决不会完全消灭。虽然这种物质和运动守恒的思想，在 
漫长的历史时期中顽强地坚持下来，但得到精确的表述却是不容易的。 

据考证，质置 （ mass ) —词是17世纪初流行起来的，它的意思是“物质之*”。从原 
子论的观点看，衡置物质之廬的多寡，自然是覘子的数目。牛顿把“质霣”和"物质 之撤” 
当作同义语使用，这在当时似乎也别无选择。直到19世纪下半叶,才有一些具有深刻思 
想的物理学家，开始用批判的眼光审査整个牛钡力学的基础。奥地利物理学家马赫于 
1867年发表了著名的文章 （关于 质世的 定义》 ，用两个相互作用着的物体加速度的负比 
值，给了质最（慣性质 #) —个操作定义，延续至今，一直为绝大多数物理教科书所采 
用。至于“物质之童”的概念，现代科学已予以精确化 .1971 年经第十四届国际计量大会 
通过，成为国际单位制 （ SI ) 七个基本量之 一. 其单位“摩尔 （ mole )” 则是 SI 的七个基本 
单位之 一 。 

讨论运动守恒要比质釐守恒更为困难，因为运动是一个复合的概念,它既涉及物体 
的大小(质 燉） ，又与运动的快慢和方向（速度矢 ft ) 有关。所以历史上围绕什么是“运动 
之爾”问题的争论更为激烈。在伽利略的著作中已使用过“动 M ( mom en to )” 一词，不 
过他有时使用当时通用的“运动物体之力”的说法。他指出，这个“力"正比于质最（他 
称之为重 fi ) 和速度的乘积。笛卡儿 （ R . Descartes ) 继承了伽利略的说法，把物体的大 
小(质量）和速度乘积定义为“运动之量 (quantity of motion ) ”，并提出了宇宙间运动 
之量的总和不变的原理。然而笛卡儿的运动之鼉 tow 未考虑运动的方向，它是个标蕭。笛 
卡儿崇尚理性，忽视经验，他的运动不灭原理是思辨的产物，充满着先验和空想的色彩。 
可是由于笛卡儿的巨大声望，他的门徒把他的运动之量奉为运动惟一的量度。 1686 
年莱布尼兹 （ G _ W . Leibnitz ) 公开向笛卡儿提出挑战。他通过计算得到,伽利略所说足 
以使下落物体回升到同一高度的“力”，应该用„„/来量度，并把这种“力” 称为“ 活力 
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(vis viva )，，”。 后来，科里奥利 （ G . Coriolis ) 又将活力改为，这就是今天所说的动 

能。笛卡儿和莱布尼兹两派各执一是，互不相让，形成一场欧洲许多名人都卷入的著名 
争论，延续达五十余年。直到 1743 年达兰贝尔 （ D’Alembert) 给了一个“最后的判决”， 
说这只是一场“*无益处的咬文嚼字的争论”，才使争论沉寂下来。今天我们早已清楚， 
关于运动的两种量度，笛卡儿指的是动量，莱布尼兹指的是动能，双方各自反映了问题 
的一个方面，两者都是必需的。 

恩格斯在（自然辩证法> 中曾以审慎的态度指出，两种运动量度的区别在于，只有 
mv 1 才是机械运动转化为其它运动形态的能力的一种置度，而则不是。这种观点，在 
19世纪能量守恒定律刚发现以后来看是有一定道理的，它主要针对机械运动和热运动 
之间的转化而言。从今天科学发展的悄况全面地看，机械运动和其它运动形态之间的转 
化，未必不需要用动董来量度。例如，电磁场既有能貴，又有动董。不考虑机械动量与电 
磁动量之间的转化，一对运动电荷组成的系统，其动置就不守恒。在相对论里，对于洛伦 
兹变换，动置和动能组成一个四 维矢置 ，正像磁矢势和电势那样.变换时彼此关联，密不 
可分。与其强调它们的区别,不如强 涮它们 的联系。运动是复杂的，只有动量和动能这四 
个分童一起，才能作为运动的全面*度。 

下面我们想介绍一下荷兰物理学家惠更斯 （ C. Huygens) 的工作，因为他的推理方 
法对我们大有 教益。 


惠更斯对碰掩问題作了系统的实验和理论上的研究.莱布尼兹的“活力说”实际上 



田2 -3 惠更斯碰撞实 辁之一 
就 是以他的工作为出发点的。 

惠更斯用弹性球的摆做 碰撞实 


图2 -4 惠更斯碰撞实验之二 

14 


验。图 2-3 表明，两个相同的弹 
性球以大小相等、方向相反的 
速度 v 相碰后，各自以同样的速 
率《反弹回去。图 2-4 表明，用 
动球去碰静球，动球静止下来， 
脖球 获得原来动球的速度。图2 
-5 是惠更斯1700年左右一篇 
论文上的原图，画面也许显得 
有点古怪，它却提供了非常敏 
锐和新颖的思想。设船以速度 P 



图2 -5 惠更斯的 想象： 两相等质量之间的弹性碰撞 
栽予他的书 De Motu Corporum ex Percussione( 1703 ) 中 
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向右行驶，若船上的人在他的参考系内做图2 - 3所示的实验，則在岸上的人看来，碰撞 
前左球以速度向右运动，右球速度 p - p =0 ; 碰撞后则反之，左球不动,右球以 
速度 2 p 向右运动。这正好是图2 -4 所描绘的实验。图2 -3 的实验结果可以用对称性来 
推论•再加上实际上是相对性原理的考虑,惠更斯便得到了相同的球弹性碰撞前后速度 
交换的普遍结论 £ 从现代的观点看，守恒律与对称性有黃密不可分的关系，对称性也就 
是不变性，动*守恒是空间平移不变性的结果。惠更斯的思想深刻之处，是它在一定程 
度上反映了守恒律与对称性的这种联系。下面我们将撇开历史的曲折，按照现代的认 
识高度，重新组织牛顿动力学的逻辑体系。 

2.2 空间对称性 

把一个系统从一个状态变到另一个状态的过程叫做“变换”，或者“操 
作”。如果系统的状态在某种操作下不变，我们就说系统对于这—操作是 
“对称的”，而这个操作叫做这系统的一个“对称操作”。最常见的对称操作 
是空间操作，下面介绍几种常用的空间操作 3 
首先，如果 
整个空间是均匀 
的.则它对任何平 
移操作是不变的， 

这时我们说，空间 
具有平移对 称性； 

如果空间是各向 
同性的，则它对绕 
任何点的任何转 图 2 -6 空间对称性 

动操作是不变的，这时我们说，空间具有 转动对称性。 任何惯性参考系所描 
述的空间都是均匀各向同性的，它们具有平移对称性和转动对称性。在这样 
背景下才进一步谈得上其中的物理系统具有下列哪些对称性。 

取直角坐标系 x -*- x ， y -*- y , 2—- 之称为对原点0的 空间反 
演变换 （见图2 -6 a ) ，在这种变换下不变的系统具有对于0的点 对称性 。仅 
2 而 a ：、 2/不变的操作，叫做相对于平面 z =0 的镜像反演操 作（见图2 
- 6 b ) ，在这种操作下不变的系统具有镜 像反射对称性 。对绕空间一个固定 
点作任意旋转都不变的系统具 有球对称性； 对绕空间一固定直线作任意旋 
转都不变的系统具 有轴对称性。 

惠更斯讨论的是两个摆球的弹性碰撞，我们现在 一般地 考虑两个质点 
在相互作用下的运动。 

先考虑两个相同的质点1和2。任意取一个惯性参考系 K ， ，设质点1和2 
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在任意给定时刻 （ 对此参考系的速度分别为 < 和<•取 ( P ,'+»/)/2 ，则 
在以速度 V 相对于 K " 系运动的 K 系来说，两质点的速度分别为心 = V；-V 
=和 p 2 =^ i~ v = ^ v 2~ v \ )/2, BP 它们等值 反向： 
p 2 = ~ ®i • (2. 1 ) 

因而系统（两质点和它们的速度矢 M ) 相对于它们 〜^氣、 

联线的中点0具有空间反演对称性。根据对称性原 r, \ 

理我们预言，在两质点的相互作 用下以 内速度的 

增量 Ac, 和 Ap 2 具有同样的对称性,它们也是等值 *^ 2 V 


反向的: 


Av 2 = - Ar ,. 


( 2 . 2 ) 


若取 At — 0的极限，我们可以说，两质点在 < 时刻的 


田 2-7 在 K 系中 
两相同质点对中点0 


瞬时加速度等值 反向: 


的点对称性 


(2.3) 


dp 2 d », 

It =_ 1 F , 

—般说来，相互作用是时间 f 、 两质点的瞬时位置 r , 和6和瞬时速度 
和的函数。在这里我们进一步假定，相互作用与速度无关。籲于是两质点 


构成的系统对于它们的联线具有轴对称性，此时它们的加速度应沿联线方 


向。 

推广到一对不同质点，上述各 
空间对称性基本保持，只是对0点 
的中心对称性丧失了，速度增置 
Ac , , A » 2 不再等值。在相互作用与 
速度无关的条件下，绕两质点联线 
的轴对称性依旧存在，速度增量 
Ac , , Ar 2 仍沿联线。 

所谓“质点”，是这样一个物理 
模型，它们是没有内部结构、形状 
和取向的几何点，质点的个性和质 
点间的差别只能用标量来表征。在 
相互作用引起速度改变的问題上， 
(2.2) 式应改写成 



m 2 Au 2 = - m , AP ,. (2.4) 


图 2-8 两球碰楦的实验 


O 这排除了洛伦兹力一类磁相互作用。 
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这里 w , 和是表征此问题中两质点个性和它们之间差别的标量，与它们 
怎样运动无关。速度的增讀不随参考系而变，所以 （2. 4) 式对任何惯性系都 
成立。 

(2-4) 式可以在各个具体情况下得到实验验证，譬如在气桌上做两弹 
性球的碰撞实验，它们等时间间隔的位置可用闪频照相记录下来。图2 - 8 
显示，在两球接触的一刹那前后，它们速度的改变量确是沿中心联线反向 
的。 

2.3 质置 

在质点1、2的相互作用中，若 m , > m 2 ，则厶 P | 小于厶 c » 2 , 这表明，质点1 
的速度（运动状态）比质点2难于 改变; 若 m , < to 2 ，则 Ap , 大于这表 
明，质点1的速度（运动状态）比质点2易于改变。可见, m , 和》1 2 反映了质 
点1、2运动状态改变的难易程度，即惯性的大小，可称之为它们的惯 性质量 
(inertial mass ) 或简称质量 （ mass )。 通过相互作用中速度变化（加速度） 
的大小可比较不同的质置。 

质量的基准叫做千克 （ kg )。 1889年，第一届国际计 g 大会决定 ，】 kg 
质量的实物基准是保存在法国巴黎国际计最局中的一个特制的、直径为 39 
mm 的用铂依合金制成的圆柱体，称为国际千克原器。将这基准质窗的千分 
之一定义为克 ( g )。 

§ 2中讲过，长度和时间的计量都采用了自然基准代替实物基准。有人 
预料，总有一天，也会用原子质最基准（自然基准）代替基准千克（实物基 
准）。这个新基准 BI 由一定数目的某一类型的原子制成，其集体质 M 为1 kg 。 
但是现时质量量度所能达到的精确程度，超过了测量给定质量中原子数目 
所能达到的精确程度；因此这个代替暂时还未能实现。不过自从1965年制 
成了 X 射线干涉仪以来，已提供了高精度测量给定质量中原子数目的可能， 
使质量的计童由实物基准向自然基准过渡为期不远了。 

2.4 动量动量守恒定律 

我们把速度增量 Ap , * Ap 2 = p 2 ’- p 2 的原始含义代回 （2.4) 式， 

则有 

移项后即得 吵|、）一 2( d )， (2-5) 

m \ v >' + W 2 ’ = + m 2 p 2 . (2.6) 

由此式我们看出，存在着一个守恒量，它是每个质点的质量饥和它的速度 p 
的乘积，用 P 来表示，则有 

P = (2.7) 



它称为质点的动量 （ momentum )。 动量是 个矢最 ，其方向与速度相同。使用 
“动鲎”的概念，则 (2.5) 式可写成 

• P ,’ + P 2 ' = Pi + P 2 , (2. 8) 

这里 = m , v ,, p 2 = m 2 v 2 , 和 p 2 '= m 2 p / 分别为两质点在时 
刻 <、 〆 的动量 3 上式左边是两个质点组成的系统在时刻的总动量，右边 
是这系统在时刻 < 的总动量。于是我们得出结 论:不 论时刻《 u + d „ J \ 

和 f 如何，总动量均保持一样。换句话说，一系统由两个质 ^ 

点组成，如果这两个质点只受到它们之间的相互作用，则这 | 

系统的总动量保持恒定，即 | m 

P , + P 2 =常 M , (2.9) 

这结果就是动量守恒定律，它是物理学中最基本的普适原 Uj | 

理之-。 w ， 

在当今的宇航时代串.，火箭恐怕笄得上 是动量 守恒定 | ^ 
律最 m 要的应用之一了。下面我们简要地介绍一下火箭的 u j 

原理（见图2 -9)。 

设在某一时刻，火箭和燃料的总 质置为 m , 它们对基 图 2 _ 9 

本参考系的速度为 p , 经过 时间山 以后，质 S 为 dm 的燃料 火 箭原理 
被喷出，它对基本参考系的速度为 u , 而这时剩下质童 w - dm , 以对基本参 
考系为 v + dv 的速度前进，故动 贵的改变为： 

[ ( m - dm ) ( v + dv ) + ( dm ) u ] -mv ^ m Av + (u - v ) dm , 

令 C = u - p 代表喷出的燃料 dm 对火箭 w 的相对速度（称为喷气速度），则 
动®的改变可写为 mdv + Cdm . 为简单起见,我们考虑火箭在外层空间运 
动，那里重力效应和空气阻力都足够小，在一级近似中可略去。于是根据动 
量守恒定律， 


mdv -b C dm 


dv =-C 


假定喷气速率 c 恒定，火箭的初质虽为 TO 。 ,初速为0,则末速 U 与末质 
Mm 的关系可通过对上式的积分得到： 

f dW= -C 即 V = C 々 . (2.11) 


我们考查一下 (2. 11) 式的含义。第一件可注意的事，是火箭获得的速 
度与喷气速度 C 成正比。通过化学燃烧所能达到最高 （7 值的量级大约是 
5000 m / s , 实际上由于燃烧不完全和其它损失，很难超过这理论值的 50% 。 
这在普通的情况下当然可以箅得上是相当高的，但比起带电粒子在电场作 
用下所能获得的速度来说就小多了，后者可以接近于光速 (3 xl 0 8 m / s ) 。由 
此曾引起人们对离子火箭，甚至光子火箭的遐想。可惜它们喷射物的质量都 
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太小，从而推动力太小，亦即所需的加速过程太漫长了。 

(2. 11) 式的另一个重要特点是 w 与质量比的对数成正比，这对 
燃料的携带来说是很不合算的。例如，要使火箭速度《达到喷气速度 C 的《 
倍，则需 = w ，即 w/m = e n ,或者说，燃料质量 - m 与火箭有 
效载荷 w 之比为 



当 n =4,这比值已达 53. 6。非常大的质 S 比在实际中是不能容忍的，用多 
级火箭可避免这一困难= 

从现代的理论高度来认识， 动量守 恒定律是惯性参考系中空间平移不 
变性的直接推论®，因而其适用性是十分普遍的。从实践的角度看,迄今为 
止，人们未发现动最守恒定律有任何例外。因此，物理学家们对这条定律和 
对能 S 守恒定律一样,是有充分信心的。每当在实验中观察到似乎是违反 
动最守恒定律的现象时，物理学家就提出一些新的假设来补救，最后总是以 
有所发现而胜利告终。例如 ， p S 变是从一个原子核 A 射出一个电子 e 后 
转化为另一原子核 B 的过程。如果没有其它粒子牵涉进去，这过程可写为 
A-»B + e , 

如果 A 基本上是孤立的 . R 开始是静止的，则不管其它的细节如何，对动呈 
守恒定律的笃信使我们预言， B 不可避免地将在射出来的电子相反的方向 
上反冲。但 P 衰变的云室照片显示，二者的径迹并不在一条直线上 j 卩果坚 
持终态的总动撖和初态里一样为0,那就得假设这里还存在另一个未被发 
现的粒子。泡利 （ W . Pauli ) 为解释 p 衰变中的各种反常现象，于1930年提 
出中微子假说。虽然此后多年来陆续找到不少中微子存在的间接证据 ，伸直 
到26年后, g|J 1956年，终于在实验中直接找到了它。 

又例如，动童守恒定律本来是针对机械运动的，在电磁学中人们发现， 
两个运动着的带电粒子，在它们之间的电磁相互作用下，二者动量的矢量和 
看起来也似乎是不守恒的。物理学家把动量的概念推广到电磁场，把电磁场 
的动量也考虑进去，总动量又守恒了。 

总之，现今我们坚信，动1：守恒定律是物理学中最普遍的规律之一。它 
与下一章要讲的能 t 守恒定律一起，在理论探讨和实际应用方面都发挥着 


• 1918年德国数学家内特 ( E _ Nether ) 发表了一条定理，其结论的大意是：由自然 
界的每一条不变性原理导出一条守恒律。她的定理是在拉格朗日作用变分的理论框架 
I 证明的，在经典的宏现范围里并不普遇成立，背如它不适用于耗散系统。在微观领 
域•人们倾向于认为，自然界的规律可用一条变分原理统一地表述。恐怕应该说，首先 
是物理学家们对一些守恒律坚信不移,激发了他们鎢爱这样一个统一的变分原理表述。 
反过来,正是在这样的理论结构中才建立起不变性和守恒律之间物理上的重要联系。 
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十分巨大的威力。 

2.5 力和力的叠加原理质点组动最守恒的条件 

前面我们看到，一对质点在相互作用中传递着动量。在时间间隔 M = t ' 
W 内.质点2失去的动量等于质点1获得的动 
M Ap, = p /- p l =m,(p l , -p 1 ),ip 

A/>, = - Ap 2 , 

在单位时间内两质点间交换的 动量为 

Ap, 一 _ Ap ； 

~At = ~ 

求 At - 0时的极限，则得 

dp| _ 办 2 

W -- W ' (2 - ,2) 

这个贵反映了每个质点在相互作用中动贵矢 里 的瞬时变化率。我们定义，质 
点2给质点1的力 / fc , 为单位时间内质点2传递给质点1 的动 


/ •-⑯ ' _ d ( m » t , i ) 

7,2 ~ ~dt = ~~ di ~ - 


(2. 13) 
传递给质点 


= d ( m 2 r 2 ) 
"dT = 一 dt ~~_ 


(2. 14) 
(2.15) 


反之,与此同时质点1给质点2的力/:,则为单位时间内质点 
2的 动最： 

fl\ 

由 (2. 14) 式有 

这就是牛顿第三定律。 /，2 

在现实问题中往往涉及到不止两个质点，为此我们需要建立物体系或 
质点组的概念 。物 体系，或者叫做系统，由若干个相互作用着的物体 （质点） 
组成 。我 们假定，动 M 是在各质点两两之间传递的。用“力”的语言来叙述， 
就是我们假定只有两体力 （binary force ) 。每个质点 i 动最 p f 的增加，是所 
有其它质点传递给它的动量的矢 堆和; 或者说，质点 i 所受的力等于所有 
其它质点给它的力 / u 的矢 最和： 

菩=/，= J ^ fu ， (2. 16) 

此式可称为力的叠加原理。 

为了处理问题的需要，人们常常从一个无所不包的大物体系中分离出 
—部分，作为考虑的对象。这时我们把分离出来的子系统就称为“系统”，而 
把大系统的其余部分称为它的外部环境 3 系统内质点之间的相互作用力称 
为内力，系统外部质点给它们的力称为外力。于是 

ft = , 外 + A 内， (2. 17) 

•^内 = * • fin - = • (2.18) 
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这里质点 “ y 属于系统，质点/不属于系统。 

把系统看作一个整体，总动量为，它所受到的总力为 

t 

嘗 = ?’，军％ +/ 柄) =/ >? ( 2 . 19 ) 

式中 = S/w = S Z / y ' 

为系统所受的合外力，因牛顿第三定律/« 内力的矢量和为0,因此 

F =^,(2.!9) 式化为 

( 2 . 20 ) 

如果系统所受的合外力/^=0,则 

@ -0 
dt ' 0, 

或 

户=¥化=常量。 （2.21) 

这是 动里守 恒定律 (2. 10) 的推广1此式不仅把系统扩充到两个质点以上， 
而且不要求系统必须孤立 。只要系统所受的合外力为 0, 其总动量就是守恒 
的 。此外 ,（2. 20) 式是个矢量式，它的每个分量式都成立。故 只要系统所受 
合外力的某个分量等于 0, 总动量的相应分量就守恒。 我们日常遇到的事物 
常常是在地面上发生的，此时重力与地面的支撑力抵消，当摩擦力可忽略 
时，动憊的水平分量守恒。下面几个例子都属于这种情况。 

例 B 2 当人在车（或船）上行走时，如车与地面（或船与水〉的摩擦力可以忽略， 
巳知人对地的速度为 p ,, 戒已知人对车（或船）的速度为 p /, 试计算车（或船）对地的 
速度 A . 设开始时人和车（或船）相对地（或水）是静止的（见图2 - 10〉。 

解：由 于外力（重力和地面的支持力或水的浮力）抵消，各种阻力又可以忽略，故系 
统的动量守恒。设人和车（或船）的质量分别为 m , 和^，若已知人对地的速度为 p ,， 而 
且开始时人、车（或船）都是静止的，則 
m,©, + m 1 ^o l = 0 9 

若已知人对车（或船）的速度为 u /, 

则由于应用动量守恒定律时，必须把有关 

速度写成是同一慣性参考系的速度，故有 

+ „ 2 ) + ^ 2 =0, 图 2-10 例題2—人在车上行走时的动董 

(注意，这里用到了相对速度的公式于是 
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(wi, + m 2 )v 2 = - m.r/, 

由此解得 V ^^Tk V ''- 1 

例題 3如图2 -11 所示，炮车和炮 

弹的质量分别为和 wi ， 炮弹出口时相对 ^^^^^7〃""〃〃〃"/^})〃")^"〃)}}}"〃}〃/膽"/"/从1 

子地面的速度为 P ， 仲角为 a , 求炮车的反 B 2-11 例 S 3 _$的反坐 

冲速度 F , 设炮车与地面的摩擦可忽略。 

解：以 炮车和炮弹为物体系。在炮弹发射过程中，如果略去地面对炮车的 摩擦力 ，则 
动量沿水平方向的分量守恒。因 Vcw , 炮弹出口速度基本上就是它相对于基本 
参考系的速度，故有 

mvcosa + MV = 0, 即 V = - vcosa. 

式中负号表示炮车反冲速度的方向向后 ^I 


例题 4 两个 灌冰者 A 和 B , 质 量都是 70 kg , 各以 lm / s 的速丰互相趋近。 A ♦着一 
质量为 10 kg 的木球 ，两 人都能以相对于他们自己 5 m / s 的速率扔球，为了避免相攮 ，他 
们在相距 10 m 时开始来回地扔球，设球在每人手里停留 Is 。 扔一次够吗？扔两次（即 A 
接到回球）如何？如果球重为原来的一半，但他们能够扔得快一倍，他们须扔多少次？ 
把全部情节画在一张时间-位移的图上，困中*冰者的位置以橫坐标来表示，时间的进 
展用纵坐标数偟的增长来表示。（把灌冰者的初始位置8在0：= *5 m 处，并将球的运动 
的空间-时间记录包括在图中）。 


解:令 m A 、 TO B 、TO 分别代表 A、B 和木球的质量， W A0 、《 AI 
«■、％、•_•分别代表 A 、 B 和木球各次的速度（见图2 -12), Av 为木球的相对出手速度， 
根据动*守恒定侓，我们有 



54 


第二章动量守恒质点动力学 


^8. 





m\v 



v 2 


=- 


m B Av 



m A v AI + mv 2 = ( m A + m ) v A2 = …， 


m A y AI + mv 2 



情 形 

a 

b 

m/kg 

10.0 

5.0 

\v/(m -s" 1 ) 

5.0 

10.0 

相对逯度 

-2.0 

-2.0 

(Vao - 

v,/( m -s _l ) 

5.375 

10.333 

w AI /(m-s'') 

0. 375 

0. 333 

v BI /(m-s'') 

- 0. 203 

-0. 244 

对速度 

- 0. 578 

- 0. 577 

(w B i - D A i)/(m-s'') 

v 2 /(m*s 1 ) 

- 4. 578 

- 9. 577 


0.422 

0.423 

v K2 /(m-s~ l ) 

相对達度 

-0. 244 

- 0. 328 


0.751 

(V B2 - u AJ )/(m-s 1 ) 

0. 666 


按題中所绐数据= 
70 kg ， w A0 =lm/s, 
m/s. 计算结果如左表。由此 
可见， a,b 两情形差不多，第 
一次 A 扔球给 B 后相对速度 
仍为负，即两人继续 接近； 第 
二次 B 扔球绐 A 后相对速度 
变正，即两人开始远离。两情 
形的空间•时间记录见图 2- 
I 2 a . b . | 


本题所描绘的情景为基本粒子之间的相互作用（这里是祥斥作用）提供了一个直现的 
模型。 

2.6 牛顿定律冲量动置定理 


如果我们所选择的系统只包含一个质点 (i = l ) ，则所有其它质点_/给它 
的力人都是外力， (2. 20) 式中的下标“外"可以省略， 


p dP d ( 腳） 
dt ~ dt • 


( 2 . 22 ) 


若质量 to 不变®，上式又可写为 


F = m 


(2.23) 


这里《=0^/出是质点的加速度。（2.23)式是 牛顿第二定律 在通常教科书 
中的表达式， （2. 22) 式则是它更一般的形式,在相对论中也适用。 

牛顿第一定律就是伽利略的惯性定律， 2. 5节给出了牛顿第三定律，这 
里又得到了牛顿第二定律。这样，我们便从惯性和动量的概念出发导出了全 


O 在牛顿力学中一个质点的质置本来就是不变的。如果一物体各部分之间发生 
分离（如火箭与它喷出的气体），我们可以把它们分割成多个物体（质点）来处理。但在 
相对论中，质点的质 M m 与速度1；有关，这时 (2.22) 式中的 m 不能看成是不变的。 
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部牛顿运动定律。 

若在 <。到 t 的一段时间内作用在一个质点上的力 F 随时间变化，问在 
这段吋间内它的动里共改变了多少，则可将 (2. 22) 式或 (2. 23) 式改写成 

Fdt = dP , 

两边积分，得 (Fdt =P - P 0 = m(v - v 0 ), (2.24) 

上式左端的矢量 / s d< 称为在时间间隔~到 < 内作用在物体上的冲量 

(impulse) 。公式 (2. 2 4 )称为动量定理 。用 文宇来表述， 则有： 

在一段时间内物体动量的增量，等于此时间间隔内作用在该物体上的 
冲量。 

由动 i： 定理易见，如果/的大小有限，并且作用 
时间非常短促，即.则 p-p。—0, 动暈（或物 
体的运动状态）不发生有限的变化。例如当我们迅速 
地把盖在杯 t 的木片打去，则摩擦力的瞬时作用不足 
以使木片上的鸡蛋的动 
M 有可观的变化，因而 
鸡蛋就掉在杯里（见图2 
_13>;如果慢慢地把木片拉开，则鸡蛋就会跟 
着木片一起移动。 

如果物体间的相互作用时间很短，而动谩 
却发生了有限（可观）的变化，这时相互作用力 
必然是很大的，这种力称为冲击力。冲击力与 
时间的关系一般如图2 - 14 



S 2 - 13冲 t 与时间 
间隔长短的关系 


图2 - 14冲击力的冲 ft 

所示 ，阁中 曲线下的面积等于力的冲玷（亦即动 a 的增 
量）。平均冲击力为 


P -Po 

t ~ t 0 ' 


(2. 25) 


7777 ^ 7 , 


其中为动欺由夕。改变至 p 所经过的时间。显然，在 p 
-P。一 定的情况下， At = « _< D 愈小则/愈大。冲击力在 
生产实践中有广泛的应用。 

例题5 —重锤从高度 fc = 1.5 m 处自静止下落，缍与妓加工图 2-15 例题5 
的工件 碰撞后 末速为 0. 若打击时间 V 为10 ' s . 10- 2 s . 10 - 3 s 和一重锤撞击在 


KT 4 s , 试计算这几神情形下平均冲击力与重力的比值。 


工件上的冲击力 
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解:选 取如图2 -15 所示的2坐标 c 重锤 m 与工件撞击前的速度 v 0 =- v ^， 撞击 
后的速度％ = 0. 在樘击时间 W 内，重缍绐工件的冲击力 W 和重力 mpf 在起作用。根据质 
点动董定理，有 


【 （N _ mg) dt = mv z - mv 0 = rn^/2gh y 

NM -mg^t = mV2gh, 

N . 1 [Vi . 0.55 

^ =,+ ^V7 = 1+ ^r- 

以 At 各值 代入, 计算结果列表 如下： 


At/s 

0.1 

io- 2 

l。-’ 

10- 4 

N/mg 

6.5 

56 

5. 5 x 10 2 

5. 5 x 10 3 


计算结果表明，撞击作用持续时间 g 短,平均冲击力及与重力之比就 
愈大。若作用持续的时间只有 HT-s 时，及比 mg 要大5500倍，相比之下重 
力微不足道。因此，在许多打击或碰撞问题中，只要持续作用时间足够短，略 
去诸如重力这类有限大小的力是合理的。 


例題6 虽然单个细微拉子撞击 一个巨 大物体上的力是局部而短暂的脉冲，但大 
f 粒子撞击在物体上产生的平均效果是个均勻而持续的压力。为筒化问题，我们设粒 
子流中毎个粒子的速度都与物体的界面（壁）垂1,并且速率也一样，皆为此外，设 
每个粒子的质量为 in , 教密度（即单位体积内的拉子数）为 n . 求下列两神情况下 g 面 


受到的 压强： 

0) 粒子陷入 壁面； 

(2) 粒子宪全弹回。 

解： 在情况（丨）中毎个 粒子传递绐莹 
的动 f 为 Ap = mw , 在情况<2)中每个粒 
子的动量由 wiw 变为 - mi ), 故传速给壁的 
动董为 Ap = mv - (- mu ) = 2mv , 在 At 时 
间内粒子平移的距离为 vAt . 在 f 上取一 
面元 A 5, 以 A 5 为底、为髙，作_柱 



图2 - 16例题6—粒子 
流撞击壁面的压强 


体，如图 2-16 所示,这里包含了在内撞击在 t 上的全部粒子。此柱体的体积为 AV = 
其中有 《AV = 7 U ) AtAS 个拉子。故在 At 时间内传•递给 S 的动量为 AP = nAVAp 
= ravApAtA 5, 即掩加给莹的力 AF 和压强（单位面积上的力）为 

^ _ f (情况 I )， 


dF = ^ = nv^p^S, 


Ht 


笠=叫 2 3=: 
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§3. 牛顿三定律及其应用 

3.1 牛顿三定律的表述 

上文已在前后几处分散地引进了牛顿三定律，现在把它们的表述和有 
关的要点归纳一下，加以补充,整理在下面。 

牛顿第一定律 （ 惯性定律） ：任 何物体，只要没有外力改变它的状态，便 
永远保持静止或勾速直线运动的状态。 

牛顿第二定律:在受到外力作用时，物体所获得的加速度的大小与外力 
矢 f 和的大小成正比，并与物体的质量成反比，加速度的方向与外力矢量和 
的方向相同。用公式表示,则有 

a = f / m , 即 / = ma , (2.26) 

牛顿第三定律 ：两物 体丨，2相互作用时，作用力和反作用力大小相等， 
方向相反,在同一直线上。用公式表示，则有 

/.2 = -Ar (2. 27) 

牛顿三定律并非对所有参考系都成立，它们只在惯性参考系中成立。 
固定在地面上的参考系（基本参考系）是一个近似的惯性参考系。 

牛顿三定律的研究对象是单个物体（质点）。若研究对象的运动情况 
比较复杂，它的各部分之间有相对位移,我们必须在思想上把它的各部分隔 
离开来，将牛顿定律运用到每一部分上。这种方法叫做“隔离体法”，是应 
用牛顿定律分析问题时最常用的方法。有时也把复杂物体看作一个有内部 
相互作用的质点组,研究它的整体运动。 

在§2里，“力”的概念是从动量守恒定律引人的，它是相互作用着的物 
体间单位时间内传递的动量。在许多情况下，我们仅仅讨论一个物体的运 
动，对与之相互作用的其它物体的情况不感兴趣.或无法 一一 考査，这时我 
们只蒲分析该物体受到的各种力,这种情况下使用力的概念就比较方便了。 
正如牛顿本人在《自然哲学的数学原理》前言中所说的：“…哲学的全部责 

任似乎在于-从运动的现象去研究自然界中的力，然后从这些力去说明 

其它现象”，牛顿定律是以力的概念为核心的。 

在列举一些应用牛顿定律的实例之前，下面先简单介绍一下我们在自 
然界中常遇到的各种力。 

3.2 自然界中常见的力 

我们在日常生活中遇到各种各样的力，如重力、绳中的张力、摩擦力、地 
面的支撑力、空气的阻力，等等。从最基本的层次看，上述各种力属于两大范 
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畴:（1)引力（这里重力是惟一的例子 ），（2) 电磁力（所有其它的力 K 不要 
以为只有摩擦过的胶木棒吸引通草球、磁石吸铁才是电磁力，其实绳中的张 
力、摩擦力、地面的支撑力、空气的阻力等.从微观 h 看.无不是原子、分子间 
电磁相互作用的宏观表现。除引力、电磁力外，目前我们只知道自然界还有 
另外两种基本的力：（3)弱力（与某些放射性衰变有关>，（4)强力（将原子 
核内质子和中子“胶合”在一起的力，以及强子内部更深层次的力 ） 。由于后 
种力的力程太短了,我们的感官不可能直接感受到它们。这里我们只介绍开 
头列举的那几种常见的力。 

(1) 重力 

地球上的任何物体都受到地心的引力，我们叫它做重力 （ gravity ) ，用 
W 代表。称 S 电力可以用静力学方法（用秤来称），也可以用动力学方法（测 
重力加速度）。称物体所受 S 力的静力学方法，又可进一步分为两种：绝对 
测鼠 （用弹簧秤）和相对测量（用等臂或不等背的天平）。用静力学法测1物 
体所受的承力时，实际上测得的是该物体作用在支撐物（秤）上的力，我们 
把这个力的大小叫做物体的重量 （ weight )。 下面我们将看到，不是在所有 
的情况下，测得物体的 重里都 勺它所受的重力相等。在非惯性系中实测的黾 
贵是视 ！；（apparent weight ) ,即電力加惯性力构成的有效重力。 

同一个物体 A , 用弹簧枰去称它的電置％,会因在地球上的地点（如卨 
度、纬度）不同，甚至测最时间不同，而小有差別。但是实验表明，用天平去 
比较两物体 A 、 B 的相对重量时，它们的比值 W B / W A 是不随地点、时间而异 
的。 

平时人们常把质 量和重 S 的概念混为一谈，从物理学的角度看，这3然 
是不对的，但二者之间存在着联系。我们可以选定一个“标准物体”（如在巴 
黎的千克 原器） ，用0表示它。任何其它物体 a 的重 a 与标准物体的重量之 
比 W A / W 0 是个与地点、时间无关，仅与物体 A 本身有关的常数,，我们定义 
此比值为物体 A 的引力质景与标准物体引力质引 之比： 

= W A / W 0 , (2. 28) 

现在我们来看用动力学测重力的方法。根据牛顿第二定律，物体 A 所受的重 
力可通过它自由降落时获得的重力加速度计算出来： 

W A = m AifJ g A , 

这里的 m At # 是惯性质量。对于标准物体0有％ = 爪，于是有 

w a /w o = 


代人 (2. 28) 式，得 
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^ = ^11^. (2.29) 

m m m om 9 o 

在人们直觉的观念中，物体的大小和质料的不同 
(例如木球和铁球），是会影响其重力加速度!7的，几 
千年来亚里士多德学派的观点也是如此。我们知道， 

澄清这个问题也是伽利略的一个伟大历史功绩。不管 
比萨斜塔上的实验（图2 - 17) 是否实有其事，但至今 
传为美谈。现在大家都知道，不同物体降落的快慢不 
间，是因为有空气的阻力。若能设法排除这个因素的 
影响，臂如让钢钱和鸡毛放在抽空的玻璃管内，使之 02 - ,7 伽利 略比萨 
自由降落（图2 - 18), 它们就下降得一样快。然而从 斜塔自由落体实验 
现代的标准看，伽利略的结论，即任何时刻在地球上任何同一地点所有自由 
落体获得的重力加速度9都相等，是否可以算得上是一条严格的物理定律？ 
回答是痒定的，物理学家已用非常楮密的实验验证了与此等价的结论 a 其中 
最著名的是1890年匈牙利物理学家厄特沃什 （ E 6 tvds ) 扭秤实验,他实验 



所用的原理详见 5. 3 节，当时的梢度已达 10' 后来这类实验的精度不断提 
髙， 1964 年提高到 10-'°, 1971 年进一步提高到 10 ". 

有了这条结论, （2. 2 9 ) 式中心=办，从而对于任何物体 A 

都有 


我们的标准物体0既是引力质设的标准，也是惯性质量的标 
准，亦即按定义于是按上式我们有 

〜引 = w A 惯， (2. 30) 

应注意，对于任意物体 A , 这不再是定义，而是一条精确而普遍 
的定律了。这条定律非常重要，它是爱因斯坦创立广义相对论 
的实验基础 3 

有了 （2. 30) 式，在今后的计算中我们可以不再区分这两 
种质量，把物体 A 的重量简单地写成 


a 






图2 - 18 


= m A g . #除空气咀 

但是这并不意味着两者在观念上等同。在必要的时候，我们还 力的自由落 
是要把它们区分开来的。 体演示实验 


地心对地球上物体引力的大小,是与它到地心距离的平方成反比的。这 
是牛顿万有引力定律的一个持例.普遍的情况，我们将在第七章专门讨论， 
本章里的例子主要只涉及到地面附近物体受到的重力。 
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(2) 弹性力 

物体在受力形变时，有恢复原状的趋势，这种抵抗外力，力图恢复原状 
的力就是弹性力。如图2 - 19所示，一些弹性体 
(如弹簧）在形变不超过一定限度时，其弹性力遵 
从胡克定律 （ R . Hooke , 1676) : 

f = - kx , (2.31) 

其中*称为弹性物体（弹簧）的劲 度系數 ，： r 为偏 图 2 - 丨 9 胡克定律 

离平衡位置的位移，负号表示力与位移的方向相反。由此可见，弹性力的特 
征是： 弹性力 的大小与位移的大小成正比，方向指向平衡位置 。故弹性力又 
称弹性恢复力。 





加速度 a 

a 

- » 


1 

TU ) 



图 2-20 繩中的张力 

绳子在受到拉伸时，其内部也同样出 
现弹性张力，不过一般由于形变不大，故常 
不考虑它的形变。我们首先解释一下，绳子 
上某点户处的张力 r 是什么 意思? 如图2 - 
20所示，过点作一个假想的平面将绳子 
分为两段，它们在此处相互施予一对拉力。 

这是一对作用力和反作用力，按照牛顿第三 
定律,必然大小相等，方向相反。其大小 r 叫 
做绳子在该点的张力，方向与绳子在该点的 
切线平行。 

是否绳子上各点的张力都相等？这张力是否等于绳子两端所受的外力 
/?也许应该先问，绳子两端所受的外力是否大小相等，方向相反?显然这些 
问题的答案应该是有条件的，下面我们用牛顿三定律和上文提到的隔离体 
法来分析这些条件。 

我们仍假定，绳子的形变可以忽略，认为它不能伸长。这里还有两个问 
题： 一是这条拉紧的绳子除两端受力外，中间各段是否还受其 它力？ 二是 
这条绳子有无加速度？绳子中段所受常见的外力是重力和摩擦力。有关摩 
擦力对绳子中张力分布的影响问题，留待下文讨论，此处讨论重力和加速度 
的影响。设单位绳长的质量为 7?. 绳子水平放置时，電力没有影响。若绳子 
有水平加速度 a , 则可在绳子上隔离出长度为的任意—小段 （ 见图2 _ 




TU ) 

，| 

W 厶 I 

图2 -21 绳中张力的分布 
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21 a ) ，这一小段的质量为 t , AZ , 按照牛顿第二定律，两端的张力差应为 

AT = T(l + AO - T ( l ) = -qM a . (2. 32) 

若将绳子垂直地悬挂起来 （ 见图2 - 21 b ) ，静止不动时，则按静力学平衡条 
件，被隔离出来的那小段以两端的张力差为 

AT = T(l + M ) - T ( l ) = rjAiff ； (2. 33) 

有垂直加速度 a 时,则有 

AT = T(l + M ) - T ( l ) = r,M ( g ± a ), (2.34) 

式中 a 向上时取加号，向下时取减号。 

由此可见,重力和加速度都要通过绳子的质量起作用，当绳子的质量可 
忽略时， 7/— 0,上列所有的 Ar — o . 在这种情况下绳子上各点的张力相等， 
这张力等于绳子两端所受的外力/,从而绳子两端所受的外力必定大小相 
等，方向相反。 

拔河的游戏是大家熟悉的。两人直接手拉手地比赛，他们彼此之间施与 

b -^ 

图2 -22 与大力士拔河 

的力是一对作用力和反作用力，按照牛顿第三定律，必然大小相等，方向相 
反。然而平常更多的情况是通过一根绳子来拔河的。与人体相比绳子的质 ft 
往往可以忽略，从而按照上文的分析，绳子两端所受的力也总应大小相等， 
方向相反。 

且慢！说到这里也许有不同的意见。请听 

甲： “像® 2 -22 a 中那个瘦弱的男子和那个粗壮的大力士拔河，绳子两埔受到的力能一 
样大吗？” 

乙：“ 大力士再强壮，比不过一堵墙。若像图2 -22 b 中那样，把绳子 的一蜗 固定在墙上， 
让那个瘦人去拉另一端，绳子两端的张力不是也一样大吗？” 

甲：“ 那是因为墙是死的，它给出的反作用力是被动的。而大力士在主动地用力气，他可 
以使出比瘦人大得多的力。绳子在墙上那埔的张力只是瘦子一个人的力，两人拔河 
时绳子中点的张力等于两人用力之和。” 

乙 :“可 是你看，在两种情况下系在绳子中间弹賛秤的读数却是一样的呀!” 
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谁是谁非,我们暂不评论，请读者自己去判断。不过这里使我们想起一个历史上的 
故事。 17 世纪 在德国 ，一位 马德堡市的市长名叫居里克 （Otto von Giirickeh 他发明了 
可以抽真空的空气泵。为了演示大气压的巨大威力.他于 1654 年 5 月 8 日在国会议员面 



图2 - 23 1654年演示马«煲半球的场面 

前表演了两个半球的实验。这里复制的图 2-23 显示了当时的壮观场面。他本人对此是 
这样描述的 :“我 订做了一对铜半球.直径约 3/4( 马 徳堡） 尺,……两半是完全一样的， 
—半上装有阀门,可从这里把球中的空气抽走。此外，两半都有可穿绳索的铁环，以便套 
上马匹来拉。然后我又订做了一 个沒了 石蜡的松节油溶液的皮圈.放在两半球之间以防 
漏气。从中快速把空气抽掉，这时两半球将皮圈压得如此之紧.十六匹马或者全然不能 
拉开 ，或# 勉强拉开.也非常吃力。……”我们请读者仔细看一看图，十六匹 q 是怎样部 
署的。它们每八匹一队，分成两队.橡人们拔河那样，向相反的方向拉。我们不禁要问:如 
果当时将一头的绳索拴在一棵粗壮的大树上，让所有的马匹集中到另一头去拉 ，需 要八 
匹还是十六匹马才能拉开?按上述某甲的看法，两种方式的效果都 一样; 但是照某乙的 
意见，一头拴在大树上•另一头用八匹马就够了。果真如此.居里克用十六匹马，就有故 
弄玄虚之嫌了。 

下面我们来讨论理想光滑面上的约束力。如图2 
-24 所示，在水平桌面上放一砝码，此物受到桌子一 
个垂直向上的支撑力 M 这种支撑力本质上也是弹性 
力，因为它是在桌面与砝码接触后发生的形变引起 
的，尽管这种形变平时小得难以察觉。 

如果 要问： W 的反作用力是什么?我们常听到这 
样一种说法 :砝码 用自身的重力压桌面，桌面的反作 
用力支撑住砝码。这就是说， W 是砝码重力的反作用 
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力。反过来说，砝码的重力就是 W 的反作用力了。这种分桁对吗？ 

在牛顿第三定律中所说的作用力和反作用力，是一对物体1 、 2间的相 
互作用力。若作用力是丨给 2 的.反作用力必是2给丨的，它们作用在不同物 
体上。此外，作用力和反作用力应属同种力.臂如说，都是重力，或者都是弹 
性力。从这种观点看， W 是桌面给砝码的作用力，它作用在砝码上，砝码的 
重力也作用在砝码上，两者作用在同一物体上，且属于不同种的力，砝码的 
重力不可能是 W 的反作用力。应该说，砝码与桌面接触后也发生微小弹性形 
变，施加给桌面一个压力 N ，，_ N ' 才是一对作用力和反作用力。 

能否说，就是砝码的重力传下来的，它们是一回事?我们说，两者不 
仅在概念上不是一回事,它们的大小也只有在无垂直加速度的情况下才相 
等。珐码所受的車力总是 W = 如果把桌子放在电梯里，砝码给桌面的压 
力 W 就可能比 mg 大，也可能比 mg 小。这叫超重或失漱现象，详见§ 4 . 

若冇人进一步要问，砝码所受重力的反作用力是什么?砝码所受重力是 
地球给它的引力，反作用力应是它吸引地球的力。由于地球的质量要大得 
多，此力的效果平时是难以察觉的。 

约朵力多种多样,桌面支撑力只是其中的一种。其它例子，如物体被限 
制在光滑的曲线或曲面上运动时受到的约束力，其方向也是沿曲线或曲面 
的法向的。就其本性而言,也属于弹性力。即使约朿在粗糙曲线或曲面上运 
动,物体所受的约束力仍沿法向，不过这时还有切向的摩擦力。 

(3) 摩擦力 

行驶着的汽车，当发动机关闭后，走一段距离就会停下来。我们推桌子 
时，如采用力较小就推不动。这些现象说明，当互相接触的物体作相对运动 
或有相对运动的趋势时，它们之间就有摩擦力。 

摩擦有 T 摩擦和湿摩擦两种。干摩擦是固体表面之间的摩擦，又叫外摩 
擦; 湿摩擦是液体内部或液体和固体的摩擦，又叫内摩擦 3 此外干摩擦又分 
静摩擦和滑动摩擦、滚动摩擦 * 。现在我们只介绍静摩擦和滑动摩擦。 

静 摩擦： 设有两个物体 A 和 B ( 如货物和地 
板）相互接触，如图 2 -25 所示_^我们推货物时如 
果用力'较小就推不动。 A 不动的事实表明， B 对 
A 的摩擦力和外力 F 大小相等，方向相反，这种摩 
擦力是在 A 和 B 相对静止但却具有相对运动趋势 图 2 - 25 摩擦力 


• 刚体的滚动靠睁摩擦（见第 四章〉 ，在这里静摩擦不作功，没有阻力，不耗散能 
M 。 所谓“滚动摩擦”，是指因形变（轮胎瘪,地面下陷等）造成的阻力和耗散。 
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的情况下发生的,称为静摩擦力。当外力逐渐增大时，静摩擦力也增大。但当 
外力达到某一数值时， A 开始移动。可见静摩擦力增到一定数值后就不能 
再增大了，这一数值的静摩擦力叫做 最大静摩擦力 。实验证明 ：最大 静摩擦 
力/ 0 与接触面间的正压力 iV 成正比，即 

/o = (2.35) 

式中的 P 叫做 静摩擦 系数，*它由相互接触物体的质料和表面情况（如粗糙 
程度、干湿程度）决定。表2 -1 列举了某些 p 的数值。 


表 2-1 静摩擦系数私 


相互接触的物体对 


钢-钢（干面） 

0. 15 

钢-钢（涂 油面〉 

0.12 

金属•木材（干面） 

0.5 

金属•木材（涂油面） 

0. 1 

金属-皮带（千面） 

0. 56 



图 2 -26 摩擦力与速度的关系 

必须注意，静摩擦力的大小由外力的大小 . 

决定，可随外力的增大取0到/。之间的各个数值。当外力 F 3=/。时，物体 A 
相对于 B 发生运动。 

滑动摩 擦:当 物体间有相对滑动时，出现一种阻止物体间相对运动的表 
面 接触力，这个力和相对运动速度方向相反，叫 做滑动摩擦力 。滑动摩擦力 
不但与物体的质料、表面情况以及正压力有关，一般还和相对速度 W 有关。 
在滑动刚开始发生时,滑动摩擦力比最大静摩擦力小,而且随着相对速度的 
增大而继续减少，以后又随着相对速度的增大而增加。滑动摩擦力/随相对 
速度 u 的变化关系可粗略用图 2-26 表示。 

实验证明 ，滑动摩擦力/也和正压力 AT 成正比，即 

/ = fi ' N , (2.36) 

式中 〆 称为 滑动摩擦系数 ，它和相对滑动速度 w 有关。 

对于两个给定表面,滑动摩擦实际上与接触表面面积的大小无关，对这 
个事实也许有人觉得奇怪。按照目前较流行的一种理论认为，这是因为实际 
接触面积是属于原子尺度的，它只占总的几何接触面积的一个极微小的部 
分,而摩擦力的出现是由于在原子接触的这些微小区域内原子之间的相互 
作用力。原子接触面积占几何接触面积的比例,正比于法向力除以几何接触 
面积。因此，当法向力增大一倍，原子接触面积也增大一倍，摩擦力便 增大— 


• 本书中今后不特别指明为滑动摩擦力或滑动摩擦系数时，“摩擦力”和“摩擦 
系数”均指静摩擦力和静摩擦系数。 
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倍,这就是摩擦力正比于正压力的原因。但是，如果几何接触面积增加一倍， 
而法向力保持不变，则原子接触面积占几何接触面积的比例减小一半，即原 
子接触面积的实际面积不变，因而摩擦力也不变。对于非刚性的物体，例如 
汽车轮胎等，摩擦力的情况更为复杂。有关摩擦力的起因及微观机理，尚有 
许多未知领域，有待进一步探讨。 

摩擦在实际中具有很重要的意义。摩擦的害处主要是消耗大量有用的 
能源，使机器的运转部件发热，甚至烧毁，因而不得不进行冷却。减少摩擦的 
主要方法是化滑动为滚动，例如在机器中尽量使用滚珠轴承，另外是变干摩 
擦为湿摩擦,例如加润滑油。近年来已愈来愈多采用气垫悬浮和磁悬浮的先 
进技术来减少摩擦。另一方面,在许多场合下摩擦是必要的。例如人的行走， 
任何车辆的开动与制动，机器的传动(皮带轮），弦乐器（二胡、提琴等）的演 
奏……,没有摩擦或摩擦过小都不行,这时往往要想办法增大摩擦，例如在 
鞋底和轮胎上弄上些花纹。在失重状态下悬浮在飞船舱内的宇航员，因完全 
受不到摩擦力，他们的那种奇妙感受，是我们这些平常人从来也没有经历过 
的。如果不事先把自己的身体固定在舱壁的某件东西上，当他想开抽屉时， 
不但抽屉未被拉开，自己反而被拉 过去； 当他想拧紧蜾丝钉时，蜾丝钉未被 
拧动，自己的身体反而朝反方向旋转起来。 

现在我们可以来裁决某甲 
和 某乙围 绕那场拔河比赛的争 
论了，胜负的关键在于脚下的摩 3 
擦力。#如果两人脚下地面的摩 
擦系数一样，大力士可能得到的 
最大静摩擦力/ 2 比瘦子的/,大 b 
(图2 - 27 a ) 。尽管两人拉绳子两 
端的力/总是大小相等，方向相 
反，当/ 2 >/>/,时，大力士就能 图 2 _ 27 胜负的关鍵在于摩擦力 

把瘦子拉过去。若让大力士站在光滑的冰上，而瘦子站在粗糙的土地上，大 
力士有冉大的力气也贏不了。所以，某甲错了，某乙是对的。 

最后，我们看看摩擦力对绳子中张力分布的影响。一种称为绞盘的装 


O 这里推论的是拔河的简化模型，把人体看成没有其它躯体动作（如下蹲、用力 
后仰）的刚体。实际情况当然要复杂得多。 





66 


第二章动置守恒质点动力学 



置，绳索绕在绞盘的固定圆柱上，当绳子承受负荷巨 
大的拉力八，人可以用小得多的力拽住绳子。设 


绳与圆柱的摩擦系数为 
绳子绕阆柱的张角为 
0( 见图 2 -28)。 下面分 
析这个问题。 

如图 2 -29 所示，用 
隔离体法，考虑在0处对 
圆心张角 A 0 的一段线元,分析它受力的情况。 
略去绳索质 M , 该线元受四个力的 作用： 两端 
张力 T {6), T (0+\0), 法向力 AN , 和摩擦力 
H 必. 在无加速度的情况下四力的合成为0.分 


图2 - 28 绞盘装置 



图2 - 29 孽擦力 
对张力分布的彩响 


为切向和法向分量，则有 

f 切向： + A 沒） - r ⑷] cos ^ =-弘从 

1 法向： [7 X 0 + Ae ) +7\0)] sing = AM 

因糾 艮小， sin ^«^, cos ^« l , r (0 + A 没 ）- r ⑷* Ar ( r 的微分增 量}， 
n ^+^ e ) + T ( e ) «2 r ， 故上式可写为 

fdr =-fi\N, 

\ TA0 = AN. 

消去可得 

^ =-M 紙 

取齠- >0 的极限， 

Y =•/* 舶, 

设绞盘上>1、 s 两点分别对应0 = ^和，对上式 积分： 

Ir^T = ~ M C A dff， ^ ln 3 = 

或 T b = T A e ^, (2.37) 

式中 0=0 S -0 X _ 此式表明.张力随 0 按指数减小，故很容易做到让 r s <7 V 
若摩擦力可忽略， fi -^0, 心= 7\，即两端绳的张力相等。这便是轻绳跨 
过无摩擦滑轮的情况。 


以上谈的都是固体之间的摩擦问题，下面简短地谈谈流体与固体之间 
的摩擦。流体 （ 气体和液体）不会对与它相对静止的物体施加摩擦力，但要 
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对在其中运动的物体施加阻力。除流体本身的密度和粘滞性外，阻力/的大 
小还与运动物体的速度 v 、横截面积 S 和形状等因素有关。第五章§ 5 将对 
此问题作较详细的讨论.在此处我们仅给出一些重要结论，并用它们来分析 
一些物体在流体中的运动问题。粗略地说,在流体的粘滞性较大、运动物体 
较小、较慢的情况下，阻力/正比于 P 、# 和粘 滞性； 在相反的情况下阻力/ 
正比于 V 和 S . 但与粘滞性无关。通常在空气里坠落、行驶或飞翔属于后一 
情况。 


3-3 应用举例 


动力学的典型问题可以归结为以下 两类： 

第一类问 题：已 知作用于物体（质点）上的力，由力学规律来决定该物 
体的运动情况或平衡状态。 

第二类 问题: 已知物体的运动情况或平衡状态，由力学规律来推究作用 
于物体上诸力。 

完全解决这两类问题，超出了本课的范围。对于第一类问题，现在只能 
由物体的相互作用通过牛顿第二定律及其它一些条件,计算物体的加速度。 
至于第二类问题虽然比较简单（就数学上的意义 来说〉 ，但我们仍然只能解 
决一些比较简单的问题。本节的目的是通过一些特例,让读者初步掌握解决 
动力学问题的基本方法。 

为使读者箪握分析和解决本类问题的方法和步骤，下面我们按部就班、 
不厌其详地进行讨论和解题。当然，在充分掌握了要领并且具有一定的解题 
能力以后，有些步骤是可以心算而不必列出的。必须指出的是，在解题过程 
中应尽量用物理 a 符号进行推演，一般要在得出以物理量符号表示的结果 
以后才代人具体数值和单位进行计算，因为这样便于检査每一步的正误，所 
得结果的物理意义比较明显，还可以减少计算过程中引人的附加误差，并且 
也便于确定单位。 


例®7如图 2-30 a 所示，用一细绳跨过一 
定滑轮，在绳的两端各悬质8■为 m , 和的物体， 
其中 m ,< w 2 ，求它们的加速度及绳端的拉力。设 
滑轮和绳子质量可忽略.绳子与滑轮间没有滑动 
摩擦„ 

解：如® 2-30 b , c , d 所示，将整个运动系统 
分三部分考虑。 

质量为 TO : 的物沐受两个力 ：重力 TO 2 p 和绳 
子拉力 r : •设要求的加速度为 a ， 方向向下，則根 



图2 - 30 例题7—— 
跨在滑轮两边的物体 
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据牛顿第二定律，有 

m^g - T 2 = »»2 a, (a) 

同理，对于质量为 m, 的物体，有 

T , r m , g = m , a . <b) 

绳子受两 个力： m,, 给绳的拉力 7V 和 ？V(r, 和乃的反作用力）。由于绳子质 

* 可忽略，所以根据牛顿第二定律，有 

7V - T ,' - 0, 

即 T 2 '= T ,'. 

这就是说，在忽略逯与滑轮间的摩擦力和绳子质量的条件下，蜷子两蝠的拉力相等，现 
以 r 表示此拉力，则 （a> 和 (b) 两式可 写作： 

g - T = nij a . 


联立上列二式，可解得 


T - 


T 


m , g = to , 

»»2 - m , 


+ TtU 


nh 


ff. 


9 - 


例题 8 伐木工人把一质量为 m = 100 kg 的木料沿滑槽往山下运送，已知滑檜的 
水平傾角为《 =30°. 木料于滑槽的摩擦系数为 M =0. 2,试分析每根木料所受的力，并求 
出其加速度。 

解: 首先分析问题的性质，为方《起见，选 
如图 2-31 所示的坐标系„ 

其次分析作用在木料上 的力： 

重力尸： 

f P x = m^sina, (a) 

1 P y = - mgcosa. (b) 

斜面对木料的作用力 

f F, ( 摩镲 力〉， (c) 

I f , (正压力） • 

根据牛顿第二 定律： 

P + F = ma , 

式中 <* 为木料的加速度。上式的分董形式有 

I ma,, (d) 

[P t+ F t = ma,. (e) 

因木料只沿着: r 方向运动，故有运动学关系 

a y = 0 . 

联立以上各式求 解：由 （ e) 、 (f) 两式得 

- P, = mgcosa. 



(f) 



又由 （ c > 式，有 
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代入 ( d ) 式，有 


F x = - nF t = -fimgcosa. 
a, = —(P z +F X ) = ®(sina -ficosa). 


( g ) 

(h) 


最后，代入具体数值和单位，得 

r a , = 9. 8 x ( sin 30° -0.2 x cos 30°) m / s 2 =3.2 m / s 2 , 

1 a , =0. 

这便是我们所要求的木料加速度 •> 

讨论:木料的加速度沿滑欞方向向下，其大小为 g(sina-ncosa) =3.2 m / s 2 , 若滑 
错的倾角《减少，便得 


sina - ncosa ^ 0 即 tana < fi , 

则滑动不可能自然发生， f 要外力推动（或给予一定的初速度），木料才能往下滑。在本 
题所设 M =0.2 的条件下，这种情况发生在滑槽傾角小于或等于 ar C tan (0.2〉=11.3° 的 
时候。 ■ 


例® 9 用质量为 m , =50 kg 的大扳车，运送一质董为 TOj =100 kg 的木箝，如图2 
-32 所示，已知车扳是水乎的，木箝与车板间的孽擦系数 #=()• 5,大板车与路面的滾动 
摩擦阻力可以忽略不计，问拉（或推）大扳车的水平分力最大不能翅过多少，才能保 
证木疳不致往后灌下？ 


解:设 木箱和车扳之间的摩擦力为众（最大静摩擦力）， W , 的加速度为 
a ,, 的为 a 2 , 如图所示。用隔离体法，写出牛顿第二定侓的具体形式： 

对 to , : F -f = m , a , , ( a ) 


对 


即有 


<h 


=Wlj Oj. 

LzJ 

TO , ， 

X 

th 2 



图 2 - 32 例题 9. 


木箝的后溜 


要使％不往后溜，必须溝足 


a , > Oj , 

符号 > 表示“不大于”。以 （ a ')、（ b ’） 代入，得 


(C) 


> 

Wl, Wlj 


(最大静摩擦力）， 

(m, +mj) 分， 


⑷ 

( e ) 


«P F> (^ + l )/, 

其中 7 

故 

以*设数据代入，得 

F > 0.5 x (50 + 100) x 9.8 N = 735 N , 或 F > 75 kgf . 

结论 ：要使 木箱不往后溜，拉（或推）车的水平分力不能大过 735 N (75 kgf )。 如果拉 
(或推）力大过此值，则要设法把木箱固定。 

这个问题还可以这样提:若木箱是放在与车扳同样质料的机动车上，则机动车的加 
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速度不超过多大，才能保证木箱不往后溜下？由 （b')、（c)、（d) 可见，此时应有 a, >^g 
= 4.9m/s 2 , 否则木箱就要另行固定。 I 


例题 10 质董为的木块放在质董为 m, 的斜面体的斜面上，假定摩擦可以忽 


略，问当 F 多大时，恰使％相对 m, 静止不动？ 
解 :选坐 标如图2 -33 所示，用隔离体法分 
析作用在饥,和％上的 力： 

对 m l: m.a,, = N 2 sina+F, (a) 

w, a ly = - N 2 cosa - m x g . (b) 

对 mj: rn ^ a ^ = -AT 2 sina, (c) 

=AT 2 cosa - m ^ g . (d) 

且有 a, =a 2 ( 即、=0^， a ly *=a^=0)， 由此解得 



AT I= ^. 


图 2 - 33 例 * 10 —斜面上的木块 


即 


- N 2 sina 

3 — — - =-P f tana, 






-m,^tana 




F=-(m, ^ nt 2 ) g \ 


(方向从右到 左）. 


例題 I 丨一质量为^ =5.0>d0 2 g 的夹子，以压力/>=12 kgf 夹 
着 质量为 m, =1.0 kg 的木扳，巳知夹子与木扳间的摩擦系数 M =0.2, 
问以多大的力尸竖直往上拉时，才会使木扳脱离夹子（图2 - 34)。 

解： 设木板 to , 的加速度为 a ,, 夹子的加速度为 a . 根据牛顿第 
二定侓写出 方程： 

对夹子： F - 2 fiP - rr^g - , 



对木扳： 2 /iP - n^g = 

木扳脱离夹子的条件是 A >a,, 即 

F - 2 fiP - m x g 

m, m, ' 


故 


F > VP (饥 ■ 

TO, 


= 7.2 kgf. I 


图 2-34 例题 
11 ——夹子 
中的木块 


在生产实际中起重机的爪钩利用摩擦力吊起物体时要考虑这问题 ，提 
升速度过快时物体有脱落的危险。 


例题 12图2 -35a 所示为一个固維摆。悬挂在长 1.7m 细线下端的摆锤，质量为 
1.5kg, 在水平面内作匀速圆用运动，使悬线扫过一个圓锥面；细线与竖直方向成 37 。角。 
(1) 求摆的周期。 (2) 三个长度不同的摆，以相同的角速度绕竖直杆转动，试分析三个摆 
锤所在平面的高低。 
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解:（1>将摆锤隔离出来，分析它所受的力如图2 - 
35 b . 设细线中的张力为7\应 用牛颊 第二定律于竖直方向 
和径向： ^ 

Tcosd - mg =0, 

Ts\nO = m x 向心加速度 $：• 

由此解出摆锤的速度 \\\ 


图2 - 35 例題12 
—圆锥搌 


因半径 /? = / sin <9, 周期 7 V 
干是 


T = 图2 - 36 例题 12—— 

,_ 9 — 圆锥摆的用期与高度 

- 2 V „ =2 _ 3s . 

(2) 上式表明，周期只与摆面的高度 / cos # 有关，而与悬线的长度 i 以及 e 角无关。或 
者说，在同样的周期下 ，橒 面的高度与悬缦的长度无关，即三圆锥摆在同一高度上（见图 
2 -36)。 | 

例® 13小两点与大雨点相比，在空气中哪个降落得比 较快？ 

解： 先定性地分析一下雨点下落的过程。当它们在云层形成以后，即在重力的作用 
下加速降落。由于空气阻力 

/, = CSv 2 , 

式中5为雨点的攢截 面枳. w 为它的速度， C 为一个比闵常数.隨着雨点速度的加大 ， / a 
由0加大到与雨点的重力 抗衡： 

CSv 2 = mg . 

此后它将不再受力，以一定的速度作匀速直线运动。雨点最后所达到的速度，叫做终极 
速度 （terminal velocity )。 令上式中的 S = nr ! . m =4 T I r 5 p< /3 (/> 3 雨点的密度， r 为它 
的半径），代入上式，可得终极速度 

故大雨点比小雨点落得快 。I 


§4. 伽利略相对性原理和非惯性系 


4. 1伽利略相对性原理 

在科学不发达的远古时代，人们已开始对宇宙的 结构产 生种种的设想 和锖测 。在中 
国有盖天、浑天、宣夜 诸说； 在希腊，从亚里士多德到 托勒玫，数百年间建立起极为精致 
而复杂的宇宙棋型，那时在人们的现念里.毫无例外地把人类自己放在宇宙的中心上。 
哥白尼否定了地心说，把宇宙的中心移到太阳上。随着天文学的发展，人们了解到，与银 
河系中其它许许多多恒星一样，太阳也不过是一顆普普通通的恒星。实际上，在许许多 
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多的星系中，我们的银河系也不过是一 个普普 通通的星系。愈来愈多的观測事实表明， 
宇宙在大尺度上看是均匀各向同性的，换句话说，宇宙根本就没有中心。 

如果宇宙有中心（譬如说是地球），则固联在宇宙中心物体上的参考系将是时空的 
一个从尤的参考系 （preferred frame of reference ) ，从而可以认为，相对于这参考系的 
运动是绝对运动。如果宇宙没有中心，而所有参考系对描述物理定律来说又是平权的 
话，则无法判断时空中哪个参考系是绝对参考系，所有运动都将是相对的。这便是相对 
性原理的基本思想。 

如前所述，哥白尼提出曰心说，是走向宇宙无中心论的第一步，也是最关鍵的 一步。 
众所周知.为宣传和挥卫这个学说，布鲁诺被宗教裁判所活活烧死，伽利略受到迫害。起 
初，哥白尼阐述日心地动理论的著作 （天体 运行论> 尚未引起广泛注意.布魯诺的 官传、 
特别是伽利略的解说是如此地有说服力，这才引起罗马教廷的警觉。在这方面伽利略的 
杰出著作是 《关 于哥白尼和托勒玫两大世界体系的对话:>。在那个时代，反对地动说的重 
要论据之一，就是我们在本章例里指出的，若地球东转，为什么落体不偏西？伽利略 
在书中通过他 代亩人 萨尔维亚蒂的口讲了如下这段十分積辟而生动的论述。 

…把你和一些朋友关在一条大船甲板下的主舱里，再让你们带几只苍蝇，蝴堞和其 
它小飞虫。舱内放一只大水碗，其中放几条鱼。然后，挂上一个水瓶，让水一滴一滴 
地滴到下面的一个宽口罐里。船伴着不动时，你留神观察，小虫都以等速向舱内各方 
面飞行，鱼向各个方向随便游动，水滴滴进下面的罐子中。你把任何东西扔绐你的朋 
友时，只要距离相等，向这一方向不比另一方向用更多的力，你双脚齐跳，无论向哪 
个方向跳过的距离郝相等。当你仔细地现察这些事情后 （虽 然般淨止时，事情无疑一 
定是这样发生的），冉使船以任何速度前进，只要运动是勾速的，也不忽左忽右地摆 
动。你将发现，所有上述现象丝毫没有变化，你也无法从其中任何一个现象来确定， 
船是在运动还是停着不动。即便船运动得相当快，在跳跃时，你将和以前一样，在船 
底板上跳过相同的距离•你踺向船尾也不会比跣向艏头来得远，虽然你跳到空中时， 
脚下的船底板向着你跳的相反方向移动。你把不论什么东西扔绐你的同伴时，不论 
他是在船头还是在船尾，只要你自己站在对面，你也并不 f 要用更多的力。水滴将像 
先前一样•滴进下面的繕子，一滴也不会滴向船尾，虽然水滴在空中时，船已行驶了 
许多柞❶。鱼在水中游向碗前部所用的力，不比游向水碗后部来得大；它们一样悠闲 
地游向放在水琬边缘任何地方的食饵。 鼉后.蝴螇和 苍蝇将继续随便地到处飞行，它 
们也决不会向船尾集中，并不因为它们可能长时间留在空中，脱离了船的运动，为赶 
上船的运动显出累的样子。如果点香冒垴，則将看到烟徵一朵云_样向上升起，不向 
任何一边移动„所有这些一致的现象，其原因在于船的运动是船上一切事物所共有 
的，也是空气所共有的 。这正 是为什么我说，你 应该 在甲板下面的缘故；因为如果这 
实验是在露天进行,就不会跟上船的运动，那样上述某些现象就会发现或多或少的 
显著差别。*无疑问，烟会同空气本身一样远远落在后面。至于苍蝇 、蝴螵 ，如果它们 


參张开手时,拇指和中指间的距离叫一柞，约 20-24 cm . 
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脱离船的运动有一段可观的距离，由于空气的阻力，就不能跟上船的运动。但如果它 
们靠近船，那末.由于船是完整的结构.带着附近的一部分空气，所以，它们将不费 
力，也没有阻碍地会跟上船的运动。 

在上面引的这段话里，关键的语句 是：“ ……使船以任何速度前进，只要运动是匀 
速的，也不忽左忽右地摆动。你将发现,所有上述现象丝毫没有变化，你也无法从其中任 
何一个现象来确定，船是在运动还是停着不动。”这句引语集中反映了伽利略的相对性 
原理思想。 

用现代的术语来 概括,伽利 略相 对性原理 e 可表 述为： 

一个对于慣性系作勾速直线运动的其它参考系，其内部所发生的一切物 
理过程，都不受到系统作为整体的匀速直线运动的影响。 

或者说， 

不可能在慣性系内部进行任何物理实验来确定该系统作匀速直线运动 
的速度。 

既然相对于惯性系作匀速直线运动的系统内遵从同样的物理学规律， 
由此可得出 结论: 相对于一惯性系作匀速直线运动的一切参考系都是惯性 
系 。亦即 ，对于物理学规律来说，一切惯性系都是等价的。 

4.2 伽利略坐标变换 

设有两个相对作匀速直线运动的惯性参考系 K , K ' (见图2-37)。由于 
K ' 相对于 K 的速度 F 为常纸，即相对加速度 = dV / d <=0, 故两坐标系原点间 
的相对位移为 

R = OO 7 = R 0 + VI , 

式中札为^=0时刻的 /?• 由于参考系 
的原点和时间的起点都可任意选择， 

为了简单而又不失普遍性我们假定在 
<=0时刻两坐标系歌合 （ 即札 =0) ,上 
式化为 

R = OO 1 = Vt , (2.38) 

按第一章 （1.25) 式，同一质点在两惯 图 2 - 3? 如利略坐标变换 


O 通常说“伽利略相对性原理”，其含义包含上面这段表述和 4. 2 节中的 伽利硌 
变换。伽利略变换只适用于低速（速度 Vcc = 3 x 10 8 m / s ) 的机械运动。超出力学范围， 
譬如对于电磁过程，即使在低速情况下伽利略变换也不适用。伽利略变换不适用时，惯 
性系之间的变换要用洛伦兹变换来代替。然而，上面这段文字表述不受此限，它对狭义 
相对性原理仍适用。 
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性系 K ， K ' 系中的位矢 
系： 


对 K , K ' 分别取直角坐标系 （ a :, 2 /,幻和 （ a :', y ', 〆 ），由于坐标轴的取向 
也可任意选择，我们还可取 a ; 轴沿相对速度 P 的方向，把 (2. 39) 式写成分 
嫌形式，即得两惯性系间坐标的变换 关系： 



V = t . 


这组公式称 为伽利略坐标变换式 。上面在空间坐标变换式的后面我们并列 
了一个时间变换式，以强调在伽利略变换中两惯性系中的时间被认为 
是相同的，即这里采用了绝对时间的概念。这一点在日常生活中是可以不言 
而喻的，但在物理学中我们却要格外小心，常识告诉我们的东西不一定总是 
对的。当 V — c (光速）时，绝对时间的概念和上述伽利略变换整个都不对 
了，要 用另一 种变换（洛伦兹变换）来代替。 

4 . 1节中所说的“一切惯性系都等价”，并不是说人们在不同惯性系中 
所看到的现象都一样。臂如萨尔维亚蒂大船里垂直下落的水滴，在岸上的观 
察者看来, jE 像图2 -2 中的那个铅球一样，它是沿水平抛物线下落的，其水 
平速度是恒定的。因为地板上的水罐也以同一恒定速度前进,正好能把水滴 
接住。伽利略坐标变换公式所描述的就是这一点。取 A 〆 轴垂直向上， a :, 
轴水平沿船前进的方向，即 P 的方向。在岸上的观察者 （ K 系）看来 ， ar = 

在船上的观察者 （ K ' 系）看来， x ' = W - W =0; 在垂直方向两观察者都看 

我们说“ 一切惯性系都等价”，是指不同惯性系中的动力学规律（如牛 
顿三定律）都一样，从而都能正确地解释所看到的现象。在伽利略变换中加 
速度不变[见 (2. 55) 中最后一式]，它保证了牛顿定律/ =胃的形式不变。 
不难验证,其它一些重要动力学规律,如动量守恒定律，在伽利略变换下，其 
形式都保持不变< 作为练习，请读者自己完成）。 

4.3 惯性力 

我们反复强调，牛顿定律只在惯性系中成立。然而，在实际情况下我们 
往往不得不和非惯性系打交道。例如，自转着的地球就是一个非惯性系，在 


r 、 r ', 速度 p 、 p ' 和加速度 a 、 a ' 之间有如下变换关 
r ' = r - Vt , 1 

V = v - V , (2.39) 

n • — n I 



§4. 伽利略相对性原理和非惯性系 75 


研究大气环流一类大尺度的运动时，我们就不得不考虑非惯性因素的影响； 
在火车或电梯里的乘客,用固联在地面上的参考系来分析他们的感受是很 
不方便的。仔细地考虑,一个参考系的运动由两部分组成： （ 1 ) 跟随原点的 
平动， （2) 坐标轴围绕原点的转动 ，一般 的情况是这两种运动的组合。例如， 
固联在地面上的参考系,原点0跟着地球的自转绕地轴 (7 作圆周运动，其坐 
标架的运动可分解为随 O 点的平动和绕 O 点的转动（见图2 - 38) 。加速平 
动的后果是产生一个惯性力，转动的后果，是在与相对速度无关的惯性力之 
外，再产生一个与相对速度有关的科里奥利力。这里先介绍与相对速度无关 
的惯性力，下节再介绍科里奥利力。 



在相对于惯性系作加速平动 O 的非惯性系里，每个质点具有相同的附 
加加速度>1, 按第一 章中的变换式 （1. 25) ,非惯性系 K ' 中的加速度与惯 
性系 K 中的加速度 a 有如下变换 关系： 


a ' = a - A , 

在惯性系 K 中牛顿定律成 
立，我们 有 / zma , 于是在 
非惯性系 K ' 中有 


或 


/ = rn ( a ' +/1) , 



A 

— ► 

^-rrnV^w-| 

A 

― ► 

n 



[ 







f - mA = ma '. 

在上式中我们把—项 
从右端移到左端，它的意义就不同了。 


S 2-39 加速车厢内的償性力 
在左端 - mA 相当于一个附加的力， 


称作惯性力，记作，有了它，在非惯性系中牛顿第二定律又在形式上被 


恢 复了: 


O 固联在参考系上的任一条直线，在各时刻方向总保持平行的运动,叫做平动。 
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/' =/+/* = ma ', (2.41) 

这里是质点在非惯性系 K ' 中受到的总有效力，它是“真实的” 
力/与“假想的”惯性力/«的合成^例如，有一以直线加速的车厢，如图2 - 
39 a 所示。设车厢以加速度《作直线运动，其中有一张光滑（无摩擦）的桌 
子，桌上放着一个物体 m ,则 m 相对于车厢有 - a 的加速度。若车厢内的观 
察者应用牛顿定律来解释此现象，必然认为有一力 / w = - ma 作用在物体 
上。又若用弹黄将物体牵连着 （ 见图2 - 39 b ) ,则车厢内的观察者看到弹簧 
伸长了，有一 力 / zma 作用在物体上（正是这个力使物体获得与车厢一样 
的加速度 a ) ，但物体并没有加速度（相对于车厢）。如果车厢中的观察者要 
用牛顿定律来解释此现象，必须设想除/外还有一力 / fl = -/= - ma 作用在 
物体上，从而使物体静止。上述的不是由物体的相互作用引起的,而是在 
非惯性系中能沿用牛顿定律而引人的“假想力”。 

我们说，力/是“真实的”，因为它是物体间的相互作用,是某个别的物 
体(如图2 -39 b 中的弹簧）作用到该质点上的,那物体（弹簧）同时受到质 
点的反作用力。我们说,力/*是“假想的”，因为不存在施加此力的物体，从 
而也就不存在反作用力。我们在形容词“真实的”和“假想的”上打了引号， 
是因为这只是牛顿力学的说法，在广义相对论的理论中，这种说法就不那么 
绝对了。 

下面我们再看几个有重要意义的惯性力实例。 

(1) 超重与失重 

清看图2 _ 4 0所示的例子,人站在台秤上，处 
在有竖直加速度《的升降机里。这时人除了受到 
地心引力（即重力） w ® 外，还感受到一个惯性力 
/惯=-7«<»，从而感受到的有效重力为 / „(分_ <1 )。这 
不仅是他自己的感受，也是他脚下台秤的读数^因 
为在升降机这个非惯性系内，台秤给人的支持力 
~满足平衡条件： 

N + m(g - a) =0 ， 

即 

N =- m{g - a ) , 

因而人给台秤的反作用，即台秤受到的压力为 

N ’ = - N = m{g - a ). (2.42) 

3.2节（1)中已指出，物体的重量是用它作用在支 图 2 -40 升降机里的 
撑物上的力来衡量的。台秤所显示的正是这压力 超重和失重现象 
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的大小，它在数值上等于人感受到的有效重力,或者说，他的重量。当《向上 
(即与 I ；反向）时，人的重量增大，这叫做 超重； 当 a 向下（即与 
同向）时，人的重最烕小，这叫 做失重。在升降机自由降落时 ， a 
=0,人的重量减为0,他处于完全失重的状态。 

能造成完全失重环境的，不仅是自由降落的升降机。任何在重力场中作 
自由飞行的飞行器都具有加速度 fir .由此产生的惯性力 -m m0 刚好与重力 
m 引 fir 抵消（注意 :这里 用到了 ^*=»1 ?| 的条件），从而在其内部造成一个完 
全失重的环境 3 例如，以任何初速发射的飞行器，若在途中既无动力又不受 
阻力的话,它将在重力单独的作用下沿抛物线自由飞行，其内部就是个完全 
失重的环境。然而在大气中飞行器不 5 J 能不受到空气的阻力，但有经验的空 
军驾驶员可以模拟这种轨道作特技 t 行，在其机舱内造成一个近似的失重 
环境，供训练宇航员之用。当然，这样的失重环境都是短暂的，只有 一二十 
秒。在太空轨道上作自由飞行的航天飞机，才可以造成长时间的失重环 

在完全失重的环境里，许多事情是很奇妙的。宇航员可以轻易地挪动很 
重的部件而无需费力，但难以用手拿着笔记本写字 J 也若不小心将牛奶打 
翻，牛奶并不泼在地板上。液滴可以悬在空 中一动 也不动，也可能沿任何方 
向严格地作匀速直线运动,直到它碰到舱壁为止。这样一个验证惯性定律的 
理想环境，比我们现在在气桌上作实验还要好得多，在伽利略时代连作梦也 
不会想到的。也许听起来蹊跷，在非惯性系内验证惯性 定律! 是的，这丝毫也 
不奇怪,读者耐心地读完本章后，就会明白的。 

(2) 慣性离心力 

第一章已给出，作匀速圆周运动质点的加速度为[见 （1. 18) 式] 



这里 V 是圆周运动的线速度 ， W = 是角速度，丑为圆的半径。取以此质 
点为原点的非惯性参考系（在这里坐标架转动与否是无所谓 的）， 这样一 
来， V 变成此参考系相对于静止系的速度，而质点相对于此参考系则是静 
止的，它在此非惯性参考系内受到一个与向心加速度方向相反的惯性力 

O 通 俗的宣 传媒介 ，常把航天飞机失重的原因说成是它离地球太远.从而摆脱了 
地心的引力。这种说法是不对的。其实正是地心引力迫使它沿绕地球的轨道飞行，获得 
了向心加速度。反过来，向心加速度引起的惯性离心力又把地心引力抵消了，造成失重 
状态。 
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这惯性力叫做惯性离心力。应当说明，通常人们很容易将惯性离心力与一些 
其它的力搞混。我们以图2 -41 所示的转动圆盘为例。在惯性参考系上的观 
察者看来，物体 m 受到弹簧拉力，这力 
就是向心力，它等于 


正是由于/的存在使 m 和盘一起作圆周 ^ 

运动，而 m 对弹簧的反作用力 /' 作用在 
弹簧上。但在盘上的观察者看来， m 受/ 

的作用而不运动。如果要把牛顿定律运 

用到这种情况，那就还有一个力/„= -/ B 2-41 惯性离心力 

作用在其上，才能使物体平衡，这个力是惯性离心力,它的大小和方向虽与 
/' 相同，但是惯性离心力是在非惯性转动参考系中的观察者假想作用在物 
体上的一种惯 性力; 而力 /' 则是作用在弹簧上的。 

作为惯性离心力的一个重要例子，我们来讨论重力和纬度的关系。 

同前，物体的重量是用它作用于支撑物上的力来衡量的，在数值上等于 
重力加惯性力。在地面上纬度为处（见图2 -42 a ) 的视重=地球引力+自转 
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式中及 =/^ COS ^_ 由此 


/憤 _ mR 0 (o 2 cosip 
W 0 mg 


Rpcu 2 

9 


COSif/ 


= 6400 x [(2tt/(24 x 60 x 60)] : 
9.81 


10 3 


COSi/f 


289 


COSff/. 


由于 cos < A 这 1 ，，即％与％的大小和方向都相差不多。于是由图 2 
_ 42b 易见 f f 、 

狄。 -/* coa/r = Woji co — ， 

即 ^-^(l-^cosV)- (2.44) 


实际上由于自转效应，地球稍呈扁平，与上述结果有一些差异，较准确 
的结果是 , . 、 

1 -土 cosV ). (2.44') 

在两极处， i// = ±tt/2, cos^=0, W ，视隶最大； 

在赤道处， 0 = 0 , coa /» = 1, % =灰(1-丄),视重最小。 

在上面的讨论中未区分引力质量和惯性质童,若要区分的话，则 

g, 

/供 = m 後 R 0 o) 2 c.osiJ/. 

如果对于任何质料的物体都有 m ?l / m „= l , 则物体视重的方向不因物 
体而变。否则％的方向会因物而异,但都在子午面（即通过该点和地球南 



北极的大圆面）内（见图 2 -43 a )。 如果则把一对不同质料的 
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小球1、2悬挂在扭秤的秤杆上调节到水平，秤杆不会在水平面内扭转。否则 
秤杆水平时悬线沿％,与的合力方向，它们的另一 分量旱 和&分别指 
向南北，如图2 - 43 a 、 b 所示。这样就会形成一个力偶矩，使秤杆扭转。厄特 
沃什的扭摆实验便是利用这个原理来检验和是否相等的。从设计 
思想上看,厄特沃什实验用的是“示零法”，即判断某个现象是否存在的方 
法。这种方法的灵敏度是很高的，已如 3.2 节中所述，厄特沃什的实验以 
10" 的精度得到了“零结果”。 

例题 14 一水檷绕自身的铅直轴以角速廋旋转.当水与捅一起转动时，水面的形 
状若何？ 

解 ：如图 2 -44 所示，在与水桶共转的参考系内液 
块 Am 受两个力 ：重力 Amp 和慣性离心力 AmtuV , 从 
而有效重力为水面处处与 JV 垂直。设 
水面的方程为 z =*( r ), 則 

f 補= = 
dr Amg g 

或 dz = ^-r dr , 

两端积分，得 

即 Z S Z ° + 夸, ®2-44 例题 14 —旋转的 

式中* 0 为中心水面高度。此为撤物残方程。由于轴对水捅中水面呈抛物面形状 
称性,水面为旋转拋物面。 | 

例题 15质*为 to 的小环套在半径为 ft 的光滑大圆环上，后者绕竖直直径以匀角 
速 w 转动。试求小环的平衡 位置随 w 的变化。 

解 ：如图 2 - 4 5 a 所示，用联到小环的半径与下垂缦之间的夹角0来标志小环的位 





图2 -45 例题15——约束在绕直径旋转圓环上的运动 
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置 。在隨大环转动的参考系内，相对于大环静止的小环在切线方向受两 个力： 重力的切 
线分量 w 穿 sin 6( 向下）和惯性离心力 m ( Rs \ ne ) w 2 的切线分量 mRsindw 2 cosd . 二者达 
到平衡的条件为 

sin$( R(o 2 cosO - g) =0 ， 


即 sin 沒= 0 和 cos ^ = — 

Rw 

第一组平衡位置为沒 0 =0和 TT ， 相当于小环停留在大环的最低和最高点 A 、 第二组平 
衡位置为 O 0 = arccos (^^, 它们对称地位于转轴的两侧（参见图中的（7、 /)), 只有在 

角速度大过临界值 = / y /^ 时才成为可能。进一步的分析表明，若从静止缓馒地增 
大大环的角速度《，在来出现平衡位置（7、 D 之前，鋟低平衡位置4是稳定的，最高平衡 
位 tfl 不稳定。当如大过 o <* 以后，新乎衡位置 C 和 Z )| p 是德定的，而平衡位置 泌失稳 
(见图2 - 4 5 b 及第三章）。 | 



1 


图2 -46 的 
右手定则 


4.4 科里奥利力 

除上述各种惯性力外，在坐标架旋转的参考系内运动的 
质点,其行为还好像受到另外一种假想力——科里奥利力 
(是法国人 G. Coriolis 1835 
年提出的）。 

讨论科里奥利力之前我 
们先介绍一下角速度 w 的矢 
景表示。在物理学中规定，角速度是个矢最， 
其方向沿转轴，指向由如图 2-46 所示的右 
手定则 确定： 以弯屈的四指代表旋转方向，则 
翅起的拇指指向角速度矢量 w 的方向。用角 
速度矢量的概念，前面所讲的惯性离心力可 
用矢量的叉乘表示出来。如图2 -47 所示，在 
转轴外有一质点 P ， 其位置由位矢 r 来描述。 
由 P 作转轴的垂线 PQ, 设戶到 转轴的垂直距 
离为 p Q 则按 (2.43) 式惯性离心力的大小为惯性离心力 
的方向沿泛芦故写成矢量形式有 

/** = rn ( o 2 R . (2.45) 

矢量》实为位矢 r 垂直于转轴 （ 即垂直于 《) 的分量，而 r 平行于《的 
分量 Q = (r 于是 

及 = r i = r ~ r //=f-(.r •&>) o> /to 2 , 

或 co 2 R = a) 2 r - (r-(o)oi = - <u x (mxr). 


图 2 - 47 慣性离心力 
的矢量表示 
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所以惯性离心力又可写成 

f 9m = - rw<c>x(ft»xr). 

现在讨论科里奥利力问题。先考虑任 
意一个矢量 P 的变化率在静止参考系（惯 
性系）和旋转参考系（非惯性系）之间的换 
算。若矢量 P 相对于旋转系是恒定的，则在 
静止系看来它以角速度《旋转，在从 t 到 f 
+ A < 时间间隔内转过角度，其增量 AP 
的大小如图 2-50 所示，为 

AP==Psin^w \t=\ tal - K P\ At, 

AP 的方向与《 和尸 都垂直，即矢积 xi » 
的方向。所以我们有 

AP^toxP ^t. 

矢量户的时间变化率为 





图2 -48 矢董的变 ft ： 率 


式中用大写的 D 作微分符号，表示变化率是对静止系而言的，以区别于对旋 
转系的微分在上式中我们假定 P 在旋转系中是恒矢量，否则式中还应 




(2_ 48) 式使用于任何矢量尸，我们先取 P = r ( —个质点的位矢），于是 

有 Dr dr 

^. = (0Xr + _ = (0xr + v> 


这里 p =石是质点相对于旋转系的速度。对上式再次取对静止系的时间导 
数： D 2 r Dr Dp 

5? = wx m + D7 

= <wx (wxr) + &>xi> + atxv + ^ 

= iox ( ioxr ) + 2 ioxv + a , 

即 a - A - € cix ( aixr ) - 2 wxr , (2.49) 

式中 《 是质点相对于旋转系的加速度 ， 4 是质点相对于静止系的 

加速度。乘以质点的质量 m : 

ma = mA - m < ox ( a > xr ) - 2 nuoxv . 

上式右端第一项 wA 是由“真实"的力支持的，后面两项都是“假想”的力， 
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或者说，惯性力。 - mwxCwxr } —项是我们已熟悉的惯性离心力/愤离[见 
(2. 46) 式]，它与质点在旋转系中的速度 P 无关; 最后与 p 有关的一项就是 
科里奥 利力： 

f c = 2mv xat. (2.50) 


现在利用科里奥利力公式 （2. 50) 来说明一些自然现象。如在北半球 
上，河流冲刷右岸比较严重，以及在赤道附近东贸易风 ( 信风）的形成，等 
等。图2 - 49画出北半球上物体沿各种方向 I ；运动时相应的科里奥利力 



® 2 -49 北半球上 图 2-50 图 2- 51 

的科里奥利力 馆风的形成 旋风的形成 

/<:的方向。由图易见,所有的 / c 都指向运动方向 c 的右方。图2 - 50为赤道 
附近信风形成的示意图，图2 -51 为北半球上旋风的形成示意图。 

法国物理学家傅科 （ J . B . L . Foucault ) 1851年在巴黎万神殿的圆拱屋 
顶上悬挂一个长约 6*7 m 的大单摆，发现在摆的过程中，摆动平面不断作败 
时针方向的偏转，从而证明地球是在不断自转的。图2 -52 就是著明的傅科 
摆摆面轨迹的示意图，图 a 和图 b 分别属于两种不同的典型初条件情 形參。 
下面我们来计算傅科摆摆面进动的角速度与纬度少的关系。 



图 2 - 52 痺科摆的轨速 


• 本图采自：陈刚.傅科摆轨道的计算与讨论.大学物理，1993, 17(8): 6 - 8; 
为了使进动的效果明显，计算时将地球的角速度夸大了 500倍。 
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如图 2 - 53 所示，设傅科摆于某时刻处于 
位置0,过一时间…后它随地球自转到 0'. 通过 
0, 0' 作子午线的切线，共同交地轴于 iV 点。在 
0点的水平面（即地球的切面）上选直角坐标系 
其中02/指北， Oa : 指东。将此平行移动籲 
到 0' 点， O ' x ，、0， y ， 分别与 Ox 、 Oy 平行。这 
时， 04' 与的夹角，它等于 人 ONO ' ，就是 
摆面转过的角度。 

/. ONO ' =00 '/ON 
= OOV ( OC / cosd ) = / LOCO ' cose , 

而乙为地球自转的角速度，沒是 
纬度的余角）。于是 

o =<ocose = ojsinil /, (2.51) 

上式表明，在南北极处 0 =± ir / 2 , n =± io ； 在赤道 
处於 = o , n = o . 

傅科摆摆面的进动非常缓慢，现察起来得有点耐 
心。下面介绍一个实验，可在课堂里演示，效果非常直 
观。如图2 _54所示，两个圆盘形底座 B , 和 B 2 互相叠 图2 - 53 傅科摆摆面 

放 • B , 旁装有一 逬动的角速度 

柄 H , 可推着它在艮光滑地转动 （ B , 和艮间垫一 
层聚四氟乙烯 T , 以减少 摩擦〉 。一根圆形截面的 
细钢丝斜插在 B , 的中心，与法线成角，取= 
arccos 3/4=41.4 l °. 在钢丝的顶端装一 质世为 r » 
T 的小球，它可沿任何横方向振动。实验开始时让小 
球左右振动，推 H 让 B , 慢慢旋转一周，小球的振 
动方向转过2 7^080 = 3^1/2,变成上下振动。读者 
可以自己体会一下这个实验的道理是与傅科摆 --- 
样的。 

图 2 -54 振动面 例 S 16 质量为 m 的小环套在半径为丑的 

逬动的演示实验 光滑大®环上，后者在水平面内以勾角速 0； 绕其 


參这里涉及到坐标架在曲面上“平行运移 （parallel transport ) ”的问题。若在三 
维空间里 OV 、 O ’ z ’ 严格地与0»、 Oz 平行，则 a ；， oy 不与地球表面相切，我们还需把 
它们投影到切面（即 0' 处的水 平面） 上。“平行运移”的原则是沿原平面的法线方向投 
影。投影后引起平面内角度的变化是高阶小景.可忽略不计。 
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上一点0转动。试分析小环在大环上运动时的切向加速度和水平面内所受约束力。 

解 :如图 2 -55 所示，用 4 代表小环所在位置, (7 为大圆的圓心，以直径 OCB 为极 
轴，设位 矢江？ 与极轴间的夹 角为炉 ，位矢^与极轴间的夹角为显然有史 =0/2. 在随 


大环转动的参考系内，共有三个水平 的力： 大环的约束力 AT (法向）、惯性离心力= 
mrio '( 沿江？）、科里奥利力 / c =2?»伽（法向），这里 r= 


OA =2ftco&p, = 为小环相对于大环的速度（显 

然是在切线方向上）。由图可见 
(1) 切向加速度 

<ii = ^/|f,sin^> = r«i> : sin^> 

= 2Roj 2 cos^>sin^i = Rat 2 sin0. 

此式表明，小环的运动 和_ 个单孩一样，以丑为平衡位 



t 来回攫动。 

(2) 水平面内约束力 

-N 七 f c -f m% cosip = ma n = 

由此得 

N = -/(**cos<p +/ c - - = - mro) 2 cos 

=~ ^TnRoj^cos^tp + Itnvo) — = — m 


图 2 - 55 例题 16 —— 
约東在绕 B 周上一点 
旋转圆环上的运动 


+ 2mv<o 

1 + coaO) + 2mvca - 


从以上两个例题可以看出，对于有的问题，采用非惯性系比惯性系方 
便。在非惯性系内不能直接运用牛顿定律，但是只要把惯性力考虑进去，处 
理问题就和在惯性系中一样了。 

4.5 牛顿绝对时空观的困难和慣性的起® 


牛顿力学是讨论物体的运动状态及其改变的，其描述脱离不开参考系。牛顿定律并 
不适用于所有的参考系，后人把牛顿定律适用的参考系叫做惯性参考系。然而，牛顿力 
学的理论框架本身并不能明确给出什么是惯性参考系。牛顿完全了解自己理论中存在 
的这一薄弱环节,他的解决办法是引人一个客观标准——绝对空间，用以判断各物体 
是处于静止、匀速运动,还是加速运动状态。 

牛顿承认，区分特定物体的绝对运动 （ 即相对于绝对空间的运动）和相对运动并非 
易亊。不过，他还是提出了判据^譬如，用绳子将两个球拴在一起，让它们保持在一定距 
离上，绕共同的质心旋转。从绳子张力可以得知绝对运动角速度的大小。 

“水桶实验”是牛顿提出的 另一个 更著名的实验。实验的大意如下:一个盛水的桶 
挂在有条扭得很萦的绳子上，然后放手，于是如图2 - 56所示。 

(1) 开始时，桶旋转得很快，但水几乎静止不动。在黏滞力经过足够的时间使它旋转 
起来之前，水面是平的，完全与水桶转动前一样。 

(2) 水和桶一起旋转，水面变成凹状的抛物面。 
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(3) 突然使桶停止旋转，但桶内的水还在转动,水面仍然保持凹状的拋物面。 

牛顿就此分析道，在第 
(1)(3) 阶段里，水和桶都有相 
对运动，而前者水是平的，后者 
水面 凹下； 在第（2)(3〉阶段里， 

无论水和桶有无相对运动，水面 
都是凹下的。牛顿由此得出结 
论: 桶和水的相对运动不是水面 
凹下的原因，这个现象的根本原 
因是水在空间里绝对运动（即相 
对于牛顿的绝对空间的运动）的 
加速度。 

绝对空间在哪里?牛顿曾经设想•在恒星所在的遥远地方，或许在它们之外更遥远 
的地方 c 他提出假设,宇宙的中心是不动的，这就是他所想象的绝对空间。从现今的观点 
来看,牛顿的绝对时空观是不对的。不过，牛顇当时淸楚地意识到.要给惯性原理 以—个 
确切的意义， sir 就必须把空间作为独立于物体惯性行为之外的珉因引进来。爱因斯坦 
说: “对此，牛頓自己和他同时代的最有批判眼光的人都是感到不 安的; 但是人们要想给 
力学以清晰的意义，在当时却没有别的办法。"•爱因斯坦还认为，牛顿引人绝对空间， 
对于建立他的力学体系是必要的。这是在那个时代••一位具有胬高思维能力和创造力的 
人所能发现的惟一道路。” • 

牛钡的绝对空间概念曾受到同时代的人，如惠更斯、莱布尼兹等的非难和诘问，但 
由于牛顿力学的巨大成就，200余年中一直为人们普遍接受。其间也有反对的，代表性 
人物是英国主教贝克莱，他 说:“ 让我们设想有两个球，除此之外空无一物，说它们围绕 
共同的中心作圆周运动.是不能想象的。但是，若天空上突然产生恒星，我们就能够从两 
球与天空不同部分的相对位置想象出它们的运动了。”如果宇宙中只有这两个球，而它 
们又俅牛顿所设想的那样，被一根绳子栓着，谁能回答它们是否绕共同的质心旋转，以 
及绳中有没有张力?这的确是很难想象的。 

贝克莱是唯心主义哲学家，不懂物理。首先在物理学界产生巨大影响的是奥地利物 
理学家马赫 （ E _ Mach 〉。 

马赫认为，牛顿水桶实验中水面凹下，是它与宇宙远处存在的大量物质之间有相对 
转动密切相关的„当水的相对转动停止时.水面就变成平的了。反过来，如果水不动而周 
围的大贵物质相对于它转动，則水面也同样会 凹下。 如果设想把桶壁的厚度增大到几公 
里甚至几十公里，没有人有资格说出，这实验将会变成怎样。而他本人相信，这—怪桶的 
旋转将真的对桶内的水产生一个等效的惯性离心力作用，即使其中的水并无公认意义 



(2) (3) 

-56 牛顿 •• 水桶实验 ” 


參爱因斯坦文集.许良英，范岱年编译.第一卷.北京:商务印书馆 ,1976,543 
• 同上.第 15 页 
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下的转动。马赫的思想归结为一切运动都是相对于某种物质实体而言的，是相对于远方 
恒星（或者说是宇宙中全部物质的分布）的加速度引起了惯性力和有关效应。 

我们不妨设想，在北极挂上一个傅科摆 C 天空阴®不见日月，人们默畎地现察着摆 
面的进动.苦思着产生这现象的根源。忽然云消雾敢.豁然开朗，满天星斗历历在目。人 
们惊奇地发现.摆面的进动是与斗转星移同步的。如果你忘记了，或根本不知道,脚下的 
地球在朝相反的方向自转.你很可能怀疑，是否摆面是被远方的星星拽着一起旋转的。 
如果你承认自己脚 F 的地球在白转，而博科摆的摆面由于惯性而不动，你很自然就把远 
方的恒星当作惯性参考系了。除了有形的物质.要在冥冥之中设想出一个绝对的惯性参 
考系来.不是有点太神秘了吗？ 

马赫的深邃思想一时不为人们所理解.却给了爱因斯坦以极大启发，引导他于1915 
年创立了广义相对论。在此之前 .1913 年6月25日爱因斯坦写信给马赫： 

明年日贪时将会证明，以#考系的加速度同引力场等效为基础的基本假设是否真正 
站得住。果真如此，则您对力学基础所作的貼切研究.将不頋普朗克不公正的批评而 
得到光辉的证实。因为宪全按照怨对牛顿水檷实验的批判，_个必然的后采是 ：惯性 
来源于物体的一神相互作用。这里的第一个推论写在我文章的第6页上，再补充两 
点••⑴ 如果加速一个很重的物质充层，則包含在此壳层里的质量会受到一个加速的 
力。 (2) 如果相对于恒星围绕中心轴旋转此壳层，壳内将产生一个科里奥利力，亦即， 
傅科摆的摆®将被电引（实际上曳引的角速度小得无法测董>。 

马赫的思想对广义相对论的建立影响如此巨大，爱因斯坦于1918年前后使用了“马赫 
原理”的说法，以表达 F 列命 埋:时 空的局部结构（从而试探质点的惯性行为），仅由质 
坩和能 M 的分布所决定 c ♦爱因斯坦认为，马#雎理应能在广义相对论中得到体现。他 
设想•影响惯性的那种物质间相互作用应是引力,但不是牛顿的 I / 〆 引力。与电磁相互 
作用类比,牛顿的引力相当于库仑的静 电力； 此处要求的是一种正比于 1/ r 的“福射 
力”，这应在广义相对论中得到印证。 1918-1921 年间仑斯 （ ILense ) 和锡林 （ H . 
Thirring ) 根据广义相对论导出一个旋转球壳产生曳引作用的公式 :• 



式中4分别是球壳的质量，半径、角速度， G =6_67 xlO— M N . mVkg 2 是引 
力常量， C =3 x 〗0* m / s 是光速。 A 是个无量纲的因子（顺便说起，如果知道广义相对论与 
普适常 ttG 和 c 有关,并知道它们的量纲式，则 (2. 52) 式的结构51从敏纲分析法得 到〉。 
k 与摆相对于球壳的位 S 有关： 


參 马赫是于1916年去世的，生前他没有给爱因斯坦直接回过信，只是在 （物 理光 
学原理》一书的序言中公开作了答复，表示他反对相对论。该书直到1921年才出版，在 
此之前，爱因斯坦不知道马赫反对相对论的态度。 

• H . Thirring . PAys . Z. .19(1918) ,33 - 39 -.Phys.A. ,22(1921) .29 - 30； 

H . Thirring and J . Lcnse . PAys . Z. .19( 1918),156 - 163 
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k _ f 4/3， 球壳内任何地方，或南北极 

"1-2/3, 球壳外赤道处 

以上结果证实了爱因斯坦的想法。 

现在让我们回到挂在北极的傅科摆。地球自转着，它与远方的恒星朝相反的方向 
曳引着摆面。若要用 (2.52) 式计算一个球体（如地球、太阳），乃至整个宇宙的曳引作 
用，可采用叠加法。对于刚体 

w 練 c 1 ^ Ri ' 

假定恒星之间的相对运动可忽略,整个宇宙的曳引作用可写为 

= k G _\ ^51 ° 宇窗 

c 3 wt R st ^ B 宇宙 ’ 

上式右端称为宇宙的“惯性之和 （sum for inertia )"。 

G / c 2 =7.4 xlO - M m / kg , 地球 mdxK ^ kg , «-6 xl 0 6 m , m /«- 10 19 kg / m , 从而 
叫 -' O '', 确实是微不足道的。但是要说明为什么傅科摆的摆面完全跟着星空 
转，还需宁宙的惯性之和具有1的数里级。当今的天体物理和宇宙学的#法是，宇宙半 
径的数遣级可取做 KV ° l . y .= IO a m ， 欲使惯性之和具有丨的数量级。倒过来计算，则要 
求宇宙中物质的平均密度 p 具有 lO '^ g / cm 1 的数量级。当前宇宙学中用光度法估算出 
的宇宙平均密度 p =3 •这数值太小了一些。不过，人们一般的看法是，宇宙 

间存在着大撤的用光度法无法测到的暗物质< 参见第七章 4. 3节），实际的平均密度要 
比这数值大得多，究竞是多少，尚难确切估计，很可能和上面要求的数*级差不多。 

应当指出，即使数 S 级符合了，我们也不能说,上述锡林等人的理论已把马赫原理 
和广义相对论完全协调起来。进一步的讨论涉及到时空的弯曲、开宇宙和闭宇宙等问 
题,我们不再深人讨论下去了。 

暂时撇开全局性的问题不谈，我们怎样才能判别和实现一个较理想的 
惯性参考系，哪怕是在局部范围里也好。在牛顿力学的框架里，定义—个惯 
性参考系和表述惯性原理的困难之一，是如何判断—个物体是否受力.我们 
在 3. 2节里列举了各种力，其中多数是接触力，只有宏观的电磁力和万有引 
力是长程的。由于电荷有正有负，电磁力可以屏蔽，引力是无法屏蔽的。所有 
与一质点相距很远的物体总质量可以很大，怎能保证它们产生的引力总体 
上对该质点的影响是可以忽略的呢?爱因斯坦从惯性质童等于引力质量这 
一事 实看出，引力和加速度产生的惯性力是等价的，我们可以把这两个概念 
及其区别淡化起来，于是，把坐标原点固定在一个在引力场中自由降落 
(free falling ) 或者说自由飞行的物体上，坐标架由陀螺仪（见第四章）来 
定向，这便是一个相当理想的局部惯性参考系。有关这类系统内试探质点所 
表现的惯性行为，我们已在3_ 3节里考察过了。从升降机和航天飞机里超重 
和失重的例子看，由于惯性质量等于引力质量,牛顿力学所谓的“因加速度 





i . 伽利略相对性原理和非惯性系 



图2 - 57 牛顿与爱因斯坦关于慣性系概念的比较 


产生的惯性力”与“真实的引力"是等价的。平常我们把因地球自转引起的 
惯性离心力算在视重里，也在实际上承认了这种等价性。从牛顿力学的观点 
看，地面参考系才是惯性系，而自由降落的升降机则不是。但我们也可认为 
自由降落的升降机是惯 性系； 而在地面参考系内感觉到的重力，反而是它相 
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对于惯性系（自由降落的升降机）有向上加速度的效果。这是广义相对论的 
观点（参见图2 -57)。 

通常从牛顿力学的观点看,说地面不是一个很好的惯性参考系，因为地 
球有 自转; 地心参考系也不够好，因为地球还绕着太阳 公转； 日心参考系更 
好一些，但仍不是理想的惯性参考系，因为太阳绕着银河系的中心（银心） 
转(每 2. 5 x 10 8 年绕 一圈〉 。三者旋转的角速度依次为 
( o ] = 7. 3 x 10 _5 rad / s , 

o ) 1 = 2. 0 x 10' 7 rad / s , 

6> 3 = 8 x 10' 16 rad / s , 

确实一个比一个小得多。参考系旋转的非惯性效应是什么呢?按牛顿力学的 
观点看 有二: 惯性离心力和科里奥利力。其实前者不是主要的，地面参考系 
中的惯性离心力已计箅在视重里了，地心参考系和日心参考系的坐标原点 
都在引力场中作自由飞行，在这些参考系里惯性离心力是和引力相消的 。所 
以关键的问题在于科里奥利力，它只与角速度 w 的大小有关，与半径无关。 
所以 用上面列出的角速度大小,即可标志出各参考系偏离惯性系的程度。 


本章提要 

1. 惯性 定律： 自由粒子永远保持静止或匀速直线运动的状态。 

惯性参 考系： 对某一特定物体惯性定侓成立的参考系。 

实验表明，（〗）在惯性系中所有物体遵从慣性定侓； 

(2> —切相对于惯性系作勻 速直残 运动的参考系都是惯性系。 

惯性是时空（参考系）的性质。 

2. 相对性 原理： 不可能在愤性系内部进行任何物理实验来确定该系统作 

匀速直线运动的速度。 

对于物理定律来说，一切愤性系都是等价的。 

3. 惯性质置 : 物体惯性大小的量度。 

引力质量 to , ! :物 体引力性质的量度。 

饥慣=饥 5| — 等效原理： 

引力场中自由降落的参考系，等效于局域惯性系。 

4. 动量： p = mv . 

动量守恒定律 ：系统 所受合外力为0时， Ip ,. =常量。 

5 •力 ：在单 位时间内物体在相互作用中传递的动量， f = 




力的香加原理： = fi = ^ fij - 

对于物 体系，/ =■ = ^/,» 为合外力， 尸 = $> ■为系统的总动 董， 

6. 冲量： / = At . 

动量 定理： fFdt = P ( t ) - P (, t 0 ). 

Jh 

7. 牛顿三定律（只在惯性参考系成立） 

第一定津：惯性定侓= 

第二定律： F = = ma. 

运用隔*体法.分析各质点受力情况。 

第三 定律： 作用力与反作用力大小相等，方向相反，在同一直线上。 

( 1 ) 作用力和反作用力是相对而言的，没有主从之分，同时出现.同时消失。 

(2) 作用力和反作用力分别施于不同物 体上； 对同一物体永远不会抵消。 

(3) 适用于近®作用，每一时刻都成立。 

(4) 作用力和反作用力属子同一性质的力。 

8. 惯性力- If 性在非惯性系中的表现。 



f , = - ma. 

惯性离心力 / = rmo > 1 , 
科里奥利力 f c = 2 mvxat . 


思考题 


2-> 两个滑冰运动员，质*分别为60 kg 和40 kg , 每人各执绳索的一头。体重者 
手执绳端不动，体轻者用力收绳。它俩人最终将在何处相遇？ 

2-2. 以球击墙而弹回，由球和墙组成的系统动童守恒吗？ 

2-3. 人坐在车上推车,是怎么也推不 动的; 但坐在轮 
椅上的人却能让车前进。为什么？ 

2-4. 使百米赛跑运动员加速的是什么力？有人说是 
地面给跑鞋的摩擦力。如果是这样，岂不和运动员本人的体 
力无关了吗?你的意见如何？ 

2-5. 在一次中学生物理竞赛中，赛题是从桌角4处 
向 B 发射-个乒乓球•让竞赛者在桌边 S 处用-只吹管将 
球吹进球门 C < 见本题囝），眷谁最先成功^某生将吹管对 



思考《2 -5 
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准 C 拼命吹，但球总是不进球门。试分析该生失败的原因。 

2 - 6 . 细线中间系一重物,如本题图所示，以力拉下端。缓慢地拉, 
或用力猛拉，上下哪根线先断？ 

2-7. 杂技表演中，在一个平躺的人身上压一块大而重的石板，另 
—人以大锤猛力击石，石裂而人不伤^试解释之。 

2-8 在上题中有人建议用很厚的棉被代替石板.会更安全。你同 
意吗？ 

2-9. 当你站在秤台上,仔细观察你在站起和蹲下的过程中，台秤 
的读数如何变化。试用牛顿定律解释之。 



2-10. 设想惯性质 a 和引力质 a 并不相等，有两块石头，惯性质量相同而引力质 
遣不同，自由降落时它们都作匀加速运动吗?它们的加速度相等吗？重童相 等吗？ 若设 
两块石头引力质童相同而惯 性质緻 不同,情况又如何？ 

2-11. 悬挂一根重绳使自然下垂，其内张力怎样随 
高度变化?若悬挂点突然脱落，情况又如何？ 

2-12. 拖着一根重绳在粗槌的水平面上匀速前进， 

它各点的张力一样吗？ 

2-13. 如本題图所示，在两根等高的立柱之间悬挂 
-根均匀重绳绳中点 <7处的张力比它本身重屋的 



大小 如何? 试分析这与悬点的角度0有什么关系。 

2-14. 两个弹簧等长，劲度系数分别为 / t , 
和心，就它们串联起来，等效的劲度系数为多 
少?若并联呢？ 

2-15. 说摩擦力总和物体运动的方向相 
反,对吗？ 



2-16. 用同一力尸和同一角度0分别以本 思考 H 2-16 

题图 a 、 b 的方式推或拉一个物体，哪种方式可 
使物体获得较大的加速度? 若力尸 不够大，物体不 
动,试比较两种情况下摩撩力的大小。 

2-17- 春暖河开，冰面上一块石头逐渐下 
陷。有 人说： ••冬 大冰硬 ，冰面的反作用力等于石 
头的压力，石头不下陷。春天冰面变软，它的反作 
用力达不到石头的压力，故而石头下陷。”这种解 
释对吗？ 

2-18 串在同一木芯上的两磁环以同极相 
对，上环因斥$而悬浮（见本题图）。磅秤的读数， 

除木芯外，显示一个磁环还是两个磁环的重童？ 思考 JS 2- I 8 

若两磁环异极相对，它们将吸在一起。这时下环受到的压力大于上环的 
重量吗?磅秤的读数大于木芯加两磁环的重量吗？ 




2 -19. 如本题图所示，将一铝管竖立在磅秤上，将一比管的内径略思考题2_19 


小的球从上端投人。试分析磅秤读数的变化。 
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2-20. 旋转一把被雨水淋湿的伞，水滴将沿切线还是法线甩出？ 

2-21. 以绳系石在竖直平面内旋转，石头在最髙点时受到哪几个力？有人说:重力 
和绳的张力都是向下的，石头必然还受一个向上的离心力，否则它为什么不掉下来？这 
话有没 有一些 道理？ 

2-22. 试解释，为什么北半球的河流对右岸冲刷得较厉害，而南半球的河流则对 
左岸冲刷较厉害？ 

2-23. 试论证动童守恒定律 (2.23) 式和动童定理 (2.26) 式在伽利略变换下的不 
变性。 

2-24. 如果牛顿第二定律不是/=»1«1,而是 /= m «(« 为速度伽利略相对性原理 
还成立吗？ 

2-25. 怎样理解伽利略相对性原理的表 述:“ 不可能在惯性系内部进行任何物理 
实验来确定该系统作匀速直线运动的速度。”司机在汽车内通过车速表不就可以知道 
汽车的速度了吗?这违背伽利略相对性原理吗？ 

2-26. 跳水运动员从 弹离跳 板腾空而起到落下的过程中，哪一阶段超重，哪一阶 
段失重？ 

2-27. 4.4 节中讨论了匀速旋转参考系中的惯性力，证明在加速旋转的参考系中 
还多一项惯性力 - wm , 这里 a 是与角加速度相联系的切向加速度。 

习 题 


2-1. —个原来静止的原子核，经放射性衮变，放出一个动置为 9.22 xl ( T l 6 g * cm/s 
的电子，同时该核在垂直方向上又放出一个动置为 5. 33 x 10 14 g - cm / s 的中微子。问蜕 


变后原子核的动董的大小和 方向。 

2-2. 质*为的木块静止在光滑的水平桌面上。 
质置为速率为 V 。的子彈水平地射人木块内 （ 见本题 
图）并与它一起运动。 



<1)求子弹相对于木块静止后.木块的速率和动*. 习 *2-2 

以及子弹的 动量； 

(2) 在此过程中子弹施于木块的冲置。 

2-3. 如本题图，已知绳的最大强度 r o = I . OOkgf , m =500 g,i 
= 30.0 cm . 开姶时 m 静止。水乎冲量/等于多大才能把绳子打断？ 

2-4. —子# 

水平地穿过两个前 
后并排在光滑水平 
臬 面上的静止木 
块。木块的质量分 
别为 m , 和 mj , 设 


乂 Q □ 

to ^2 | C> 


6 r 


习 *2 


习 *2 


子弹透过两木块的 
时间间隔为 t , 和 

设子弹在木块中所受阻力为恒力/，求子弹穿过时两木块各以多大的速度运动。 

2-5. 质量 70 kg 的渔人站在小船上，设船和渔人的总质量为 200 kg _ 若渔人在船上 


向船头走 4.0 m 后停止。试 问: 以岸为参考系，渔人走了多远？ 
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2-6. 两艘船依惯性在静止湖面上以匀速相向运动，它们的速率皆为 6. Om / s . 当两 
船擦肩相遇时，将甲船上的货物都搬上乙船，甲船的速率未变，而乙船的速率变为 4.0 
m / s . 设货物质童为 60 kg , 求乙船质埴 = 

2-7. 三只质 fi 均为 Af 的小船鱼贯而行，速率均为 t >. 由中间那 R 船上同时以水平 
速率 M (相对于船）把两质 M 均为 m 的物体分别抛到前后两只船上。求此后三只船的速 
率。 

2-8. —质 ft 为 Af 的有轨板车上有况个人,各人质董均为 m . 开始时板车静止。 

(1) 若所有人一起跑到车的_«跳离车子,设离车前它们相对于车子的速度为 u , 
求跳离后车子的 速度； 

(2) 若 W 个人一 个接一 个地跳离车子，每人跳离舫相对于车子的速度皆为 u , 求车 
子最后速度的表 达式； 

(3) 在上述两种情况中,何者车子获得的速度较大？ 

2 - 9 . —炮弹以速率％和仰角氏发射，到达弹道的 

K 高点时炸为质量相等的两块（见本题图），其中一块以 
速率铅垂下落，求另一块的 速率％ 及速度与水平方向 
的夹角（忽略空气阻力>。 

2-10. 求每分钟射出 240 发子弹的机枪平均反冲 
力，假定每粒子弹的质置为 IOg , 枪口速度为 900 m / s . 

2-11. —起始质 S 为叫的 火箭以恒定率 | dM/df |=/x 排出燃烧过的燃料,排料相 
对于火箭的速率为 IV 

( a ) 计算火箭从发射台竖直向上起动时的初始加 速度； 

( b ) 如果％ =2000 m / s , 则对于一个质置为 lOOt 的这种火箭，要给以等于 0.5 j ; 的 
向上初始加速度，每秒钟必须排出多少 kj ? 的燃料？ 

2-12. 一个三级火箭，各级质设如下表所示，不考虑重力，火箭的初速为 0. 


级别 

发射总质 t 

燃料质墩 

燃料外壳质 《 

-级 

60 t 

40 t 

10 t 

二级 

10 t 

20/3 t 

7/3 t 

三级 

It 

2/3 t 



(1) 若燃料相对于火箭喷出速率为 M =2500 m / s , 每级燃料外壳在燃料用完时将脱 
离火箭主体。设外壳脱离主体时相对于主体的速度为0.只有当下一级火箭发动后，才将 
上一级的外壳甩在后边。求第三级火箭的最终 速率； 

(2) 若把 48 t 燃料放在 12 t 的外壳里组成一级火 
箭.问火箭最终速率是多少。 

2-13. 一宇宙飞船以恒速 d 在空间飞行,飞行过 
程中遇到一股微尘粒子流,后者以 dra/At 的速率沉积 
在飞船上。尘粒在落到飞船之前的速度为《.方向与 
相反,在时刻 < 飞船的总质量为 Af ( t ) , 试问： 要保持飞 
船匀速飞行，需要多大的力？ 

2-14. —水平传送带将沙 子从一 处运送到另一 
处，沙子经一垂直的静止漏斗落到传送带上，传送带 
以恒定速率 v 运动着（见本题图 a >。 忽略机件各部位 







的摩擦。若沙子落到传送带上的速率是 dm / df , 试问： 

(1) 要保持传送带以恒定速率《运动，水平总推力 F 多大？ 

(2) 若整个装 置是： 漏斗中的沙子落进以匀速 I •在平直光滑轨道上运动的货车里 
(见本题图 b >, 以上问题的答案改变吗？ 

2-15. —质量为 m 的质点在乎面上运动，其位矢为 
r = a costot i + b siruotj ^ 

求质点受力的情况 c 

2-16. 如本题图所示 ，一 质鼉为 m A 的木块 A 放在光滑 53*2-16 

的水平桌面上. A 上放 S 质 M 々 m B 的另一木块 B , A 与 B 之 

间的摩•擦系数为 P 现施水平力推 A , 问推力至少为多大时才能使 A 、 B 之间发生相对 

运动。 

2-17. 如本题图所示，质量为的三角形木 
块.放在光滑的水平面上.另一质 S 为 m , 的立方木 
块放在斜面上。如果接触曲的摩揀可以忽略，两物 
体的加速度各若干？ 

2-18. 在桌上有一质讶 m , 的木板。板上放一质 
a 为的物体。设板与桌面间的摩报系数为，物 
体与板面间的摩擦系数为 A ，欲将木板从物体下抽出，至少要用多大的力？ 

2 19. 设斜面的倾角 6( 是可以改变的.而底边不变。求 

(>) 若摩擦系数为 M , 写出物体自斜面 顶瑞从 静止滑到底端的时间 t 与倾角0的关 
系； 

(2) 若斜面倾角<», =60°与 =45°时，物体下滑的时间间隔相同，求摩揀 系数斗 
2-20. 本®囝中各悬挂物体的质《分别为 : m y =3.0 kg , 7^=2.0 kg , 1.0 kg . 
求 w , y 降的加速度。忽略, ft 挂线和滑轮的质屋;.轴承摩擦和阻力,线不可伸长。 


习 *2-20 习 U 2-2 I 习题 2-22 

2-21. 在本 H 图所示装置中 . to , 与》1 ; 及^与斜面之间的摩擦系数都为 M ，设 
斜面的倾角0可以变动。求0至少为多大时 m , 、才开始运动。略去搰轮和线 
的质#及轴承的庠擦.线不可伸长。 

2-22. 如本题图所示装置，已知质量 m ,、 m : 和 
w 3 , 设所有表面都是光滑的，略去绳和滑轮质量和轴 
承摩擦。求施加多大水平力尸才能使 to , 不升不降。 

2-23. 如本题图所示，将质量为 m 的小球用细 
线挂在倾角为 e 的光滑斜面上。求 







习題2 - 23 
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(1) 若斜面以加速度 a 沿图示方向运动时，求细线的张力及小球对斜面的正 压力； 

(2) 当加速度 a 取何值时，小球刚可以离开斜面？ 

2-24. —辆汽车驶人曲率半径为 ft 的弯 


道。弯道倾斜一角度轮胎与路面之间的摩擦 




系数为於求汽车在路面上不作側向滑动时的 
最大和最小速率。 

2 -25. 质量为 m 的环套在绳上， m 相对 
绳以加速度 a ' 下落。求环与绳间的摩擦力。图 
中为已知 c 略去绳与滑轮间的摩擦， 
绳不可伸长。 

2-26. 如本题图，升降机中水平桌上 
有一质 M 为 m 的物体 A , 它被细线所系，细 
线跨过滑轮与质童也为 to 的物体 B 相连。当 
升降机以加速度《 上升时，机内的人 

和地面上的人将观察到 A 、 B 两物体的加速 
度分别是多少?（略去各种摩擦，线轻 a 不可 
伸长。） 


习题2 - 24 



2-27. 如本题 图所示，一根长 i 的细 
棒.可绕其端点在竖直平面内运动.棒的一端有质量为 m 的 
质点固定于其上。 


(0 试分析，在顶点4处质点速率取何值，才能使棒 
对它的作用力为0? 

(2) 假定 m =500 g , f =50. Ocm , 质点以均匀速度《 = 
40 cm/s 运动，求它在 B 点时棒对它的切向和法向的作用 
力。 

2-28. _条均匀的绳子，质量为 m , 长度为 i , 将它拴 
在转轴上，以角速度 a •旋转，试 证明： 略去重力时,绳中的 
张力分布为 

T(.r) =^(f J -〆 ）， 

式中 r 为到转轴的距离。 

2-29. 在顶角为 2 a 的光滑圆锥面的顶点上系一劲 
度系数为的轻弹策,原长 1„,下坠一质置为 m 的物体， 
绕锥面的轴线旋转。试求出使物体离开锥面的角速度似 
和此时弹簧的伸长。 

2-30. 抛物线形弯管的表面光滑，可绕铅直轴以匀 
角速率转动。抛物线方程为》= ox 2 , a 为常数。小环套 
于弯管上。 

(1) 求弯管角速度多大，小环可在管上任意位置相 






习 题 


97 


对弯管静止。 

(2) 若为圆形光滑弯管，情形如何？ 

2 -31. 在加速系中分析 2-25®。 

2-32. 在加速系中分析 2 -26 题。 

2-33. 在加速系中分析 2 -30® = 

2 -34. 列车在北纬30°自南向北沿直线行驶，速率为 90 km / h , 其中一车厢重 50 t 
问哪一边铁轨将受到车轮的旁压力。该车厢作用于铁轨的旁压力等于多少？ 


第三章机械能守恒 
§1.功和能 


1 .1 历史性的评述 


“力学 （ mechanics )” 和“机械装置< mechanism ) ”二词，在欧洲各国的语言里是 
问源的.因为除天文学外.推动力学产生和发展的，主要是对机械装置原理的研究< 机械 
装置可以有动力、传动、运输.工艺.控制，直到现代化的逻辑等各种功能。在第一次工业 
革命 （18 世纪60年代到19世纪80年代）以前，手工业作坊和手工业工场里使用的机械 
基本上是 T 艺机械。那时在生产中代替人力作为动力的，只有畜力、水力和风力。这些能 
源受到地域，季节等各种条件的限制,使用起来并不很方便。由于工业和科学水平的限 
制.当时人们还不大可能想象出通用的动力机械装 S . 但是用机械来代替繁 t 体力劳动 
• P 就是人们的夙愿,很多人把这种撖望的实现寄托在永动机 J _。 

永动机是人们幻想的一种机械装罝.它一经启动，就行运转 F 去.不断作出有用 
的功。企图制造永动机的 M 早 id 栽.大约出现在13世纪。此后各种水动机的设计层出不 
穷，一直延续到19 W 纪工业 申命后 ，势头才有所减弱。即使到今天，还不时有人提出一 
些实质1：是水动机的装 ffi . 只不过它们伪装得史好,史不易被识破罢了。 


历史上最有名的机械永动装 ffi 之一是17 世纪 
30年代英闰渥*斯特 ( Worcester ) 侯爵制造的 t 其原 
理性结构如图3 -丨 所示,在转动 《 的大轮子下降的一 
所有重物都移到比上升的一 _离轴较远的地方， 
从而可以施加较大的力矩，推动轮子不断地旋转下 
去=渥寒斯特的轮子直径 I 4 英尺，载有50镑的1物40 
个，足见其气魄之大。他本人的 i 己载中只提到，査理一 
世和宫廷显贵们现 看过此 轮的运行试验，但未宣布它 
是否实现: T 永动的设想。另一有名的例子，是一个名 
叫奧菲罗伊斯 < OrfT yreus > 的人发明的装置。按照荷兰 
物 J 1 学家赫拉弗桑德 （ W . J . Gmvesande ) 的记栽，此装 



置是个用帆布蒙在木架上做成的大鼓.其直径约12英尺，厚 I 4 英寸，装在一个铁轴上， 
可以旋转。他描 写道: 此鼓从1717年丨丨月到1718年 I 月在一个锁住的房间里连续地转 
了两个月，但发明人不让他观察装置的内部结构。后来，发明人的一位女仆宣称,是她在 
隔壁的房间里操纵着这个装置。也不知这话是否可信，可是主人感到赫拉弗喿德来者不 
善.就自己把装 H 拆掉了。 


千万次的失败并没有使所有的人认输,总有一些人陷在永动机梦想的泥潭里不能 
自拔，并死死纠缠着要别人接受他们的设计方案 3 在这种情况下巴黎科学院在1775年 
不得不通过决议，正式宣告拒绝受理永动机方案。直到现在，美英等许多国家的专利局 
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都订有限制接受永动机方案的条款。 

在“发明永动机”的热潮中，真正的物理学家头脑是清醒的。荷兰科学家斯泰芬 ( S . 
Stevin ) ,在1586年出版的重要著作 （静力 学原理> 中是这样导出斜面上静力学平衡原理 



的 :如图 3 - 2 所示,将一挂由相同 
小球申成的链子跨置在三角形 ABC 
上。如果小球沿斜面所受的力等于 
它们的 Stt , 则链子左边受到的总 
力比右边大，它将向左滑移，而且运 
动将一直持续下去。在斯泰芬宥来 
这是不可能的。从而他得到这样的 



结论: 小球所受的力与斜面的长度 
成反比。用现代的语言来说，就是沿 
斜面的分力正比于仰角的正弦，这 
相当于给出了力的分解法则。斯泰芬如此珍视上述成果，把球链斜面的图设计在 〈静力 


田 3 -3 斯泰芬著（静力学 潭理》 摩页上的图案 
上®文字的意•是，神奇并不神奇” 


学原埋> —书的扉页上 （ 见图3 -3〉。在斯事芬之后约半个世纪，伽利略用斜面实验论证 
惯性定律的时候.也采用了类似的推理方法。我们在第二章 I . 1节介绍这个问题时，曾 


引述了伽利略的结论•说不论两斜面的斜率如何，从一个斜面滾下的球沿另一斜面上升 


时，不会超过原来的离度（参看图 2-1) 。伽利略是这样论证 的：如 果超过原来的高度， 
可用小桶把这个球接 T 来,水平地运送到原来的斜面上，再让它滚下，它在另一斜面上 
将达到更髙的高度。如此反复操作，我们可以把球提升到任意高度。这样，当这球下落 
时，它 SJ 以驱动任何机械。在伽利略看来,这也是荒谬的。现在人们常用能置守恒定律来 

否定永动机，而19世纪能 懂守恒 定律的三个创始人之-亥姆 S 兹当年却是用不可 

能有永动机来论证能址守恒定律的。所以，上述三位不同时代的科学家都对水动机的不 
可能实现深信不疑.并由此出发，分别论证了静力学、动力学和能 M 守恒的原理。 

人们造出机器，是为了让它作功。“功”的槪念在一般人的感觉中是现实的，具体 
的。什么是“能馕”?按照麦克斯韦的定义，它是一个物体所具有的作功能力^ 一个运动着 
的物体(如冲床上的冲头）具有作功的本领,所以说它具有 能量； 与物体运动相联系的 
能量应该叫做“动能”，这并不难接受。然而，把一个重物举到一定的高度，当它下落时能 
够作功。可否说,只在重物下落的过程中它才逐渐获得能量.抑或当它静止地停在一定 
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高度上时已具有了潜在的能 M (即“势能”）？若不是这样.能童就会突然无中生有。历史 
上，在一般人心目中对这一点是有保留的，因为他们总觉得潜在的东西带有不可捉摸的 
神秘色彩。现在情况好多了，水力发电站比比皆是，至少重力势能已 不那么 神秘。在第二 
章 2. 1节里我们谈过 一点守 恒思想的渊源，追求某种东西守恒是产生科学思想必不可 
少的条件，科学家们常有寻找守恒量的强烈愿望，与运动相联系的守恒里长久以来就是 
物理学家们寻找的目标。从守恒的观点来看，“势能”的概念是不能没有的。这样，我们 
就谈到了与运动守恒量相关的几个观念 :功、 动能和势能。 

上面我们谈功和能的概念只是定性的，将这些概念科学地加以定埔化，就不那么容 
易了，在历史上曾经历相当长的混乱和争论的过程。第二章 2. 1节里提到的莱布尼兹与 
笛卡儿关于 mt ) 2 和 mi ) 之争，就是最典型的例子。下面我们从现代的观点对这些概念— 
一地予以重新定义。虽然在我们将要导出的表达式里许多是大家早就熟悉的 ，可 是对本 
课的读者来说，推理所用的逻辑是全新的。 

1.2 重力势能 

在下面的推理中,我们的前提是永动机不可能。它的依据是从千千万万 
人的实践中总结出来的经验事实。 

人们曾设想过各式各样的永动机，这里我们只讨论举重机械。如果有这 
样一架举重机械，当人们运用它完成一系列操作之后，装罝回到了初始状 
态，在此过程中产生的净效果，是把一定的重1提升了一定的高度,则我们 
说，这就是一架永动机。有了这样一架举重的机械，完成其它操作的永动机 
就都变为可能的了。因而我们只需假设，这种举重式的永动机是不可能的。 

作为最简单的举重装置之一，我们追随斯泰芬，也研究斜面装罝。不过 
为了简化讨论,我们把装置改为图3 - 4所示的形式 :三 角形是直角的，斜边 
与铅直边长度之比为71,跨过顶部滑轮的一根细线两端 各系一 个重球 。起 
初，大球在斜边的底部,小球在竖边的顶部（见图3 - 4 a ) 。如果小球拖得动 
大球的话，则以小球降落高度 A 为代价，可以把大球提升高度见图 



图 3 -4 斜面举重装置 

3 - 4 b ) 。设小球的重 ft 为 《；， 它能够拖动大球的最大重量是 多少? 用本 
课前面已有的力学知识来回答这个问题是不难的：的大小要看摩擦力 
的情况如何了，摩擦力愈小，则 愈大; 在摩擦力趋于0 的情况下，趋于 



静力学平衡值 W / sin0 = « T «， 从而我们有 

w ' h ' = wh . (3.1) 

上面得到的式子 (3. 1) 是由斜面这个具体装置推导出来的，我们的问 
题是: 无论用什么举重机械，以 重物祕 下降一个高度&为代价，至多能够把 
多少重量 w ' 上举一个高度 V ?要普遍地回答这个问题，用本课前面已有的 
力学知识就不行了。下面我们从热学中卡诺 ( Carnot ) 那里借来一种绝妙的 
推理方法。 

我们把各种机械装置分成可逆的和不可逆的两种。为了阐明这个概念， 
先回到图 3 - 4中的斜面。假定两重物满足无摩擦时的静力学平衡条件 
w'sine = w . 实际的装置总是多少有些摩擦力的，要想从图 3 -4 a 的情况过 
渡到图3 -4 b 的情况，我们必需在重物 w 的一侧加点重量〃;要从图3 -4 b 
的情况再回到图 3 -4 a 的情况，则需把 s 移到—侧。我们说，这样的装置 
是不可逆的。随着摩擦力的减小几乎不需要附加任 何重簠 ，装置可以 
自行往返于两个状态之间。绝对没有摩擦的设想，当然是理想化的。我们说， 
理想的无摩擦装置是可逆的。显然，“可逆”和“不可逆”的概念可以推广到 
任何装置。有了这样的概念,我们就可以来回答上面提出的普遍问题了。结 
论是: 在给定 w 、/ i 、 / I '的情况下， （ 丨 ） 所有不可逆装置的都不大于可逆 
装置， （2) 所有可逆装置的都相等。下面用归谬法来论证这两个结论。 


所谓可逆装置，就是它既能够以重物 
w 的高度降低 * 为代价，把重物 《；' 提升一 
个高度 V ，又能够以重物 的高度降低/ I ’ 
为代价，把重物 w 提升一个髙度 / i . 如果某 
个不可逆装置在同样的条件下举起的重最 
w ” 大于可逆装置举起的重量(图3 - 
5 a ) ，我们就能够从中分出一部分 w / 来， 
以它降低高度 Y 为代价，反向操作那个可 
逆装置，把不可逆装置中降下来的重物 w 
恢复到原来的高度（图3 -5 b )。 这样一来， 
在其它所有状态都复原的情况之下，产生的 
净效果是把一个重量为 w "- w ' 的重物提升 



b 


图3 -5 若不可逆装置重 w * 
大于可逆装置举重 


了一个髙度 V . 这就导致永动机成为可能的荒谬结论。所以，上面的前提不 
能成立，实际情况应该是于是我们的结论 （1 ) 证讫。如果有两个可 
逆装置 A 和 B ， 在重物 w 的高度降低的同样条件下，能够把重量分别为 
和 w B ' 的物体提升一个高度 ft '， 则援用上述推理方法不难得知：因为装 
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置 B 可反向运行，只要永动机不可能，就应有 《； a '> Wb ' ; 因为装置 A 也可反 
向运行，只要永动机不可能，就应有 w B '> w A '. 最后只能是 wV = '，亦 

SP , 我们的结论 (2) 也证讫。 

无摩擦的斜面是一种可逆的举重装置，它的满足 （3. 丨）式。既然所 
有可逆装置提举的重量都一样，所以 （3. 1) 式适用于一切可逆装置，并 
规定了其它一切装置举重的上限。可见，它揭示了一条普遍的规律，具有非 
常广泛的意义。 （3. 丨）式告诉我们，在装置可逆（无摩擦）的条件下，重量 w 
和髙度的乘积这个量是守恒的，它代表着一种潜在的作功本领。我们称它 
为物体的重力势能， i 己作，即 

K * = wh = mgh , (3.2) 

式中 m 为物体的质 M , P 为重力加速度。上式表明 ，一 个物体在相同的高度 
上具有相间的重力势能。 

1.3 弹性势能 

被拉伸或压缩的弹簧也可以举重。如图3 - 6 a 所示，将弹簧的一端固 
定，另一端系一根绳子，绳子跨过滑轮，下面坠以秤盘。这时弹簧的长度为 
工 o . 现将 一1 物灰轻轻放在秤盘上，它随即由静止下降。设重物下降的最大 
高度为 t 亦即弹簧的最大长度为; r Q+ /i (图 3 -6 b )。 设弹簧服从胡克定律， 
滑轮没有摩擦，即 
装罝是可逆的，则 
秤盘将带了重物回 
到原来的高度，弹 
簧缩到原來的 K 度 
工 0 . 现在我们来计 
算弹簧的最大伸长 
凿和物体 重虽州 
= mg 的关系。 

设 z 为弹簧在 

任何时刻的长度， 图3 賴装置和麵 

按胡克定律，它给重物的力为 fc 为弹簧的劲度系数， /# 称 
为惮性力。按牛顿第二定律列出重物的运动方程： 

= - k(x - x 0 ) , 

等式两端乘以 dx = vd <, 

mvdv = mgdx - k(x - x 0 ) dx . 
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对从 rr =%到 x 0 + h 的过程积分.在此过程的两头速度 w 都等于0: 
m I vdv = mg I dr - k (x - x 0 ) dr , 

即 0 = mgh - - j -/ cA 2 , 


或 


mgh =~ kh 2 . 


(3.3) 


此式左端为重物在下降的过程中失去的重力势能，或在回升的过程中重新 
获得的重力势能。处于最低点的重物之所以能够回升到原来的高度,是因为 
被拉长的弹簧具有潜在的举重能力，或者说，它也具有某种“ 势能' 这种势 
能叫弹 性势能 ，在数_上应等于在可逆的情况下被它所举的1物所获得的 
事:力势能按 (3.3) 式，它又等于弹性势能占_的表达式应只 


与弹资的状态有关,这里的 A 应珲解为弹簧的伸长 S , 故对于任意仲长 t a ; 


-%,我们有 


E vn ( x ) = ^- k(x - x a )\ 


(3.4) 


这便是弹性势能的普遍表达式，它不仅适用于弹簧伸长(: r -心 >0) 的情形, 
也适用于弹簧缩短 ( x-a <0)的情形。 


1.4 动能 


伽利略说过 :重的 东西在坠落时所获得 
的冲力，足够使它回到原来的高度 : ，他用图3 
-7 所示的装置来说明这一点：单摆平常总 
是在同一高度的两点 C , 之间摆来摆去， 

如果在尺或 F 处钉上个钉子，则由 C 摆來的 
摆锤将分别摆到同一高度的点 G 和八从 G 
或/再摆回来时仍达到 （7. 在伽利略的话里 
已经包含了能最守恒思想的萌芽，其中“冲 图 3 - 7 珈利 略的摆 

力”应理解为动能，相等的髙度意味着相等的重力势能。不过要形成守恒定 
律，则需给出动能的定量表达式。 

回顾一下前面有关可逆机械的议论，不难看到，图3 - 7里摆锤在最低 
点所具有动能的数量，足以使它回升到一定高度，这高度应与它上升的路径 
和装置都没有关系。考虑如图3 -8 所示的情况，质点尸以速率《沿任意形状 
的光滑曲线向上冲，计算它上升的最大高度 fc . 取直角坐标系如图， Cte 轴 
和01/轴分别沿水平和竖直方向。令 ds 为质点/>移动的弧长，它在^/方向的 






投影为 d? / =dssinft 运 
用牛顿第二定律于切 
线 方向： 


- m 夕 sin 汐， 


= - 9 fs dt 
= - g ^ dy - 



图 3-8 沿任意光滑曲线滑动 


因 W = ds / d «, 上式可写成 

dv = - ^ dy , 或 vAv = - gdy . 

质点 P 爬上最大髙度时速率减少到0,将上式两端分别对此过程积分： 
m vdv = - mg dy , 

得 ymv 2 = mgh . 

亦即,要在数值上与原有重力势能相等，动能的表达式应为 

E k = jmv 2 . (3.5) 

此式的确只与物体当时的运动状态有关，与它如何达到这种状态和以后如 
何运动都没有关系。这是动能的正确表达式。 

1.5 功和功率 

我们知道,传给一个物体以动量，是 E , E ^ E k 

用力及其冲量来表 征的; 传给一个物体以 M — 國 • 

能量，要用什么来表 征呢？ \— ds ~\ 

从简单到复杂，从特殊到一般，我们 图 3 -9 -维运 动的功能关系 

先考虑直线运动。如图 3 - 9 所示，考虑一个物体在力/的作用下动能的 
改变 

警 = 羞 = mv f t =/v=f fr ( 3 . 6 ) 

吗= =/ ds . 


或 


(3.7) 
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(3. 7) 式表明，动能的增量等于力与位移的乘积。此式表达的是一个无穷 
小的元过程,对于有限过程，若/不是恒力，则需两边积分，于是得 


E v - e m = 


2 


/d S . 


(3.8) 


在刚才的讨论中物体沿直线运动，且力和位移的方向始终一致。普遍 
的情况是物体沿曲线运动，力和位移的方向可能不一样。在曲线运动中，法 
向加速度仅改变速度的方向.唯有切向加速度才改变速度的大小。用动力学 
的语言来说，只有力在运动方向的分敏才能改变物体的动能。这件事用矢量 
的标积来表示将是很方便的。我们知道,一个矢量与自身的标积等于其大小 
的平方，背如求矢量标积导数的公 式为： 


d , . . da . db 

dt (a ' b) = Tt ， b+a ， Tt' 


取 a = 6 = D ，则有 


d /^ 2 \ d , 、 dv 

dt iv) = dt ( v ' V )= 6i 




于是 (3. 6) 和 (3. 7) 式化为 

尝:广 。"•荖 ， ( 3 9 ) 

和 dB k = d (士 tow 2 ) =/.ds = fcosffds , ( 3 . 10) 

式中 0 是 / 和 ds 之间的夹角（见图 3-K))。 对于沿一定路径从点丨到点 2 的 
有限位移过程 ,（3. 8) 式中的积分要换成线 积分： 


E V1 - E kl = ~ mv 2 2 - jmv, 2 
= j 2 /. ds = / cosffds . (3.11) 




它表明，一物体在力 / 的作用下沿某一路径从一处 图 3 -10 功的定义 


移到另一处，其动能的增量等于力与位移矢量的标积（即力沿位移的分量 
与位移的乘积）沿运动轨道的线积分。这个积分定义为力/对该物体所作的 
功（记作 A): j 

A = [ f' As = ], /cos^ds. (3.12) 


(3.10) 式表明，动能是通过相互作用力作功来传递的。 

斜面、滑轮、杠杆等简单机械能够省力，但不省功。阿基米德的—句名言 
是许多人都熟 悉的: 给我一个支点，我可以举起地球!物体的重量源于地球 
的引力，地球本身的重量是没有意义的，举起地球就更没有意义了。我们姑 




且认为，阿基米德指的是在地球上举 
起一个质量与地球相等的物体。地球 
的质量约 6 xl 0 24 kg , 设阿基米德身体 
的重量为 60 kgf , 二者之比是10 23 •如 
果阿基米德所用的杠杆短臂一尺 
( l /3 m > 长，则长臂需长 
xlO 6 1. y . ，这是银河系直径的40倍！ 图 3 -II 阿基米 

为了节省空间，我们可以建议阿基米 绐我一个支点，我可以举起地球！ 

德用螺杠千斤顶，当然这不够，还需联上一系列减速的齿轮传动装置，把所 
需的力减到阿基米德的臂膀能够承担为止。设摇柄长一尺，从而转一阐的周 
长近 2 m , 阿基米德能够用 12 kgf 的力推动摇柄，每分钟转 12 阐,，要想把重 
物举高1 nun ,阿基米德就得推着摇柄转 2. 5 xlO 20 圈，才能作出同等的功来,, 
即使我们假设阿基米德能够废寝忘食、 fi 夜兼程地每天干24小时，也需要 
干上4 xlO 13 年,这是宇宙年龄的两千多倍!可见不是阿基米德举不动地球， 
而是作功的效率太低了。 

我们举上面这个例子，是想说明有时审要的问题不是能作多少功，而是 
作功的效率,即在单位时间内作多少功 。单 位时间内作的功,叫做功率. i 己作 
P - 若在时间间隔 dt 内作功 cL 4 ,则功率为 


因 （ L 4 =/. ds ,而 ds/dt = v ,所以 

P = fv . (3. 14) 

简单机械可以省力，但功率是不能放大的。 

从上面给出势能、动能、功的定义不难验证，它们都具有共同的量纲，这 
个量纲 [ F ] 或 [4] 相当于力乘距离的龟纲，即 

[^] =[ A ] = ML 2 T - 2 , (3. 15) 

在 MKS 单位制中这个单位叫做“焦耳”，符号为 J ; 在 CGS 单位制中功和能 
的单位叫做“尔格 （ erg )”。 

1 J = 1 N • m = 1 kg • m 2 / s 2 , (3.16) 

1 erg = 1 dyn • cm = 1 g • cmVs 2 , (3. 17) 

两者之间的换算关系可利用量纲式很容易地 找到： 因丨 kg = 10 3 g , Im = 
10 2 cm , 由功和能的量纲式 (3.15) 得 

1 J = 10 3 x ( 10 2 ) 2 erg = 10 7 erg . (3.18) 

功率的单位为“瓦特 ( watt 〉”， 符号是 W , 1 w = 1 J / s . 
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如果读者有一点交流电的知识.我们可以作个类比。在电路中功率将 <3. 
14) 式与之相比，力/相当于电压 V, 速度《相当于电流 /. 无摩擦的机械装置可以在保 
证功率不变的条件下改变力和速度，就像理想变压器可以在保证功率不变的条件下改 
变电压和电流。为什么要改变电压和电流？在实际 中有各 种各样的需要，其中之一是为 
了阻抗的匹配，因为阻抗不匹配，功率就不能有效地输出。在力学中也有同样的问题。骑 
自行车遇到逆风或爬坡的时候，尽管你可以慢慢蹬.还是感到很吃力。如果车上装有“加 
快轴”（齿轮变速装置）.你换一个挡，可以 少贽点 力气，加快一点踏板的速度，同样的功 
率，你会感到比较轻松 t 游泳的时候.由于我们手、脚掌的面积不够大.尽管很快地划水， 
总感到使不上力=在脚上装一副蛙蹼，用力大一点.动作慢一点，同样的功率，你会觉得 
很自在。在电学中阻抗 Z 的定义是 2 = V//. 与此类比，我们定义“机械阻抗” 或“ 力学阻 
抗” Z = f / v . 上述骑自行车和游泳的问题，都可眷作是调整/和以达到机械阻抗 pc . 配 
的问娌。 


§2. 机械能守恒定律 

2.1 保守力和非保守力 

沿不同路径升降一个重物，只要它最后 H 到原来的高度， t 力所作的功 
就等于 0. 由于水平移动一个重物时重力不作功，我们也 sj 以说，沿一条闭 
合路径搬运一个 t 物 M 到原点，重力作功恒等于 0. 然而，庠擦力作功就没 
有这种性质。从这1我们看到两种性质不同的力，它们分别叫做保守力和非 
保守力，其普遍定 义是： 沿任意闭合回路作功 （或 者说,抵抗它作功）为 0 的 
力，叫做保 守力； 否则,就是非保守力。重力和弹性力都是保守力，摩擦力则 
为非保守力。 

为了比较容易地判断常见的力是否保守力，下面给出保守力的一些充 
分条件 u ( 1 ) 对于一维运动，凡是位置 a ; 单值函数的力都是保守力。例如服 
从胡克定律的弹性力 /=/( ar ) = - k ( x - x 0 ) 是 ar 的单值函数，故它是保守力。 
按照保守力的上述定义，证明是显而易见的。 （2) 对于一维以上的运动，大 
小和方向都与位置无关的力，如重力/= mg , 是保守力。从上节有关重力作 
功的讨论里，我们已能看出此结论的普遍证明 J 3) 若在空间里存在一个中 
心0,物体（质点在任何位置上所受的力/都与0方向相同（排斥力〉， 
或相反（吸引力），其大小是距离 r = 而的单值函数，则这种力叫做“有心 
力”。例如第七章要讲的万仃引力就是有心力。现在我们来证明，凡有心力 
都是保守力。 
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进势能的概念。♦在强调势能芯 p 是空间位置的函数时，我们就用 U(P ) 来代 
表它在 P 点的数值。 Q 两点之间的势能差定义为 

U(P) -U(Q) =A P() =A' qp , (3.21) 

式中为沿任意路径从/>到 Q 保守力 / 所作的功， A ' 0P 为沿任意路径从 
Q 到 P 抵抗/所作的功。用线积分式来表示，则有 

U(P) - U{ Q) = j p fcosdds = - J ^/ cos ^ ds . (3.22) 

如果我们选某个点 Q 为计算势能的标准点，亦即取（7(<?) = 0,则（3.22)式 
就给出任意点 P 处的势能值由此可见，势能的数值是相对的，其0 
点的选择有一定的任意性。臂如，在实验室里我们可以取桌面作重力势能的 
0点，在小范围内我们可以取地面作重力势能的0点，牵涉到大范围的问题， 
则往往以海面为重力势能0点，等等。 

将 (3. 22) 式用于无限小的元过程,此时该式左端为势能 （/ 的增量 df /， 
右端无须积分，于是 

dU = -fcosOds , 或 fcosOds = - d (7, (3.23) 

即 保守力作功等于势能的减少。若 写成矢量形式，令 /• 代表质点的位矢 , dr 
就是其位移,元功 cL 4 =fcos 6 dr =/. dr ，于是 (3. 23 ) 式又可写为 

/• dr = - dU. (3.24) 

2.2 能 最的各 种形式 

前面已介绍了能最的两种形式——势能和动能,在一定条件下二者之 
和守恒。摩擦力是非保守力，非保守力作功是与路径有关的，从而没有相应 
的“势能”概念。摩擦力所作的功既没化为势能，又没化为动能，那么，摩擦 
力所作的功哪里去了?对于偏爱守恒观点的物理学家来说，总不愿意承认有 
一部分能 M ： 消失了。仔细的观察告诉我们，物体相互摩擦之后温度会 升高一 
些。可否把“热”也看成是一种形式的能量？在历史上热质说和热动说长期 
对立，直到上世纪中叶焦耳测得热功当量之后，才确立了热确是一种能董的 
概念。现在我们知道,“热能”是微观无规运动的动能，即原子或分子热运动 
的动能。所以我们不能说，非保守力作功导致能量减少，而是转化为宏观力 


參在本章§ 1里我们通过可逆过程引进重力势能和弹性势能的概念，此处我们又 
通过保守力作功的概念引进势能的普遍定义。这两者是协调一致的，因为在可逆过程中 
只允许有保守力作功，而不允许有诸如摩擦力一类非保守力作功。 






no 
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学讨论范围之外的一种形式的能量——热能。通常把这样的过程称 为耗散 
过程。 

当电流通过电阻时产生热量，坚持守恒观点的物理学家又 要问: 能量从 
哪里来的?在焦耳测定电热当熳之后，“电能”的概念便确立起来。静止的爆 
竹爆炸后，朝四面八方飞出的碎片，动能从何而来?于是产生了“化学能”的 
概念。猎豹潜伏着，见一只兔子掠过，猛然跃起扑将过去，能量从何而来？于 
是产生了“生物能”的概念。爱因斯坦导出质能之间的当最关系= me 3 举 
世闻名，后来物理学家发现原子核裂变，裂变中释放出的大®能最与质量亏 
损的确符合爱因斯坦的关系式，于是违立了“核能 （ 即原子能 ）” 的概念。如 
此这般，在物理学中建立起多种形式能最的概念。 

总之，“能最”是物理学一个极为普遍、极为重要的物理谩，它具有机械 
能、热能、电磁能、辐射能、化学能、生物能、核能等多种形式，各种形式的能 
t 可以相互转换。能 ft 这一概念的重大价值，在于它转换时的守恒性。物理 
学史上不止一次地发生过这样的悄况，在某类新现象里似乎有一部分能景 
消失了或凭空产生出来，后来物理学家们总能够确认出一种新的能贵形式， 
使能贵的守恒律得以保持。虽然我们不能给能撤下个普遍的定义，但这决不 
意味肴它是一个可以随意延拓的含糊概念。关键的间题是科学家们确定了 
能 M 转换吋的各种当量，从而使得能 t 守恒定律可以用实验的方法加以定 
贵地验证或否定。此外，每确认出一种新形式的能 ® 之后，在其基础上建4 
起来的理论，乂能定贽地预言一大批新效应，后者经受住了新实验的检验。 

?¥曼在他那本著名的<物理学 讲义》 里编造了一个故事.其大意 如下： 

一个孩子有28块积木.这些积木完全一惮，而且不可破坏。每天早展蚂妈将这孩子和 
他全部的积木关在一间房子里，晚上她回来后 总仔细 地把积木的数目点过。不错，多 
少天来 一直是 28块„一天积木 R 制下27 块 .地在室内 细心 地寻找 后， 发现有_块积 
木在小地毯下面。又有一天枳木剩下26块，室内遍寻不着 ■然而窗 子开着，她 探头向 
外张望，发现两块积木在外边。再有一天.姝惊俜地犮现积木变成30块。后来她才知 
道，是一个小朋友带着他同样的积木来玩过，多出来的积木是这孩子留下的。她处置 
了多余的枳木后，把窗子关起来，再不让别的孩子逬来。于是在相当一段时间里情况 
正常•直到有一天她只能找到25块枳木为止。这孩子有个玩具箱，妈妈想打开这箱子 
找积木，孩子尖叫起来，不让她开掊 t 蚂妈只好称一下这箝子的重置。她以前知道，每 
块积木重3盎司，28块积木在外时箝子的重量为|6盎司，她计算一下得到： 

眼前的积木数 25 +莖■ 重 ■ ^ 1 ^ 1 益司 = 常数 28. 

于是她确信，缺失的积木被锁在玩具箝里。这箱子没再打开过，可是积木又少了许 
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多。仔细调查发现，澡盆里脏水的水位升髙了。显然，孩子把一些积木丢进了澡盆。但 

是水太浑浊，妈蚂无法看清，然而她知速，澡 t 里的水原来有英寸深，每块积木使水 

位升高1/4英寸，于是她的计算公式里又添了 一项： 

眼前的积木数 兹司 + 私的 H 英寸 =常数 28. 

3 g 司 1/4呼 

si 着事态一步步地复杂化，越来越多的积木跑到她无法看到的地方。可是她找到一 
系列附加项•需要添加到地的计算公式里，以代表那些#不到的积木块教„这个隻杂 
的公式保持着28那个数目不变。 

费曼的上述比喻.和前面关于能 M 守恒的议论有什么联系？我们想，聪明的读者早 
已领会了。 

2.3 机械能守恒定律 

前面我们广泛地讨论了能 a 的各种形式和它们之间的转化，现在我们 
仅从宏观力学的角度来讨论这个问题。 

宏观的动能与势能 A 之和，叫做力学能或机械能 （mechanical 
energy ) 。由于传统的力学只研究宏 观问题 ，所以把代表微观动能和势能的 
热能排除在力学能（即机械能）的概念之外了。 

看 （3.10) 式，写成矢积 形式： 

狀 k = d ( -|- rnij 2 J = / • dr = ( L 4, 

式中 cL 4 代表力 / 对它所作的元功， d £ k 代表其动能的增加。此式是对单个 
质点而言的,下面把它运用到一个物体系，它由若干个相互作用着的物体 
(质 点） 组成。我们首先为每个质点写出上式,用脚标 i 标记第 i 个质点，对名 
求和： 

d ^ k =^ d^ w = d(y u 4 2 )=^ fr dr , = XdA f = cL 4, (3. 25) 
式中 E v = = ylm , « ( 2 

丁 L i 

为系统的总动能， cL 4 是对系统内所有质点所作的元功。下面我们对 dA 作 
洋细的分析。 

系统内的质点 i 所受的力，可分解为内力和 外力： 

fi ~ fiVt + /i 内， 

而 fm = 1 / ij - 

从而元功可分解为内力的功和外力的 

cL4 = cL4 外 + cL4 内 . 


(1) 内力的功 



把它写成对系统内质点对称的形式，再利用牛顿第三 定律： 

仙内 = E f 人 . dr , = (Z Z /o • ^ + E z />. • 

=+ Z 人 . d ( r i - 。〉= y Z fa - ^y. 

(W» (hi 

式中 r y 3 r f 为质点 i 相对于质点 i 的位矢 
(见图 3-14)。 

现在我们进一步把内力分解为保守部 
分和非保守部分 / S . 先看保守内力的功等于 ®3-14 相对位矢 

相互作用势能 t /( r ( J ) 的 减少： 

^ = V I / ij - dr.j =-y Idt /( r y ) =- d£ p 内， (3.26) 
站 <W> 

式中 = j-X £/( r 0 ) 为系统内质点间的相互作用势能总和，即系统的总 


非保守力有 两类： 一类非保守力（如曄擦力）的功 X ， dr y <0,称为耗 
散力； ❶另一类非保守力（如爆炸力）的功 /^ d /^ sO . 前者作功使机械能 
转化为热能，后者作功使其它形态的能 M (替如化学能）转化为机械能。在 
一般的悄况下，非保守内力作功 CL 4：； 等于这两类力作功 之和： 

cL 4^ = dA° n + cL 4^*. (3.27) 

(2 ) 外力作功 

在很多场合下人们不再把外力作功 ( L 4 W 作进一步的分解。不过，在有 
保守外场的情况下，还是经常把它分解成 ( L 4 C ^, dA % 两部分。所谓“外 
场”，是指产生这种力场的外部物体非常庞大，内部质点的反作用力对它 
运动状态的影响可以忽略（臂如对于地面上的物体，地球的引力场可看作 


是外场）。如果外场是保守的.则它对系统内部质点 i 所作的功可写成势能 
减少的 形式： 

/f. dr t = - dt ； 外 (fj ， 

叫 = E 广仁 =_ Z d "外 ( r .) =-吗外， (3. 28) 

* i 

式中芯_= 为系统内各质点的外势能总和，即总外势能。 

i 

o 非保守力对单个物体作功的正负与参考系的选择有关,但一对作用力和反作 
用力作功之和只依赖于相对位移 dr y , 从而与参考系的选择无关。 





至于 dAg ， 就是 ( L 4 外中除外的其余部分，它不可用势能的减少来 
表达，或由于某种考虑本可用而不用势能的减少来表达。 

综上所述， 

(M = dA^+cL4^KL4^HiA5=-d£ p 内-狀阶 +dA^+cL45 

= - d^ P + + 

式中尺 p = fi pilj + i ： | ^为系统的总势能。将此式代人 (3. 25) 式，经过移项，得 
d ( E k +£ p ) = ( L 4° + dA °. (3.29) 

所有非保守内力都不作功的系统，叫做保守系。攀对于保守系我们有 

_ ^ =° - ( 3 - 30 ) 


于是对于保守系，有 
如果在某个参考系内 


d(E k+ E p ) = dA° n , 

( L ^ = 0, 


d(£： k + £- p ) = 0, 或 E k + E p = 常量 E . (3. 33) 

以上各式表明，一个保守系总机械能的增加等于（未计入保守外场部分的） 
外力对它所作 的功； 如果从某个参考系看来，这部分外力作功为0,则该系 
统的机械能不变。这便是机械能守恒定律。 

如前所述，内力作功只与质点间相对位移有关，从而与参考系的选择 
无关。然而对于外力，在作伽利略变换时， dr /= dr ( - Kdf , 于是 

叫外 ’ = 多 /‘ 外 , .dr/ = I/^-(dr ( -FdO 
= cW w -f n -Vdt, 


这里 /V =1； 为系统所受的合外力。上 

i 

式表明，（1>1外是否为0与参考系的选择有 
关。例如，如图 3 - 15所示,在车厢里光滑 
桌面上弹簧拉着一个物体 m 作简谐振动， 
车厢以勻速 V 前进。选弹簧和 m 作为我们 



的系统，厢壁在 C 点拉弹簧的力/是外力。 图 3 _ U 运动车厢里的弹簧搌子 
以地面为参考系， dA _=/. Fdf /0, 从而 


• 这里我们说所有非保守内力不作功，是指 d 4 D -=0 和 < L 4 D *=0, 而不是二者相消， 
净功为0.所以，一个球在只有静摩擦的情况下从斜面上滚下来，摩擦力不 作功这 是保 
守系。但一部机器在发动机的推动下克服阻力匀速运转，虽然 (3 .30> 式也成立,把这部 
机器当作保守系显然是没有意义的。 ' 
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系统的机械能瓦= + E P #常量 。换到 车厢参考系，弹簧与厢壁的连接点 C 
没有位移，外力/不作功，必，=0，系统的机械能£'=坟' + 吳’=常量。 
2.4 保守系与时间反演不变性 

从对称性的角度看，保守力与非保守力的区别反映在时间反演变换 

上。 

时间 < —-< 的变换，叫做时 间反演 变换，这相当于时间倒流。在现实生 
活中时间是不会倒流的，但我们可以设想将现象用录象机录下来，然后倒过 
来放演。若把无阻尼的单摆运动录下来，正、反放演，看不出什么 区别; 把自 
由落体录下来反着放演，便成为竖直 t 抛物体，在空气阻力可以忽略的情况 
下，两者同样 真实; 斜抛物体的运动也是这样。武打电视片的摄制者常利用 
这一点 ，让演员从高处跳下，拍摄下来倒着放演时，就可以表现一个人从平 
地一跃 而起跳上髙墙的场面，看起来相当逼真。然而有了阻力就不行了，阻 
尼单摆的振幅越来越小，反着放演它的录象，振幅却越来越大，看起来不大 
像真的。如果上述武打演员穿的不是紧身衣裤，而是宽大的袍子，观众就会 
看到，当他纵身上墙时，袍子竟飙逸而起，倒拍的特技就餌了破绽。 

上面的例子告诉我们，保守系的运动规律具有时间反演不变性，亦即， 
如果在某个时刻令物体系中的每个质点的速度反向，运动将逆转 进行; 耗散 
系则不具备这种性质。要从理论上说明这一点，可看每个质点 i 所服从的牛 
顿第二 定律： ^ dp , 

A = w ， 

作时间反演变换时，么—-久，上式右端不变。因保守力只与质点的 
相对位置有关，它是时间反演不变的，故上式左端也不变，即该式对正、反过 
程同样成立。在这种情况下，任何时刻只要速度反向，过程就会逆转。然而， 
耗散力与速度的方向有关，作时间反演变换时 '— ，上式左端变号，即 
正、反过程的运动方程不同，速度反向时过程不沿原路返回，故耗散过程是 
不可逆的®。 

如前所述，“耗散”是宏观的概念，微观过程几乎都是时间反演不变 
的®。所以，几乎所有的微观过程都是可逆的。为什么从微观过渡到宏观， 
过程就可能变为不可逆？宏观的不可逆性来自概率统计性，并非源于微观 
动力学，这问题深刻而复杂，属于统计物理学的范畴，我们将不在此处讨 


參 带电粒子在磁场中的运动所受的洛伦兹力也与速度有关，但时速度和磁 
场都反向，运动仍旧时间反演不变。 

• 迄今为止发现对时间反演不变性稍有破坏的微观过程，只有弱相互作用的 K 
介子衰变。 
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§3. 一维势能曲线的运用 

3.1 一维势能曲线告诉我们 什么？ 

一维势能曲线是讨论单个质点在保守外场中运动的有力工具。我们知 
道，势能是位置参量的函数。在一维情况下，位置可用单一坐标变 S a ; 来表 
示，势能是 x 的 函数： U = U ( x ). 作势能 - f 立置曲线如图3 -16, 从这曲线上 
我们可以得到如下一些 信息： 

( 1 ) 如前所述，保守力作功等于势能的减少 [ 见 (3. 24) 式]，在一维情 
况，有 

fdx = - dU(x) , 

或者说， / = (3.34) 

上式表明，力/指向势能下降 
的方向，其大小正比于势能曲 
线的斜率。 

(2) 作高度代表总能贵大 

小4、尽、 …的水 平直线，。按 
照 (3. 33) 式，它们在各点 ar 相 
距下边势能曲线的高度，代表 
质点在该处的动能.由于 
不可能取负值，水平线低于势 图 3 -比一维势能曲线 

能曲线的区间，是具有该能量的质点所不能达到的地段。在图3 -16 内所有 
这些地段水平线都用灰色线表示。 

(3) 势能曲线在局部范围里最低的地方 （ 如4和£点处），都是稳定的 
平衡点。总能量 (臂 如尽）略高于它们的质点.只能在它们附近一定的范围 
( A 3” 或 B ' B ") 内活动。现在我们以 A 点为例进一步分析质点在其附近运 
动的情况。在，点 ，尽 水平线与势能曲线相交，这表示此处尽等于势能， 
动能为0,但质点受到一个指向平衡点即向右）的力。质点未达到4点 
前，受力始终是向右的，质点加速前进,动能增加,势能减少。质点到达 Z 点 
时，势能最低，动能最大（如果取平衡点>1为势能的参考点，则这里势能为 
0,尽等于动能）。质点在 4 点不受力，其速度是向右的，它将依惯性前进。在 
此后一段时间里,它受到的力指向左方，质点减速，动能减少，势能增加，直 
到它到 达^点 。在 ，点 ，尽水平线复与势能曲线相交，五 2 再次等于势能， 
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动能减为0,但质点仍受到向左的力。再后，质点将沿着上面所述的逆过程， 
从点经过4回到4'，完成一个周期。如此类推，质点的运动将一个周期接 
—个周期地持续下去，循环不已。由此可见，在势能曲线的任何极小值（稳 
定的平衡点）附近，质点可能围绕着它作小振动。 

势能曲线在局部范围里最髙的地方 （ 如 C 点处），都是不稳定的平衡 
点。总能 1( 臂如尽）略高于它们的质点，都会远离而去。 

(4) 我们可以用如下方法计算出围绕平衡点作小振动的周期7；如图3 
- 16所示，势能曲线在 A 点,即: r = or D 处是个稳定平衡点，势能在这里的一阶 
导数{/'( 々 ）=(),二阶导数『1；。）>0.在 Aa; = a:-a :。 不大的范围内，我们可 
以把势能函数展成泰勒 级数： 

U(x) = U(x 0 ) +U'(x 0 )^x + -^U''(x 0 )(^x ) 2 + ••• 

= U(x 0 ) + + 『 ( 工 0 )( 切 2 + …， 

对于小振动，我们将忽略 （ Ax ) 3 以上各项。由于坐标的原点和势能的参考点 
都可任意选择，不失一般性，可以令4=0, /^ c = x , C /( a ：。 )=0,于是上式写为 

U(x) = j- U^x 2 , 

式中 us minx 。、 的缩写，这公式代表一根抛物线。将机械能守恒定律 (3. 
33) 式改写为 

jmv 2 = E - U(x) = E - 

由此得 


ft =v 或 [-%— = 7m d< - 

下面准备进行积分。为了积分的方便 ，作一 次换元，令 / t ^/2 五 a ; = sin ^, 从 
而 dr =^2 E/US cosip d<p , ^1-( U ；/2 E )^ =Vl -sinV = cos ^., 上式化为 


如 = A / -r df . 


两边积分 


L d<p= J^i dt ，得 1 f 3 


x= M suup -M sin {3 + ^) 


还原到工,有 


(3. 35) 
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周期7 1 的意思是说，当 f + r 时， ^>-^+277, a : 回到原来的数值。由上式可 
见，周期应为 

t = 2 ^M (3 36) 

3.2 应用举例 

例® 1通常说单摆，是相对于复摆而官的。它是挂 
在一根细线下面的小球，可认为整个系统的全部质量集中 
在可看做质点的小球上。这里为了使它能做任意大幅度的 
运动，把细线换成细#,仍认为其质董可忽略。如图3 -17, 

设攉长为 i , 小球的质*为 m , 相对于小球铅垂位置的角位 ffl3 -17 «« 1——单# 
移为重力加速度为(丨）作曲浅,试说明，对于 

给定的总能* 图上哪个》范围是小球能够达 到的； （2) 对于= =0.1, 1, 2, 

饥91 

3.5 诸值，试作角速度角位移0曲 ft (这种分析运动状态的图解称为 ••相 图”，其中各 
条曲线称为“相轨”），并讨论它们各自对应的单摆运动 情况; （3) 求小振慯时的周期。 

解：（1) 单摆的重力势能公式为 

E pt = mgl(l - cos0 ) , 

曲线如图3 - 18 a 所示•它在0 =0处有极小值，即这里是铯定平衡点。表示总能蕭芯的 
水乎线与势能曲缦之间相差的高度代表动能五 k . 因为动能悝正，故运动只在势能曲线 
低于水平线的范围里（图上两条灰色线之间）才能实现。換句话说，灰色钱的位置标示 

着振惓。 



(2) 摆锤的速度 t » = i ’6,故动 
能为坟从而 
£■ = 

= *|~w^ 2 0 2 +7nW(l-cos0 ) =常置 


分别把各个好值代入此式，则由每 

个沒值可算出两个 G 值，据此我们可 
以画出一条条相轨来，如图3 - 18 b 
所示。 W =0 •丨 时振幅很小，相轨接 
近一个 椭圓； 《=丨 对应于振幅为 7 T 



图 3 -18 例題 i __单 * 的势能曲线和相图 


的情况，相轨仍是封闭的，但两埔凸出略呈尖角状；丑 =3.5 时相轨分裂成互不相连的上 
下两支，它们不再闭合，分别对应于摆锤願时针和逆时针的旋转； H =2 是介于往复摆动 




和单向旋转之间的临界状态，它在处交叉成尖角，此处对应于摆锤在正上方时的 
不稳定位置。这条把两种运动形式分开的相轨称为“分界线 （ separatrix )”。 

(3) 线位移计算势能在平衡点的二阶导数： 

8(3.36) 式,周期为 



(3.37) | 



例題 2 把例題丨的作法运用于弹簧搌子（图 3-19), 即 

(1) 作曲缦，并在同一图上作高度为£的水平线，试说明图上哪段 a ： 范围是 
振子可以达 到的； 


(2) 对于£、2忍、3£:请值，作 

速度-位栘曲线，即 i - z 曲浅（即相 
轨），并讨论其运动情况； （3) 求弹 



* 振子的周期。 

解：（丨） 弹 簧搌子 的弹性势能公 
式为 丨 , 

曲线 to 图3 -20 a 所示，是一根抛物线。它在 a ： 
=叫=0处有极小值.这里是稳定的平衡 位置。 
与例《丨的情形相似，代表总能釐左的水平线 
与势能曲线之间相差的高度代表动能.因 
为动能恒正，故运动只在势能曲浅低于水平线 
的区域里（图上两条灰色线之间）才能实现。 
换句话说,灰色线的位置代表其振幅。 


(2) 振子的总能 t 为 
E = E k + E pn 

= -j-mv 2 + = 常董， 

此式表明，无论能量（或者说振幅）大小，相轨 
总是椭圓（见图3 -20 b )。 

(3) 求势能在平衡点的二阶 导数： 



图3 -19 洌 *2 —弹簧振子 



图3 -20 例题2——弹貧 
振子的势能曲线和相图 


按 (3.36) 式，弹簧振子的周期为 

r= 2 ir V^ = 2 it Vf- (3 - 38)| 

例题 3 E 3-2 I 所示为一倒摆装置，縹碇弹簧把它支撐在0=0的平衡位置上。摆 
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锤在重力和弹性力的共同作用下运动.试从它的势能曲线讨论其 
运动的钤定性问题。 

解： 设弹簧服从胡兗定律，即它提供的力矩 = 从而其 

弹性势能为 / ,, 

^ ^ kO dO - t (3.39) 

倒攉的重力势能为 " 



总势能为 〜 

k # 十 mgl ( cos6 - 1 ). 

平衡位置对应于势能曲线的极值，这相当于求尽 p = U(d ) 对沒导 
数的0 点： dU 

- kO - mgl sinO = 0, 

此方程式的根可用作图法来求。如图 3-22 所示，在同一图上作直 
线 = 和曲线 》=sin^, 寻找它们的交 

点。在《>=0处显然有个交点，是否还有其它文点？ 

这取决干直线的斜率 K/mgl 的值： 

(1) 当时（弹簧较硬，成摆較短）不 

再有交点； -do 

(2) /f/7nW<l( 弹簧较软，或摆较长）左右对 > 

称地各有另外一个交点±氏 ； v yy 

(3) K/TO 5 i=i 是临界状态。 j 

为了分析平衡位置的穗定性问邂，需要求~ ' 

= _n 阶导数 ： 们-糧 

T3 =欠- ^ 9l cose . 



图3 -21 例題3 
——倒摆 

y k (1) 

/ y=sin^( 2 ) 



_ 



V 

j 

|0 0o 8 


图3 -22 例题3—作图法求根 



图3 - 23 例題3——倒摆的势能曲线 
和相图之一， it/mW > 1情形 


图3 - 24 例题3——倒摆的势铯曲线 
和相图之二， k / toW <1 情形 
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在中央平衡位置0 = 0处，当时二阶导数为正，这意味着势能在这里具 
有极小值，平衡是稳定的（见图3 -238)。当《/»1“<1时二阶导数变负， fl =0 处势能具 
有极大值，是不稳定的平衡点。所以在这种情形下中央平衡失稳（见图3 -24 a ); 可以证 
明，在0=±0 0 的另外两个平衡位置处二阶导教为负，平衡是稳定的。 

在图3 -23 b 和3 -24 b 里给出了上题两种情况的相图。当时，在任何能 
量 £ = 五 k 下相轨都是围绕中央惟一平衡点的闭合 曲线； 当 《/ m 货<1时，中央极大 
值处势能£ 1> =0.若总能量£：=尽成& >0,相轨是一条闭合曲线，摆锤作大幅度摆动， 
左右仍是对称的。当£=尽<0时，相轨分裂为两个较小的闭合曲线，它们各自围绕左右 
两个稳定的平衡点运动。对应于£=尽=0的相轨是分界线，它呈“8” 字形，在中央自我 
交叉 。I 

在上题中我们设想，在/<、 m 、 0、 f 几个参量之中有一个的数值是连续 
可调的。在实验中最容易实现的也许是调摆长 i , “ = K / mi / 是它的临界值。 
当 I 从小于 I * 的情况连续调节到超过 i * 时，一个振动中心变成两个振动中 
心， 相图发生拓扑结构性的变化 。人们把这种现象叫 做分岔 （ bifurcation )。 
在< 的情况下虽然相图在整体上仍是左右对称的，但是当£<0时，摆锤 

只能围绕左右平衡点之中的一个振动，而不能越过中央的势垒从一边过渡 
到另一边 。所以 这时个别相轨已不具有左右对称性。这 种在某个可以从外部 
控制的参量的连续变化下，系统的某种对称性突然被破坏的现象 ，叫 做对称 
性自 发破缺 。分岔和对称性自发破缺，在现代物理学的许多分支（如凝聚态 
物理、粒子物理、天体物理和宇宙学），以及许多其它学科里，都已成为非常 
重要的概念。近20余年来成为非线性动力学里热点的混沌理论，离不开分 
岔的 概念; 20世纪 60 -70 年代建立起来的 
弱电统一理论和大爆炸宇宙学，都与对称 
性自发破缺的概念有密切联系。上面我们 
仅利用倒摆这个简单的力学例子.给读者 
—点有关这些概念的初步印象。 

截止到现在我们引进了两种势 能:重 
力势能和弹性势能。其实弹性势能是宏观 
概念，它是原子之间相互作用的宏观表 
现。原子之间的相互作用力叫做分子力， 

分子力也可以用势能来表示。描述分子力 E 3-25 分子 钱 

的势能曲线定性地如图3 - 25所示，其中 

横坐标代表两原子中心之间的距离 r , 纵坐标是它们之间的相互作用势能 
C /( r ). 在 r 小于某个距离 rf 时，势能急剧地增加，几乎到正无穷大。这意味 
着原子有个硬排斥芯，它使得彼此的中心不能进一步靠近，因而 d 可形象地 
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理解为两原子半径之和。若取 r == c 处的势能为0,则 r > d 以外势能取负 
值，这意味着相互离开的原子之间有吸引力。在远处势能 ccr _' 对于非极性 
分子 a =6.在近处势能曲线有个低谷（所谓“势阱"），最低点7* = r D 是个稳 
定平衡位置,两个狰止的原子在这个距离上结合在一起。当原子的动能不大 
时（图中尺=尽情形），它就围绕平衡位置作小振动,这相当于固体里的情 
况。在平衡点附近不太大的范围里,势能曲线可近似地看成一段抛物线（见 
图中灰色线），如前所述，这正是胡克定律的特征。所以，弹性力就是这种分 
子力的宏观表现。当原子动能稍大时，由于势能曲线对于 r = r 。 的不对称 ， r 
的平均位置将大于 r Q . 这便是热膨胀现象的起源。当原子的动能足够大时， 
总能量尺= 尽 >0,它们彼此分离，各自自由飞行，只有在偶然靠近的短时间 
内相互作用（碰撺），这相当于气体里的情况。 

3.3 离心势能 

有些转动问题，虽然不是一维运动，但在转动参考系中等价于一维的运 
动。把惯性离心力看成一种保守力，賦予它势能的概念，即所谓离心势能，我 
们就可以用一维势能曲线来分析这类问题了。以第二章 4. 3节中的例题15 
为例。在此例中，小环被约束在光滑的大环上，科里奥利力总为法向的约束 
力所 平衡； 除重力外，只有惯性离心力 

= mRo > 2 sin 0 (3.40) 



图 3-26 第二章例题15的 图3 -27 第二章例题15的 

势能曲线和相困之一， 势能曲缦和相囹之二， 

W 情形 (O > 0 )^ 情形 

在起作用。在随大环共转的参考系中只有0—个坐标变量，故而运动是一 
维的。如2_ 1节所指出的，对于一维运动，只要力是坐标变量的单值函数， 
它一定是保守力。按 (3. 2 4 )式，它所作的功等于势能的 减少： 
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- dU m =f mn (9) cosdRd0 = mR 2 (o 2 sin0cos0d0 = -—mlfo^sitiZedd, 

从 0 到 0 积分后，得 

U H (0) = - (I - cos 20 ). 


同以0 = 0处为零点，重力势能为 

U m (9) = mgR(l - cosO). 

故总势能为 


U(0) = U t +u n = mgR( 1 -cos®) 1 -cos2fl). (3.41) 

动能为 E k = —mR 2 ff 2 , 

总机械能为 

E = E k +U = 0 2 +mgR( 1 -cosO) -■^-wi7Z 2 o> 2 ( 1 -cos20), 

用 mgR 来约化，得无量纲的能量 


= +( 迕 ) 2 +1 -cose-|(^-) 2 (l-cos2|e), (3.42) 

式中是第二章例题15里定义的临界角速度 。 w <£«；* 时势 能在私 
= 0 处有一个极小值（见图 3-26a); 时在九 =0 处势能变为极大值， 

而在其两侧各出现一个极小值（见图 3 -27a >。 因此我们看到，这甲.的情况 
与例题 3 极为相似，在处有因对称性自发破缺而产生的分岔现象 （上 
述结论请读者自行推演）。 


从 （ 3.42) 式可以解出 &来, 


0 = *j2a >ir 2 (,H - 1 + cose) - y(l - cos 20 ) , (3.43) 

据此可以画出相应的相图来，如图 3 - ： 26b 和 3 -Db 所示。它们的特点与前 
面例题中的相图颇为相似。 

3.4 相图 


如前所述，以速度（角 速度） 为纵坐标、位移（角位移）为横坐标构成的 
-解称为相图 （phase diagram ) ，我们在本节里大量地使用了相图，并看到 
了它的许多优越性。过去人们往往用速度作为时间函数 〗 （t) 的曲线 
或位移 .作为 时间函巧: r ( fX 外《)的曲线来描绘运动，在相图中失去的是 
0和釕 f ) 变化的时间信息，得到的是有关动力学系统运动 
的全局概念，给出其轨线形态类型及其拓扑结构的稳定性问题。相图的作法 
是19世纪末法国伟大的数学家庞加莱 （ H . Poincar 6) 发明的。相图的描述 




§4. 质心系与两体碰撞 
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方法是非线性动力学里最基本的方法，其重要意义是怎么也不会被估计得 
过分的。在科学中往往有这种情况，一个问题久久不能解决,但是换一个提 
法，从另一条思路去考虑，便会豁然开朗。 18 J 9 世纪大批数学家们集中精 
力，解出大量很难解的微分方程,对于线性微分方程还形成了一套系统的求 
解方法。可是远非所有微分方程的解可用初等函数表示出来，即使用未积出 
的积分式来表达也未必能行。然而，为什么非要用传统的方式解微分方程不 
可呢？庞加莱另辟蹊径,把微分方程的解看作是由微分方程本身所定义的 
积分曲线族,在不求出解的情况下，通过直接考查微分方程的系数及其本身 
的结构去研究它的解的性质。上述相图中的轨线就是动力学方程的积分曲 
线族。庞加莱所开拓的这一新领域，被称为微分方程的定性理论，至今有着 
深远的影响。 


§4. 质心系与两体碰撞 
4.1 动最中心系和质心 

选一个质点组作为我们考虑的系统。令 p , , p 2 ，…代表各质点的动撮， 
系统的总动馕为 

p = Xp . (3.44) 

I 

每个质点的动 M 以及系统的总动■:在不同的参考系内是不同的。适当地选 
取参考系，可以使系统的总动量为 0. 这样的参考系，称为系统的 零动量 
系，或动量中心系 （ center - of-momentum system ) 0 在牛银力学中，= 
，其中质撤 w , 与速度 h 无关。设 (3. 4 7)式在参考系 K 中成立，参考系 
K ' 以速度 V 相对于 K 系作匀速直线运动，则按伽利略变换，在 K ' 系中的动 
最为 

p ' - X m i v i' = x m i^ v i - v ) = y m ( c t - mV, 

» i i 

式中 W = 为系统的总质量。由上式可知，取 

V = Dc "^ 7 ^ i = m' (3 _ 45 〉 

即可使 P ’=0, 把 K ' 系变做动崖:中心系这个0 (： 便是动量中心系 K cm 
相对于 K 系的速度。因 zdr / df , 这里 I •，是 第 i 个质点的位矢，于是 
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在质量与速度无关的情况下，上式可以写成 



定义系 统质心 C 的位矢为 

r c = j v c dt = ^ T ~~ + 任意矢景 广。， 

为了消除不确定性，我们选 r D = ol 于是 

( 3 .你) 

其含义是各质点的位矢以其质量为权重的平均，亦即，质点组的“质量中 
心”。*质心可看作整个质点组的代表点，系统的全部质量 m 、 动量/>都 
集中在它上边。有了质心的概念,动童中心系即可理解为随质心一起运动的 
参考系。所以，动量中心系又 叫质心参考系 ，或 质心系 。鲁 

质心的位矢表达式 (3.46) 可写为分量形式，在直角坐标系中有 

x c = 


Vc = 


*c = 

对于质董连续分布的物体 ,（3.46) 和 (3.47) 式中的求和号应理解为积分。 
应注意，质心相对于系统中各质点的位置是与坐标原点的选择无关的。所 
以，对于对称的物体，如密度均匀的细棒或球体，质心显然在几何中点，因为 
这时如果把坐标原点取在中点， （3.47) 式就给出0^=2^ =%=()•最简单的 
质点组是由两个质点组成的系统，在质心系中 ar c =0,按 (3.47) 式，有 

m,r, + m 2 x 2 „ 

~~ =0> 

从而 土 = _苎 

x 2 m, 



參 在相对论力学中质童与速度有关，且速度和动量不坂从经典力学的变换，我们 
得不到 o c 的表达式 (3.45), 更得不到质心位矢的表达式 (3. 46)。实际上由于质量与速 
度有关，每个质点的质置在不同的参考系中看来是不同的,从而质心与系统中各质点的 
相对位 a 因参考系而异。所以，“质心”这个概念在相对论中已没有多大意义，但“动童 
中心系”的概念仍是有效的。按说这时它不应该再叫做“质心系”，不过由于习兩，常沿 
用这个名称。 
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令乙= kl(i = l , 2) 为两质点到质心的距离， l = l i + l 2 为质点1,2之间的 
距离,则由上式可得 



即质心在两质点联线上雎近质置大的质点一头 （ 见图 3 - 28) 。例如,地球的 
质量约为月亮的 81 倍，地月系统的质心 C 在地月联线上靠地球一头 1/82 
处。由于地月距离是地球半径的 60 倍，所以 C 实际上在地球体内距地心约 



图3 -29 地月系统的质心 
3/4 个地球半径处（见图 3 -29)。 

4.2 质心运动定理 

现在我们来看一下质心的动力学规律 ,(3.45) 式本可写成 

P = mv c , (3.49) 

代人质点组的牛顿第二定律 (2. 19) 式 ，得： 

„ dP dVr 

F ^ = dt = m ~^ = ma c ， (3.50) 

式中 d c = du c /<k 是质心的加速度。上式称作质 心运动定理, 或简称 质心定 


理。质心运动定理 表明: 将全部质量与 
外力平移到质心上，合成总质童 m 与 



图3 -30 两人相互拋掷一把斧头 
-质心轨迹为拋物线 
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合外力质心就与一个在力 
作用下质屋:为 m 的质点作相 
同的运动。这就是说，在动力学 
上质心也是整个质点组的代表 
点。整个质点组可以是个不能发 
生形变的刚体（如一把斧头），也 
可以是可形变的柔体 （ 如跳水运 
动员） ，可以旋转，也可以爆炸， 
质心运动定理都成立（参见图3 
-30,31,32〉。对于质心的运动 
来说，系统的内力永远不起作 


——质心轨迹为抛物线 用。 

质心运动定理还 表明： 在合外力^^=0的情况下， a c =0, 质心参考系 
是个惯 性系； 否则，质心参考系是非惯性系，各质点都受到一个惯性力/；« 
=- 171 , a c . 

例 ® 4 — 质置为 m 、 长度为 i 的宪全柔软繩子整直地悬桂着，其下端刚刚与地面 

接触（见图 3 -33a )。 此时故开它，使之自静止状态下落。求下落到所 « 长度为 * 时 （见图 
3 -33b) 地面对这段逯子的作用力。设蜷子的质置均匀分布。 


解： 自始至终把整个绳子当作我们的质点组，计算它 
的质心高度 ,1 

Zc = mi T Z(1Z= 2i' 

c d< l dr 

式中 d */ d < = «是绳子上端的下落速度。对于完全柔软的绳 
子，它和■-个自由质点的下落速度相同，即 w =- v / 知 ( i -2). 
质心的加速度力 di; c A, z \ 

(丁 

= 竺+丄生！ 

~ I I dt' 

式中 dt ；/ d «=- p 为绳子下落的加漣度，故有 

a c = 2 »( 1 - 子 )- ~g = 2 g -3 - j - g , 

对整根绳子应用质心运动定理 

/- rag = ma c 、 

代入 ac 的表达式，得地扳对上段绳子的作用力 



图 3 -33 例题 4 
—柔绳落地 


/ =3m^(l -y). I 
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4.3 克尼希定理资用能 

在相对速度为 V 的两个参考系 K 、 K ' 之间作速度变换时， 

= v { - V , 或 c ( = c ；/ + V , 

由于动能芯 k 正比于速度的平方，变换时一般要出现交叉项。对于质点组情 
况也是 如此： 

E ^=Y'L m i v i 2 =yX w<(l7 * ，+v)2 =yZ m <( v i ，2+v2 +20/-V) 

= E v '+~ mV 2 + ^ mi p /- F , (3.51) 

如果 K ' 系是质心系 K 01 的话，则 $ w 〖 M =0, P = t » c (在 K 系中看到的质 
心速度），上式中的交叉项 消失： 

£； k = £^ M + ^ mv c \ (3.52) 

此式表 明：质 点组的总动能，等于相对于质心系的动能加上随质心整 
体平动的动能 £： c = + mv c 2 . 这结论有时称做 克尼希 （ K 6 nig ) 定理。 

对于由两质点组成的质点组，引人相对速度的概念 


U ^v ]2 = 

是方便的。因为在质心系中 

由 （3. 53) 和 （3.54) 两式解得 

H = p ,’ 

'+ m 2 r 2 CM = 0, 

- t > 2 , (3.53) 

(3.54) 

„CM 

„CM 

m 2 u 

m { + 爪 2 ， 

m , u 

(3.55) 

V 2 

从而相对于质心系的动能为 

m ] + m 2 ， 


杧 M =+[m,(O z +« 

MO 2 ] 


_lf m , m 2 2 

i „： 

> - 1 m , m 2 3 

2 l ( m , + m 2 ) 2 ( m , + m 2 ) 2 J 

— ry tl 

2 m , + m 2 

= ~fiu 2 = E m , 


(3.56) 

式中 = 

m } m 2 

(3.57) 

w , + w 2 


称为约 化质量 （reduced mass )。 这 样一来 ，在质心系中动能只与相对速度 
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M 有关，故亦可称 做相对动能， 记作瓦克尼希定理 (3. 52) 表明： 对于由 
两质点构成的质点组，在非质心系中的总动能，等于随质心作整体运动的动 
能与两质点相对动能 之和。 

近代高能物理学为了研究微观粒子的结构、相互作用和反应机制，需要 
使用加速器把粒子加速到很高的能 t 去碰撞静止靶子中的粒子，以观测反 
应的结果，与理论互相印证。能量愈高，愈能反映出更深层次的信息。然而， 
在实验室参考系内芯 c 是不参与粒子之间反应的.真正有用的能董，即资用 
能 (available energy ) ,只是高能粒子与靶粒子之间的若饥, = m 2 
= 按照上面的公式计算， m =2 m 0 , M = m 0 /2, v c = u /2, E mi 即资用能 

只占总能量的一半。这是按牛顿力学计算出来的，并不符合髙能粒子的实 
际。要按相对论力学来计算，资用能的比例远较这个数目小（参见第八章 4. 
5 抟）。加速器的能 M 愈高，能 S 的利用率愈低，这是很不合算的。所以现代 
的大加速器多采用对掩机的形式，让相同的髙能粒子沿相反方向运动，进行 
碰撞。这样一来，实验室系和质心系便统一起来， E c =0, 全部能贵都是资用 
能。以我国 1987 年建成的北京正负电子对撞机为例，每束粒子加速到 2.2 
GeV 的能童.两束对撞的 =2 x 2.2 GeV . 如果用静止耙，要得到同样的 
资用能，单束的加速能撒需达到 1 . 9 x I 0 4 GeV , 要比对撞机大 4 个数童级！ 
4.4 两体碰撞 


在第二章 2. 1 节里我们引用了 290 年前惠更斯书上的一幅图（图 2 - 


5) ，并赞扬了他处理碰撺问题所用的新颖方 
法和深刻思想。从实质上讲，惠更斯 是用了 
相对性原理和质心系的概念。与其它参考系 
相比,质心系的优点在于它具有最大的对称 
性，从而可以充分发挥对称性原理的威力。 
下面我们先介绍几个与此有关的对称性概 
念,然后再沿着惠更斯的思路，讨论两个相 
同质点的碰撞问题。 

惠更斯考虑的是对心碰撞，即两球的相 
对速度沿球心联线。如图 3 - 34 a 所示，在质 
心系中两球碰撞前的速度都沿此联线，且 
=- p . o . 即系统具有围绕球心联线的轴对称 
性，和相对于质心 C 的点对称性。•根据这些 
对称性的考虑，碰撞后的速度 P| 、应仍在 



a . 对心碰撞 



图3 - 34 两个相同球的碰撞 


O 关于点对称性，参阅第二韋 2. 2节。 
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此联线上，且有 D 2 = 这就是说,质心维持静止。这本是动，守恒的推 

论，然而在上面的推理过程中我们并没有事先假定动量必须守恒，所以，对 
称性考虑反而能够在这个特例中导出了动量守恒的结论！ 

如果放弃对心碰撞的假设，在质心系中两球碰撞前的速度 ho 、 ho 不 
再沿球心联线，但仍有 P 2 d = _ Pk )， 因此围绕此线的轴对称性不复存在，但 
相对于质心的点对称性仍成立。所以，我们仍有 -A ,但它们将 f 球心 
联线的另一侧，如图3 -34 b 所示。这时质心仍旧静止，动置仍旧守恒。 

如果我们进一步假定，在碰撞过程中能量也是守恒的，则又多了一重 
时间反演的对称性，亦即，若两球碰撞前的速度为 - h 、 则它们将沿 
原路返回，进行一次逆碰撞过程后获得速度 - P ID 、- Pjo - 显然，在这种情况 
下 p ,。、 V X , V ^ C 2 四个速度的大小都是相等的 。这一 点反映到实验室系中 
去，就得到一个重要的结论，即与同种靶粒子碰撞后，出射粒子的径迹是互 
相垂直的（见图3 -35)。道理很简单，设质点2为粑粒子，它在实验室系中 
狰止不动。从质心系变换到实验室系，所有粒子的速度要叠加一个速度 V 
=-»»• 如图3 -36 所示，在实验室系中的碰撞后速度和 
+ V 相当于两个全等菱形欠 BCZ ? 和 ABEF 的不同对角线和 乂芯 ，它们 
是互相垂直的。 



图3 -35 —入射质子与照相乳胶中的 图 3-36 实验室系内相同 

静止质子作弹性碴撞时留下的径迹 质点的散射方向相互成直角 


上面我们沿着惠更斯的思路，充分利用对称性的考虑，对相同质点的 
碰撞作了较详尽的分析。下面我们讨论一般的两体碰撞问题。 

在碰撞过程中动能是否守恒?这要看有没有能量耗散。把相碰的两个质 
点选作我们的物体系，则碰撞时只有内力作功，质心动能是不会改变的， 
可能改变的只是相对动能芯，后者正比于相对速度 U 的平方。在完全没有 
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能量耗散的情况下，相对动能芯 = Y ^ u 2 守恒，从而碰撞前后的相对速度 
«o = P |0- P 2 0 和《=*»,-0 2 在数值上相等 ，即 这种情况称 为完全 
洋性碰撞 c •与此 相反的另一个极端是，相对动能全部耗散掉，碰撞后两体不 
再分离,相对速度《 =0. 这种情况称为 完全非弹性碰 撞。介于两者之间的是 
相对动能耗散掉一部分，即0< 这种情况称 为非完全弹性碰撞。 

牛顿总结了各种碰撞实验的结果,引进恢 复系数 e 的槪念，它定义为 

e -\ irT ^\' (3 ' 58) 

e = l 是完全弹件碰撞， e =0 是完全非弹性碰撞，0 <e <1是非完全弹性碰 
撞。 

为了简单起见，仍考虑两球的对心碰撞。根据对称性，碰撞前后 所有速 
度的方向都沿球心联线。在质心系中.碰撞前后相对速度和《的方向彼 
此相反，故而利用牛顿的恢复系数 e 可将二者的关系写成 
u = - e i 4 0 . 

于是，利用 (3. 58) 式可得碰撞后两球在质心系中的速度 
r cM = 饥 = 一 em 2 u Q 

1 m, +m 2 m, + m 2 * 

v cm = _ 饥 = em^UQ 

m t + m 2 " m , + m 2 '. 

在任何短暂的碰撞过程中，与相碰物体间巨大的内力相比，外力的冲 
t 都是微不足道的。因而总可认为，碰撞过程中系统的总动最是守恒的。或 
者说，碰撞前后系统的质心速度 不变： 


v c = 

TO l®IO 

+ m 2 r 20 

■ - = - 

, +m 2 r 2 

加上质心速度即可得 

m v 

+ w 2 m 

i +^ 2 

e 

V l = " ~ 

7 t 


(m, - em 2 )v 

10 + (1 +e)m 2 f? 20 

t, +m 2 

m 

, +w 2 

e 

=： fl „ 4. 一 


(1 +e)m,r I0 

+ ( m 2 

2 c rr , 

t, +m 2 

m 

1 + 饥 2 

以上是从碰撞前速度 p, 

0 、 D 20 

求碰撞后速度 q 

、化 的公式。 


对于完全弹性碰撞， e = l , 我们有 

P| = Dc _ u o = ( w , - m ; ) p , 0 +2 m^， n 
w, +m 2 m x +m 2 

V 2 = Vc+ m ' u « = 2w,p, 0 + (m 2 -m,)p ?n 




1. 质心系与两体碰撞 


对于完全非弹性碰撞， e =0, «=0,碰撞后两球具有的共同速度为质心速 
度： TO , P 10 + m 2 c 20 ,，，，、 

P ' = P2=Pc= ~ r ^ m 2 (3 - 6I) 

这些公式都比较复杂，难于记忆。在具体问题中， k 们可以根据实际情况进 
行简化分析,往往不需要用这些公式去计算。 

例題5如图3 -37 所示，将 一种村 料倣成小球，用另一种材料做地扳，令小球从一 
定高度//自由落下，測浔其反跣高*为 A , 求这两种材枓之间的恢复系数 e . 

解：小 球与地板相撞，实际上是与地球相撞。在 （3.59) ^ 

式中取物体1为小球，物体2为地球，从而在质 
心系中 W 20 «• 0,于是该式绐出 J), *=- e W 10 , V, «0. 由于 
I V l0 1= / 2 gH , | w , 故恢复系数 C ^_ 

e= a， (3 62) 

此式提供了一种测置诙复系數的方法 。 I 

表 3-1 几种材料的恢复系数 


铝与铝 

铁与铅 

钢与软木 

图 3 - 37 例题 5—— 

0.20 

0. 12 

0. 55 

恢复系#的测定 





图 3 - 38 例题 6- 

大小弹性球落地反跳实辁 
地球相比，质量 
甚小，反弹后速 
度向上，大小仍 
为《(见 s 3 - ™ 2 r 

39 a )。 第 二步分 ( M ^ 

析小球和大球的 
碰攮。为此我们 
换到随大球以速 
度 w 向上运动的 
参考系，在此参 J 

考系内大球不 E 


例题6 如 S 3-38 所示，将一个小皮球放在一 
个大皮球的上面，使之自由落下。当它们落到地面上 
反弹时小球跳搏比琢来高 许多倌 ，往往会打到天花 
扳上。这是一个非常有趣的课 f 瀆示实验。试解释其 
机理。 

解:* ■前* 所迷，若两个弹性球质 量相差 甚远， 
小球以_定的速度 w 撞在不动的大球上，则小球速 
度反向，大球几乎保持不动。我们以这一点为依据来 
分析本*。两个皮球下落时，大球首先着地。考虑大 
球与地面的碴撞时，可暂时忽略小球的存在。大球与 


㈣ 


磔擅前 礓撞后 

魘察者膿大礞运动的參考系 


用参考系变换来讨论 
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动， S # 撞前小球向下的速度为2«(见图3 -39 b )。 由于两球的质量也相差甚远，大球不 
动，小球速度反向，变为向上的 2 t >( 见图3 -39 c )。 再換回到地面参考系.小球向上的速 
度变为 3 w (见图3 -39 d )。 按照机械能守 恒定律 ，小球上升的高度 ccw 2 . 速度 
增大到3倍，高度就增大到9倍.那怕它打不到天花扳上！ 

在以上的分析里，我们没有用复杂的公式。现在不妨再用弹性碰撞的公式 （3. 60) 
来验证一下上面的结论。根据该式，在 TOj 的情况下， V , =- t ) l () +2 t ) 2 。， w 2 •= w 2 。. 第 

一步用质点1代表大球，质点2代表地球， V : „=0, 即地球不动，大球反向。第二 

步用质点丨代表小球，质点2代表大球，速度向上为正，向下为负，则 t >,。 = - V , %。 =w ，故 
v , =-(- v )+ 2 v = 3 v , 结论如前 。 I 

例題7图 3-40 所示为一种測子弹速度 
的装置——冲击摆。设摆长为 摆的质量为 
M . 在质量为 m 的子弹冲击下.摆过的最大偏 
角为^求子弹的初速度％. 

解：第 一步分析子弹射入摆内停止下来的 
过程。这过程很短浞.摆还来不及显著偏离其 
平衡位置。在此过程中外力（重力和遂的张力 
T ) 的合力为 0( 其实即使不为0,因为它们都 
不是短时间内的冲击力，其冲置是可以忽略 
的），因此子弹和摆组成的系统动量守恒。然而 
子弹与摆之间的荦擦力作功，把子弹的动能转 图3 -40 例题7——冲击摆 

化为热•机械能是不守恒的。所以，这一过程可作完全非弹性碴撞过程处理，子弹和摆的 
共同速度 w 为它们的质心速度，即 

v = Vc = a^o. +Af -Q = ^ 

第二步分析摆从平衡位置摆到最高位置的整个过程。在此过程中机械能守恒，从 
而有 ，’ 

( m + M ) gh = ~ r -( m + M ) v 1 = + - m V °-~r 

1 2 (m+M) 1 

其中高度办与 0 的关系是 /i = / ( 1 - cosO ). 由此可以解得 

v o = V 2 gh = VTgl{l - cose ). | 

我们知道，在任何碰撞过程中动量总是守恒的，而动能则未必；可是在 
^外一些例子中（如勻速圆周运动）•情况正好相反，动能不变而动量不守 
恒。在牛顿力学里我们可以认为，动量和能量是物体运动的两种不相同的量 
度。但在相对论中，某一参考系中的能量，既与另一参考系的能量有关，也与 
其中的动量有关。反之，某一参考系中的动量，既与另 一参考 系中的动量有 
关，也与其中的能量有关。即动量和能量在参考系变换时相互联系，密不可 
分，组成一个洛伦兹变换下的四维协变量（见第八章 §4)。 这就比牛顿力学 
更为深刻地反映了动 fl 和能量的内在联系。 




§4. 质心系与两体碰撞 


133 


最后，在结束本小节之前，谈谈非弹性碰撞的概念在傲观领域里的引伸。如前所述， 
碰揎是否弹性，要看有无机械能的耗散。“能童耗散”是个宏观的概念，“非弹性碰撞”最 
初也是宏观概念。然而现在一些微观领域里也经常使用“非弹性碰撞”或“非弹性散射” 
的宇眼,这是怎么回事?宏观物体内分子或原子的热运动，相对于物体的整体运动来说, 
可看作是它内部自由度或其它自由度的运动，耗散是能量向内部自由度或其它自由度 


转移的过程。微观粒子也可以有内郎自由度或其它自由度,碰掩时平动能董也可以向内 
部自由度转移，或产生、吸收其它粒子 c 例如原子碰撞可以导致其中的电子激发，固体中 
的电子与晶格碰撞时产生或吸收声子，在高能物理中产生或吸收新粒子的现象就更为 


普遍了。通常也把这种碰撞叫做非弹性碰撞。參碰撞时能量向内部自由度转移的过程, 


可以用下列宏观 
实验来演示。如 
图3 -41 所示，在 
水平气轨的一端 
竖立一块弹性反 
射壁，气轨上放 
一滑块。平时若 
我们要演示弹性 



图3 -41 碰楦时能量向内部自由度转移 


碰撞•可在滑块的前销装一片 弹黄； 要演示非弹性碰擄，则可在滑块前斓粘上一块椽皮 
泥。当滑块撞在 反射壁 上时,前者按原速反弹回来，后者则粘住不动，或反弹回来的速度 
变得很小。现在我们采取前者，即在滑块前端装上弹性很好的弹簧，但在其上放一个架 
子，架子上挂一些零星物品。当滑块撺到反射壁上时,它将表现出非弹性碰埔的性状来。 
这时再看架子上的物品，它们在那里乱摆.把一些整体平动的动能吸收了过去。 


4.5 瞄准距离与散射截面 


过去物理学研究的碰捕问题是宏观物体之间的碰撞，当今更多的是微观粒子之间 


的碰掩，在这圼人们关心的往往是碰澶后粒子 
的角分布。 

为了在几何上简单些.我们讨论二维问题， 
以刚 性岡盘 （形如冰球）的弹性碰撩做比喻，介 
绍有关角分布的问翅一些初步概念。图3 - 42 
所示为两刚盘相互接触一刹那的情形。设两盘 
的半径分别为^和 Oj , 0,和0 2 为盘心， P 为 
接触点。把盘2看成粑粒子，取 q 为静止的参 
考系。这样一来，碰撞前后的相对速度分别为 
« 0 = V l 0 - V 20 = V l0 , u ^ v , - V 2 = v ,, 其间夹角 e 



代表碰撞引起盘1运动方向的偏转，称为教射 图3 -42 刚盘礓撞的 

- 描准距离和散射角 


參近来在介观物理中发现一个重要现 象:弹 性散射 （ 如固体中电子在杂质上的散 
射）保持波函数的相位记忆，从而过程 可逆; 而非弹性散射（如电声子散射）不保持相位 
记忆，过程不可逆。因此区分弹性散射和非弹性散射的槪念变得十分重要。 
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角由于完全弹性碰撞是可逆的，相对于盘心联线0,0 2 人射角等于反射角，由图可以看 
出，各角度之间有如下 关系： 

^ = e + ip 


f + +. 


令过 O , 、0 2 沿人射方向 u 。 的平行线之间的垂直距离为6, fc =0时碰撞是对心的。故6 
是偏离靶心的距离，称 为瞄准距离。 敝射角0是与瞄准距离6有关的，由图不难看出，它 
们之间的关系是 


a sin^ = a ' 


(3.63) 


式中 <i = 0,0 2 = a ，■^ 为两盘半径之和。设想垂直于人射方向有一靶面，其中心位于 0 2 . 
瞄准在6到&+<16之间的窄带上时,散射角在<>到<?+舶之间。取(3.63)式的微分 


<16 * - a sin - y - AO , 

则参 tt < r { 0 )= |^|= yas*ny 

代表散射到 0 附近单位角宽度内的槪率。在此二 
维散射的例子里耙是一维的. <7(0) 的 tt 纲是宽 
度的 M 纲。在三维散射的情形里靶是二维的，相 
应的 o ■(幻 柚纲 是面积（以0 2 为中心、6为半径、 

宽度为< 16 的一个靶环的面枳为 2 ir <> d &) 的屋纲。 

所以《7(0)称为 （黴 分） 教射我面。 图3 -43 是在 
极坐标上按 (3.68) 式画出的刚盘敗射截面曲线。 

可以看出. 0 = 180°背散射的槪率最大，这是硬芯 
碰撞的特点。 

日常生活中人们习惯于把“碰撞”这个词同 
某种突然的、猛烈的事件联系起来,但在微现領域 ® 3 " 43 散射#面的角分布 
里，即使粒子间的相互作用相当柔和，物理学家们往往也把它们之间的散射过程叫做 
“碰撞 "。能 够称得上碰撞的过程应具有以下 特点： 

(1>粒子间相互作用限于某个有限的时间间隔内，从而我们说得出过程的开始和 
终了； 

(2) 在相互作用持续的时间里，任何外力的影响都可以忽略。 

微观粒子之间的相互作用有许多种是短程的，如电中性分子间的范德瓦耳斯力、核 
子(质子和中子）之间的核 力等; 带电粒子之间的库仑力和万有引力則是长程的。把短 
程相互作用过程#成碰撞是没 有问® 的，把长程相互作用看成碰撞则有些勉强。不过伴 
随着库仑力往往有异号电荷的德拜屏薮效应,将长程端的作用截断，碰撞的概念对于它 
还是可以用的。 

把碰撞的概念从刚盘模型推广到比较柔和的相互作用时.散射角、瞄准距离、散射 
截面等概念仍可延续使用，不过需要作一些修正。由于粒子的运动方向是逐渐变化的 
(见图3 - 44>，散射方向和瞄准距离的槪念都是对远处的渐近线而言的。此外，散射截 


(3.64) 

(3.65) 




面 ( T 不仅与有关，还与入射的相对速 
度《 = |«1。|有关，即•傲分敢 
射截面 < r ( w , 幻是描述散射粒子角分布 
的，它的函数形式取决于相互作用力 
(或者说，相互作用势能）的形式 :反过 
来，如果测得了散射粒子的角分布，我 
们可能从中获得有关傲观粒子结构及 
其相互作用性质的许多信息。微分散射 
截面概念的重要性正体现在这里 s 

§ 5. 单位制和量纲 

5.1 单位制基本单位和导出单位 

物理学是 一门实 验科学，常常需要对各种物理置进行测最。对一个物理 
量测最的结果一般包括所得的数值和所用的单位两个部分，也有的物理最 
表示为纯数。# 

由于各物理量之间存在着规律性的联系，所以我们不必对每个物理量 
的单 位都独 立地予 以规定 。我们 可以选定一些物理儇 （ 如长度 、质量 、时间） 
作为基 本量, 并为每个基本量规定一个基 本单位 [如米 （ m )、 千克 （ kg )、 秒 
( S ) ], 其它物理 t 的单位则可按照它们与基本盘之间的关系式（定义或定 
律〉 导出來。例如根据速度的定义 V = ds/dt 和加速度的定义 a a dr;/cu 可 
导出它们的单位分别为 m / s 和 m / s 2 , 等等。这些物理®称为导出 量， 它们的 
单位称为导 出单位 。按照上述方法制定的一套单位，构成一定的 单位制 ，例 
如由上述基本单位构成的申.位制为 MKS 制。 

建立单位制首先要确定基本里和基本单位，但这带有一定的任意性。基 
本量和基本单位的选择不同，就构成不同的单位制。 

力学中常用的是 CGS 和 MKS 两种单位制，它们的基本量一样，都是长 
度、质最、时间三个，但基本量的基本单位选取得不同。在 CGS 单位制中，三 
个基本最的基本单位为厘米 （ cm ) 、克 ( g ) 、秒 ( s ); 而在 MKS 单位制中，三 
个基本量的基本单位为米、千克、秒。在工程技术中过去还常常使用一种单 
位制——工程制，它选取长度、力、时间作为基本量，虽然仍是三个基本柑， 
^用力代替了 6 GS 或 MKS 单位制中的质董作为基本设。现今国际上以国 
际单位制 （ SI ) 为标准单位制，其中力学部分就是 MKS 制,其它两种单位制 



-44 非刚性相互作用时的粒子散射 
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已属被逐渐淘汰之列。有鉴于它们在过去的书籍文献中常出现，今后也不可 
能在短时期内绝迹，我们还是把它们一起介绍如下。下表中列出在上述三种 
单位制中一些重要力学量的单位。有的单位有专门名称和国际缩写符号，也 
列在表内。 


表 3 -2 力学置的单位 


力学量 

MKSfH 

CGS 制 

工程制 

长度 

m (米) 

cm(® 米) 

m (米> 

质董 

咕 （千兗） 

g(3t) 

kgf/(m-s~ 2 ) 

时间 

s (秒） 

s (秒） 

s (秒） 

速度 

m/s( 米 / 秒） 

cm/s(M 米 / 秒〉 

m/s (米 / 秒〉 

加速度 

m/s 2 (米 / 杪 2 ) 

cm/s 2 (S 米/ 秒 2 ) 

m/s 2 (米 / 杪 2 ) 

力 

1 kg -m/s 2 = 1 N (牛） 

1 g-cm/s 2 = 1 dyn (达因） 

kgf (千 克力） 

动置 

kgTH/S (千克•米 / 秒） 

g*cm/s (兗 •！ 米 / 秒〉 

kgf’s (千克力•秒〉 

冲 t 

N-s (牛•秒） 

dyn *s( 姑因 •秒〉 

kgrs( 千克力 •秒〉 

功 ，能 

1 N.m = 1 J (焦） 

1 dyn -s * 1 erg (尔 格〉 

kgf*m (千克力 •米〉 


表中工程制力的单位规 定为 ： lkgf = 9.80665 N (相当于在地球纬度45。的 
海平面上千克原器所受的重力。 

5. 2：■纲 


由于物 理进之 间有着规律性的联系，因此，当一个单位制中的基本 M 选 
定后，其它物理 fi 都可通过既定的物理关系与基本最联系起来。为了定性地 
描述物理 M , 特别是定性地给出导出最与基本量间的关系，我们引人姐纲的 
概念。在不考虑数字因数时，表示一个量是由哪些基本置导出的及如何导出 
的式子，称为此量的量纲（或量纲式） 。例 如在力学中， CGS 和 MKS 单位制 
的基本》是长度乙、质量 A / 和时间对每个力学量 Q 可写出下列量 纲式： 
[ Q ]= L a M ^ P , (3.66) 

其中 [ Q ] 表示物理 MQ 在这两种单位制中的量纲，争 L 、 M 、 T 分别表示基本 
量乙、 M 、 7■的1纲，指数 a , 卢， y 称为量 纲指數 。例如，速度 w 、 加速度 a 、 
动量 P 、 力/、冲埴/和功 A 的量纲式分别为 

[ v ] = [ s ]/[<] = LT ', 

[ a ] = = LT - 2 , 

[ p ] = [ m ][ u ] = LMT ' 1 , 

[/] = [p]/[«] = LMT- 2 , 


參在 GB3101-93 文件中用 dimC 表示物理量 Q 的量纲，本书照頋到国际物理学界 
沿用的习惯，用 [<?] 表示。 
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[/] = = [ p ] = LMT-', 

[A] = [/][s] = L 2 MT 2 . 

物理量的量纲式可用来进行单位换算。例如，已知力的量纲式为 [/]= 
LMT' 由 CGS 制换到 MKS 制，由于长度和质量的单位各增大 10 2 和 10 3 倍， 
所以, MKS 制中力的单位牛顿比 CGS 制中力的单位达因大 10 2 xl0 3 =10 5 
倍，即 lN = 10 5 dyn. 

物理董的量纲式另一用处是检验公式的正确性。因为只有量纲相同的 
置才能相加、相减和用等号相联接，若我们在运算中得到一个公式与此不 
符，则可以肯定它有问题。替如我们得到如下一个匀加速运动的路程公式： 

S = 沉 + yat, 

用量纲一检査， [s] = L , [ v ][ t ] =L, [a][t] =LT-', 显然最后一项错了， 
应是 < 2 . 

5.3 置纲分析 


贵纲的方法用处很多，我们将在以后逐步介绍。这里先讲最纲分析的基本原理 
——/7定理。 

如前所述，只有在预先选定了单位制之后，才谈得上置纲。设我们所选的单位制中 
基本 M 的数目为 m ❶，它们的量纲为 X , , H . 用 [/>] 代表导出 ft P 的 ft 纲,则 


对上式取对败，则有 


[ P ] = … X 爾 •"， 

ln [ P ] = a,In X , + a^ln ^+ o B ln X „， 


(3.67) 

(3.68) 


在这里若我们把 In In 看作是 m 维空间的“正交基矢”，则 （ a , 

«-) 就是“矢婧” ln [ P ] 在基矢上的投影，或者说,是它的“分量"。今后为了简便，我们 


把 M 纲式写成 ln [ P ] - ( a , , a ,,-, a M ). (3.69) 


所谓几个物理 童的董 纲独立，是指无法用它们幂次的乘积组成无 M 纲量。用矢撤的 
语言表达，这很淸楚，就是代表它们鲞纲的矢最彼此线性无关。从几何的观点看,两个矢 
鼉线性无关，就是它们不共线；三个矢置线性无关,就是它们不共面;…。在 m 维的空间 
内最多有 m 个彼此线性无关的矢童。 to 个矢，…, = …, m ) 线性 
无关的条件是由它们组成的行列式不等于0 : 


On «12 — «|, 



(3.70) 


O 通常在力学中 m =3;在电学的 MKSA 制中 m =4,在高斯制中 to =3. 
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i 7 定理表述如下 

设某物攻问题内涉及 n 个物理量（包括物理常量）/> 2 ，…，/，而我们所选的单 
位制中有 m 个基本量 （ n > m ), 則由此可组成 n - m 个无量纲的量/7丨，/1 2 ，…， U 
物理量 P , , P 2 , -, P . 之间存在的函數关系式 

P .) = 0 (3.71) 

可表达成相应的无量纲 形式： 

F ( n ,, n 2 , -, n ,. m ) = o . (3.72) 

或者从上式把 /7, 解 出来： 

77, = n n . m ). (3.73) 

( w = mW 情况下，有两种可能。若尽，尽 ，…， P ” 的量纲彼此独立，則不能由它们组成无 
量纲 的量； 若不独立，則还可能组成无董纲的量。〉 

对于普遍悄况的证明，符号虽楕练，但比较抽象，我们不打算在这里给出，有兴趣的 
读者可以看参 考书參 。下面结合一个例子进行示范。选 MKS 单位制.基本董弋=质量财， 
毛=长度乙，&=时间 r (这就是说，定理中的 m =3) t 选我们要讨论的问题为第二章的 
例题6,这里涉及的物理量有粒子的数密度 n , 质量 to , 速率 w 和粒子流撞击壁面的压强 
户= 4^/^5,(这就是说,定理中的”=4,从而《-»1 = 1)。它们的量纲分别为 ： 
ln [ n ] =0 x In M -f (-3) x In L + 0 x In T , 

ln [ m ] =1 x In M + 0 x In L + 0 x In T . 

ln [ r ] =0 x In M + I x In L + (-1) x In T , (3.74) 

ln [ P ] =1 xlnM + (- I ) xlnL + (-2) x In T . 

其中极多只有 3 个是线性无关的。我们假定它们是前 3 个,则其余一个可表示成它们的 
线性组合.即攀 

> n [ P ] » ar , ln [ n ] + x 2 ln [ m ] + x , ln [»], (3.75) 

将 (3. 75) 式代人，则有 

1 x In M + (-1) x In L + (-2) x In T 
-*1 [0 x In M + (-3) x In L + 0 x In T ] 

+ x , [ 1 x In M + 0 x In L ■»- 0 x In T ] 

+ a ： j [0 xlnM + 1 x In L + (-1) x In T ], 

由于 In M , In L , In T 是被看作彼此独立的“正交基矢” •在上式中它们的系数应分别相 
等，即 

0 x x , + 1 x x , + 0 xxj = 1 , . 

(-3) xx , +0 xxj + 1 x = - 1, I (3.76) 

0 x a;, + 0 x a：j + (-1) x Xj = - 2. j 


• E . Buckingham, Phys. Rev. 4( 1914) ,345；/ Wash. Acad. ScL 3( 1914),347 
參赵凯华.定性与半定量物 理学. 北京：高等教育出版社， 1991. 65 


定的问题里物理系统的发展和演化往往由若干个变量决定，我们不妨叫 
层?存穿气 子里 . n ' TO 、 v 就是主定参量， > n [ n ]' ln [ m ] 、 ln [ w ] 实 

杯 X 起宥一组新基天的作用。 
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这联立方程组的可解条件是由它们的系数构成的行列式不等于0: « 
0 1 0 
-3 0 1 # 0. 

0 0-1 


由此解得 X , = 1, % = 1，=2,于是我们得到 

ln[P] = 1 x ln[n] + 1 x ln[m] + 2 x ln[»], 

' [ 尸 ] =[nHmr [«]•’• (3.77) 

这样，我们就找到一个无世纲歎 ，,, 

n, = n'm'v^P. (3.78) 

在上面的例子里我们只选了 n , m , t >, P 四个物押#，如果再多选一些，我们将得 


到更多的无量纲 M /7 2 , 例如在前面的例子里，我们还可以有粒？与壁相碰时无 

懂纲的弹性恢复系数 e »/7 2 (见 4. 4节）。假定在这些物理员之间存在 (3. 71) 形式的函 
数 关系： 


/(n, m, v, P, e) = 0. 


(3.71-) 


按照 /7 定理，它可写成无量纲的形式 (3.72) 式或 (3.73) 式,在本例中就是 


"' = ^? = 嘱 >= 财 


单纯从 世纲分 析不能给出无 fi 纲0函数的具体形式，第二章例题6的结果提示我 
们， 4>(c)=l+c. 对于情形 （1), e=0, <*>(«>=» I:对于情形 (2), e = l, <J>(e)=2. 

下面我们讲几个运用/7定理作 ft 纲分析的例 M- 
例睡 8 用董纲分析法证明勾股弦定理。 

解：一 个直角三角形的面枳 A 可由它的一边（訾如斜 
边 c) 和一个锐角（譬如 <*) 所决定。 a 是无量纲的，按 （3. 

73) 式，我们有 , 

A = ^4-(0). 图3 - 45 例題8 

如图3 -45, 作 c 边的 垂浅将 三角形分成两个与原来相似 一勾股弦定理 

的小直角三角形，它们各有一个同样的锐角 a, 故它们的面积应分别为 



O 注意 :此行 列式各列正是 
成如下的里 纲表： 


| 的置纲. （3.76) 式右端是 P 的量纲，故可写 



n m v 

p 

M 

0 

1 

0 

1 

L 

-3 

0 

1 

-1 

T 

0 

0 

-1 

-2 


有了这个堡:纲表，立即可以把 (3.76) 式写成矩阵 形式： 


0 10, 


r 1 

一 3 0 1 • 

ar 2 

= -i 

0 0-1』 

L ar 3 - 

l_ 2 J 


(3_72 ，） 




由 A = _A| + A 2 得 
消去 0(a)， 即得 


>1, = a 2 <P(a), A 2 = b 2 <P(a). 

<^4>(a) = o J 4*(a) +6 2 #(a), 
c 2 = a 2 + b 2 . 



这便是著名的勾股弦定理，西方称之为毕达哥拉斯 （Pythagoras) 定理。 ■ 


例题 9 质董分别为 m,, 的 AT 个质点 ，静 止地放在一无隈大无摩擦的 

水平平面上。它们排在一条直线上，位置分别为 x M x 2 ，…， •另有一质置为 m 的质点 
P 位于此直线上某处，具有沿此直线的初速度待所有质点不再碰撞以后， P 经历了 n 
次碰撞，并获得末速巧.如果其初速为3%,貭点 P 将经历多少次碰撞？其末速将为何？ 
解释你答案的理由。 

解： 设质点的初始位置为 x 本题中有 W+I 个位置变董 x，x,, … ，知和 AT+1 个 
质量 m, to ,,-, ，以及一系列无量纲的 f( 如礓撞的恢复系教 |e|, 见第三辈 4.4 
节），加上质点的初速％,印构成本题的全部主定参*，它们完全决定了质点 P 的碰揎 
次数 n 和末速V,.由上述 2W + 3 个有量纲的董容易构造出 2W 个无量 纲董： x/a:, …， 
x N /x- % m N /m. 剩下有独立董纲的 1 有; r, to , w,, 它们的董纲表 如下： 



X 

m 

v* 

M 

0 

1 

0 

L 

1 

0 

1 

T 

0 

0 

-1 


其行列式不为 0, 不可能再有其它无置纲的组合。无置纲和只能是上述无量纲 


董的函数： 


叫吾，…令,»4 




它们的数值与％无关。故当 A—3V, 时.碰撞次数 n 不变，末速3«,. | 


例题 K) 分析任意振幅的孳摆周期公式的形式。 

解： 选摆锤的质量 m、 重力加速度和摆长 i 为 T/To 



解代数方程组 


图3 -46 非线性单摆的周期 






§5. 单位制和量纲 


(\ 0 0、 

1 



「0、 

n oo ) 卜 2 、 


n 

0 1 1 

. 

i 

= 

0 

和 0 1 1 ■ 

= 

2 

<0 -2 0 J 

1 

、戈 31 ) 


、\> 

U -2 oJ Ua) 


^-2> 


得 SMB ， (3，. 

由此获得两个无 I 纲组 合量： 

= 十 ， ^ h 

按 /7 定理我们可以写出 

T - 冶叭。 ， (3 ' 79) 

这里 的无董 纲的函数少不再能用 f 纲法定出了。 TOW 代表摆角 e = TT 时的势能，故 77 j 
相当于约化能量。在摆角很小时/7 2 《1,可将函教0按其宗董的幂次 展开： 

= C<1+C| (^) +C2 (^) 2+ -， 

于是 

(3.80) 

式中 C 。 ， C ,'= C ,/ C 。 ， C 2 ’= (7 2 / C 7。 等都是无*纲的置。在小摆幅的极限下，上式可只保留 
笫一项，这时周期 r 既与质量 m 无关，又与摆幅无关。这两点都不是显然的。 

頫便 指出，解析理论表明，（3_ 79) 式内函 数少的 表达式为全#圓积分 < t (77) = 
4 X (77/2). 17— 0 时/^ /2,从而 . 这与前面得到的结果(3_ 37) 式相符。大 
摆幅时周期隨约化能董变化的曲线如图3 - 46 所示。可以看出，在相当大的摆幅范围 
内，周期 7" 偏离小摆幅极限不多。在 £/mW = l (0 = ff /2) 时 T 增加18%， 
E/mgl =2( 0 = tt ) 时 r —■ 

由以上例子可以看到，用量纲的方法有时会很简便。甚至不需知道定律 
和物理机制的细节，便可得到一些有用的信息，作些定性的判断。今后我们 
将随时举更多的例子。 

5.4 几何相似性与标度律 

在曰常的直觉中，人们习惯于用几何相似地放大（或缩小）的倍数去推 
论其后果，替如，一个人身体高了 50%，做衣服用的布料也要多50%。曾经 
流传过一种说 法:跳 蚤可以跳了一米高，若它长得像人那样大,就能跳一千 
多米髙。这里都错误地按几何线度放大的倍数去推算其它某种后果。对于一 
定几何形状的物体，若其几何线度为改变时，其它因素按怎样的规律变 
化?这类规律可称之为标度律。上述物体的表面积 See 体积 V<x i 3 , 这是 
最基本的标度律，它们是由量纲关系决定的。所以身高 1.5 倍，费布料多 （1. 
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5) 2 =2.25 倍，这里的标度律是布料面积 <x Z 2 。 跳蚤体内储存的能量芯《体 
重，设密度不变，则£ = c 体积 oc i 3 。另一方面，跳到高度所需重力势能 mgh 
«体重 a Z 3 。 所以这里的标度律是办0^°(不变），即像人那样大的跳蚤也只 
能跳一米高。 

伽利略在他第二本名著 《两 种新科学的对话》中记载了威尼斯造船厂 
一位有经验工匠的话 :“在 最大的船只下水时必须格外注意，以避免大船在 
它们自身的巨大重量下发生开裂的危险。”这段话引发了书中对话者的争 
论,问题的实质是，将小船的设计按比例几何相似地按比例放大，造出的船 
是否变得不结实了？用垦纲来分析，这是显然的。船的重量（包括自重与载 
荷）《体积 (X Z 3 , 而船的骨架的横截面积 S oc i 2 , 从而这里的标度律是单位 
面积上的负荷《 船愈大，单位面积上的负荷愈大，开裂的危险也就愈大。 
这个道理可以用到其它许多地方.臂如马从两倍干它身高的地方跌下来会 
摔断骨头，而猫可以从五六倍于自己身高的地方跳下来安全无恙，老鼠从天 
花板上跌落下来（这相当于它身髙的几十倍〉，什么危险也没有。大象粗壮 
的四条腿，与其它小型动物的腿是不成比例的。鲸鱼这样大的哺乳动物只能 
生活在海里，在岸上搁浅，失去了水的浮力，它们就会被自身的1量压死。 

寻找正确的标度律，对于许多实际问题是很重要的。例如用缩小的模型 
去模拟桥梁、水坝、乃至飞机，都需要用正确的标度律来指导,而正确的标度 
律要寐 M 纲分析来得到。在今后章节适当的地方我们将举一些例子。 

本章提要 


能 t (作功的 本领） 是物理学 （乃 至整个自然科学）中极 为普遥 、极为重要的物理量 u 


1. 各种形式的能量 
势能1 宏观 
动能 J 
热能 
电磁能 
' 辐射能 
化学能 
生物能 
核能 


机械能 


特 点：按 照一定当量相互转化，转化时保持数量守恒。 







2 •势能 位置的函数 

f 重力势能： E vt = mgh . 


弹性 势能： 


? pj< = Y k( - x ~ x »r, 


3 •动能 运动状态（速率）的函數 
质点动能： ^- mv 2 . 

4 • 功： dA = / cosff ds =/• ds, A = / cos0 ds = J ^/ • ds. 

物体间通过作功传递机械能。 

5. 保 守力： 沿任意闭合回路作功为 0 ( 或作功与路径无关）的力。 

保守力是时间反演不变的。 

保 守系： 所有非保守内力都不作功的系统。 

•-对作用力和反作用力作功之和与参考系的选择无关 a 

6. 机械能守恒 定律： 

一个物体系机械能 E = E k + E p 的变化为 d (, E ,* E ? ) = ( U ^ + ( Uj , , 
其中为系统的总动能， 


其中为系统的总动能， 

»• Mt 乙 

E . = E tn =y ^ U ^ r v ) + 为总外势能， 

为非保守内力的功 ，< L 4= 为来计入保守外场部分外力的功。 

对于保守系 cL 4 g =0,则 

d ( E k + E „) = dA °. 

若在某个参考系内 dAt = 0,则 

d (£ k + F p )=0 或尽+& =常量（机械能守恒定侓） • 

7. 一维势能曲线 

(1) 力/指向势能下降的方向，大小正比于曲线的斜率： 

f _ dU ( x ) 

J ~ 一 ~ dx~' 

(2) 只有势能低于总机槭能的地段才可达到，二者的差值等于动能。 

(3) 势能曲线的极小值对应于稳定平衡点，极大值对应于不德定平衡 
点。 

(4) 在稳定平衡点 x = a :。 附近作小振动的周期为 


T = 2 ir 
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8. 质心系（零动量系、动量中心 系）： 


质心： 位矢 r e 




的点。 


总动量 尸==0 的参考系。 

is if HE 

质心的速度为 
加速度为 a c = 


质心运动定理：= ma c 
克尼希 定理： E k = + E c 


(m = 为系统的总质 量）。 

uTk 

为相对于质心系的动能， 

\ E c = - jmvc 1 为随质心整体平动的动能. 


对于两体问题 ， C =£■„ 为资用能 = m , +»« 1 为折合质 1 ， 

为相对速度. 

9. 两体碰撞 ：碰撞 中动董总是守恒的。 

从能量关系會，恢复系数 e = | u / u 0 I («。、《为碰撞前后的相对速度）。 

e = l , 完全弹性碰撞（机械能守恒时间反演不 变）； 

e =0, 完全非弹性 碰撞； 0< e < l , 非完全弹性碰撞。 

10. 单 位制： 基本置和导出置基本单位和导出单位 

国际单 位制： MKS 制基本量和基本单位 L (米） 、M (千克）、 T (秒） 
量纲： 导出量与基本量的幂次关系 [ Q ] = L " M S T ' 

只有量纲相同的*才鉋相加、相减和用等号联接。 

置纲分析与标度侓。 

思考题 


3-1 给出物体在某一时刻的运动状态（位置、速 
度），能确定此时刻它的动能和势能吗？反之，如物体的动 
能和势能已知，能否确定其运动状态？ 

3-2. 将物体匀速或匀加速地拉起同样的高度时，外 
力对物体作的功是否相同？ 

3-3 用绳子沿粗糙斜面往上拉重物的过程中，重物 
共受几个力？嗶些力作正功？哪些力作负功？哪些力不作 
功？ 


3-4. 子弹水平地射人树干内，阻力对子弹作正功还 
是负功？子弹施于树干的力对树干作正功还是 负功？ 



思年题3 - 5 


3-5. 把水抽上水塔，将它储满。用本題图 a 、 b 两种方式所需的功是否相同？ 



思考題 
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3-6. 某甲和某乙各攀一根悬挂着的绳子上升到顶端，甲的绳子不可伸长，乙所攀 
的是可伸长的弹性绳，其原长与甲的一样。谁作的功多？ 

3-7. 运动员跳高时用脚蹬地，地面对他的反作用力作功多少？他获得的重力势能 
是从哪里来的？地面反作用力有没有给他冲量9他获得向上的 动世是 从哪里来的？ 

3-8. 如本题图所示，用力/作用在 to , 上使弹簧压缩。突 
然撤去/之后，就有可能把％提离地面。整个系统获得的重力 
势能是从哪里来的？ 

3-9. 汽车起动时，动能从何而来？动量又从何而来？ 

3-10 在一弹费 F 挂一重物，将它放开，它将迅速下沉， 

使弹簧拉伸到某一最大长度后回升（见本题图 a )。 如果我们用 
手托着它缓缓下沉，到达某 -- 高度时它就不动了（见本题图 
b )。 试比较重物在三位置上总势能（重力势能和弹性势 
能 之和） 的大小。 

3-11. 作出上题中总势能与高度的函数曲线来，并与弹 
性势能曲线作比较。 

3-12. 如图3 -15, 在匀速前进的车厢内光滑的桌面上有 
— 物体.通过弹 篌系在 厢華上作简请振动。以车厢为参考系来看，物体和弹»所组成的 
系统的机械能是守恒的。以地面为参考系来看，情况如何？ 

3-13. 在 上题中 ，如果车厢作勻加速运动,以它为参考系，仍可以认为该系统机械 
能守恒吗？ 

3-14. 冰球在冰上的匀逨滑动是否具有时间反演不变性？汽车在马路上的匀速行 
驶呢？伞兵在空中匀速 T 降的过程呢？ 

3 -15. 阻力/与速度 r 有关,不是时间反演不变的。科里奥利力也与速 
度有关，是否具有时间反演不变性？ 

3 - 16. 若函数 t /(; r ) 在工=*。处的一阶导数和二阶导数都等于0: U '{ x „) =0, 

"" (叫 ）=0, 但三阶导数 tr ( a ： D )_ o , 则该处称为函数的 拐点。 设想一下,在势能曲线拐 
点处平衡的稳定性问题。 

3 - n . 在本章例题 3( 见图3 -21) 的倒摆装置中螺旋弹簧所支撑的平衡位置在 
= 0处。现将此装置作些改变,使螺旋弹簧所支撑的平衡位璽可通过旋钮调节到任意位 
置沒=«9上。先把0调节为0,设装置的参量超过临界值， gpz >“ =( t / TOJ 7 ，系统有左右两. 
个对称的稳定平衡位置。起初，把摆拨到左边的平衡位置上,慢慢地向右转动旋钮，使 0 
增大。当0达到一定值 <9,时，摆会突然倒向右边。如果这时慢慢地向反方向调节旋钮， 

9 由正经过0变负 （ 即璨旋弹簧的平衡位置开始偏向左边） ，当© 达到一 定值呔 =-6», 

时，摆就突然倒回左边。想象一下摆的势能曲线(幻4随参摄0变化的情况，你能定性 
地说出在突跳点0 = <9,和6» 2 处势能曲线 0)-0 有什么特征吗？ 

3 _18_如本题图，在一只水桶底部装有龙头，其下放一只杯子接水。整个装置放在 
一个大磅秤的托盘上。在打开龙头放水和关上龙头断水的时候，磅秤的读数各有什么变 



思考 *3 -10 
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化？ 

3-19. 以一定的速度由船跳上岸，从大船上容易还是从小 
船上容易？ 

3-20. 在非弹性碰撞中损失的机械能.是否与观察的参考 
系有关？ 

3-21. 用动球击静球，二者作非弹性碰撞。在下列三种情 
况里何者机械能损失最多？ < 1) 质屋 m ^ cm ^ ； 
(3) »1 动 =»8 ”。 

3-23. 为什么茶在茶壶里容易保温，倒在茶碗里凉得快？ 
3-24. 为什么老鼠毎天摄取的食物景超过自己的体歌，而 
猫远不要吃那么多？ 



惠考 *3 -18 


习题 


3-1 有一列火车，总质请为圾后一节车厢 
质设为若 m 从匀速前进的列车中脱离出来，并走 
了长度为 s 的路程之后停下来。若机车的牵引力不 
变,11每节车厢所受的摩擦力正比于其承址而与速度 
无关。问脱开的那节车厢序止时，它距列车后端多远。 

3-2 一质点自球面的顶点由静止开始7^滑，设 
球面的 f •径为艮球面质点之间的摩擦可以忽略，问 
质点离开顶点的高度/ I 多大时开始脱离球面> 

3-3. 如本® 图，一重物从岛度为 A 处沿 
光滑轨道滑下后，在环内作岡周运动。设 WI 环的 
半径为反若要 t 物转至圆环顶点刚好不脱离， 

商度 ft S 少要多少？ 

3-4. —物体由粗糙斜面底部以初速冲 
上去后又沿斜而滑 F 来，回到底部时的速度减 
为,求此物体达到的最大高度^ 

3-5. 如本题图，物体 A 和 B 用绳连接, A 置 
于摩擦系数为 M 的水平桌面上 , B 在滑轮下自然下 
垂。设绳与滑轮的质 a 都可忽略，绳不 ii 了伸长。已知 
两物体的质量分别为 m A 和饥 8 ,求物体 B 从静止 
下降一个高度后所获得的速度。 

3-6. 如本题图，用细线将一质 M 为 m 的大圆 
环悬挂起来。两个质量均为 M 的小圆环套在大圆 
环上,51以无摩擦地滑动。若两小圆环沿相反方向 
从大圆环顶部自静止下滑，求在下滑过程中 . e 角 
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取什么值时大圆环刚能升起。 

3-7. 如本题图,在劲度系数为 A : 的弹黄下挂质量分别 
为 m, 和的两个物体，开始时处于静止 。若 
把?^、 m 2 间的连线烧断，求 to , 的最大速度。 

3-8. 如本敗图，劲度系数为 A 的弹簧_ 

端固定在墙上.另一 端系一质鼠为 m A 的物体 c 
当把弹簧的长度压短叫后，在它旁边紧貼着放 
一质量为》1 8 的物体 t 撤去外力后，求 

(1) A、B 离开时， B 以多大速率 运动； 

(2) A 距起始点移动的堵大距离 c 习 U3-7 




习 -6 


设下面是光滑的水平面。 k 

3-9. 如本题图,用劲度系数为 A 的弹簧将质 M 为 

的物体连接.放在光滑的水平面 t。m A 紧靠 m o 

墙.在 m B 上施力将弹簧从原长压缩了长度: r。. 当外力 ( 

撤去后，求 


(1) 弹簧和 m A 、w B 所组成的系统的质心加速度的最 大值； 

(2) 质心速 度的最 人值。 

3 10. 如本貼图，质 ffi 为 m , 和的物体以 

劲度系数为 fc 的弹黄相连，竖直地放在地面上， m, 


在上,在下。 


习《3 -9 


(») 至少先用多大的力尸向下压 m ,, 突然松开时才能离地？ 

<2)在力/^撤除后，由 m, 、 m 2 和弹簧组成的系统质心加速度£1 <; •何时最大？何时为 



习® 3- 10 习 U 3-11 习题; 5- 12 

3 -11. 如本题图，质置为 Af 的三角形木块静止地放在光滑的水平面上，木块的斜 
面与地面之间的夹角为 ft —质 S 为 TO 的物体从高处自静止沿斜面无摩擦地下滑到 
地面。分别以和地面为参考系，计算在下滑的过程中对对饥的支撑力 JV 及其反作 
用力所作的功，并证明二者之和与参考系的选择无关,总是为 0. 

3-12. 如本趙图,一根不可伸长的绳子跨过一定滑轮•两端各拴质量为^和对的 
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习题3 -13 


p^wyW\A~f^] 


习 iS 3 - 15 


物体(对>«1)。对静止在地面上，绳子起初松弛。当饥自由下落一个距离 ft 后绳子开始 
被拉紧。率绳子刚被拉紧时两物体的速度和此后 M 上升的最大高度 //. 

3-13. 如本题图，质量为 to 的物体放在光滑的水平面上， m 的两边分别与劲度系 
数为 A , 和心的两个弹簧相连，若在右边弹簧末端施以拉力/, 问： 

( a ) 若以拉力非常缓慢地拉了一段距离夂 
它作功多少？ 

( b ) 若拉到距离 i 后突然不动，拉力作功又 
如何？ 

3-14. 质置为 Af 的木块静止在光滑的水平 
面上。一质董为 m 的子弹以速率 V 。水平人射到 
木块内，并与木块一起运动。已知 M = 980 g , m . 

20 g , v 0 =800 m / s •求 

( 1 ) 木块对子弹作用力 的功； 

(2) 子弹对木块作用力 的功； 

(3) 耗敢掉的机械能。 

3-15. 如本题图， m ,、 ％静止在光滑的水平 
面上，以劲度系数为 fc 的弹 簧相连 ，弹簧处于自由伸 
展状态，一质量为 m 、 水平速率为《。的子弹人射到 m , 

内，弹簧最多压缩了多少？ 

3-16. 如本题囝，两球有相同的质 a 和半径，悬 
挂于同一高度.静止时两球恰能接触且悬线平行。已 
知两球碰撞的恢复系数为 e . 若球 A 自高度 fc , 释放， 

求该球碰撞弹回后能达到的高度。 

3-17. 如本题图，在一铅直面内有一 
光滑的轨道，轨道左边是光滑弧线，右边是 
足够长的水平直线。现有质思分别为 m A 和 
m B 的两个质点， B 在水平轨道上静止， A 在 
髙 ft 处自静止滑下，与 S 发生完全弹性碰撞。 

碰后 A 仍可返回到弧线的某一高度上，并再 
度滑 T 。 求 A 、 B 至少发生两次碰揎的条件 3 

3-18. —质量为 m 的粒子以速度 t ;。 飞行，与一初始时静止、质埴为 m 的粒子作完 




QO 
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全弹性碰撞。从 = 0 到 m /3/ = 10 画出末速 D 与比值 m / A / 的函数关系图。 

3-19. —质*为 w ,、 初速为 u , 的粒子碰到一个静止的、质置为^ 2 的粒子，碰攛是 
完全弹性的。现观察到碰撞后粒子具有等值反向的速度。求（1〉比值 m / m ,;(2) 质心 

的 速度； （3) 两粒子在质心系中的总动能，用的分数来表示；（4> 在实验室参 
考系中 to , 的最终动能。 

3-20. 在一项历史性的研究中，简姆斯.査德威克 (James Chadwick ) 于1932年 
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通过快中子与氢核、氮核的弹性碰撞得到中子质量之值。他发现，氢核（原来静止）的最 
大反冲速度參为 3. 3 x 10 7 m / s , 而氮 I 4 核的最大反冲速度为 4.7 xl 0 6 m / s , 误差为 ： t 
10%.由此你能得知 

(1) 中子质量 

(2) 所用中子的初速度是多大吗？[要计及氮的測童误差。以一个氢核的质量为1 
u( 原子质 S 单位），氮 14 核的质量为 14u。] 

3-21. 在《原理》一书中，牛顿提到，在一组碰撞实验中他发现，某种材料的两个物 
体分离时的相对速度为它们趋近时的 5/9. 假设一原先不动的物体质量为％，另一物 
体质量为 2 m 。， 以初速 Va 与前者相撞。求两物体的末速。 

3-22. —质 ft 为 to 。, 以速率 I )。运动的粒子,碰到一质量为 2 m 。 静止的粒子。结果， 
质鐘为 TW 。 的粒子偏转了 4 5°并具有末速《。/2.求质 M 为 2 m 。 的粒子偏转后的速率和方 
向。动能守恒吗？ 

3-23. 在一次交通事故中（这是以一个真实的案情为依据的），一质量为 2000 kg 、 
向南行驶的汽车在一交叉路中心撞上一质 fi 为6000 kg 、 向西行驶的卡车。两辆车连接 
在一起沿着差不多是正西南的方向滑离公路。一目击者断言，卡车进人交叉点时的速率 
为80 km / h . 

(1) 你相信目击者的判断吗？ 

(2) 不管你是否相信他,总初始动能的几分之几由于这碰撞而转换成了其它形式 
的能坻？ 

3-24. 两船在静水中依惯性相向匀速而行，速率皆为 6. Om / s . 当它们相遇时，将甲 
船上的货物搬到乙船上。以后，甲船速度不变，乙船沿原方向继续前进，但速率变为 4.0 
m / s . 设甲船空載时的质量为 500 lcg , 货物的质 fi 为 60 kg , 求乙船质量。在搬运货物的前 
后,两船和货物的总动能有没有变化？ 

3 -25. —质最为 m 的物体，开始 时静出 在一无摩擦的水平面匕受到一连串粒？ 
的轰击。每个粒子的质置为 8 m ( cm ), 速率为 w 。, 沿正 I 的方向。碰撞是完全弹性的，每 
一粒子都沿负: r 的方向弹回。证明这物体经第71个粒子碰撞后，得到的速率非常接近于 
其中 a = 2 Sm / m . 试考虑这结果对于 < mcl 和对于 em — »情形的有 

效性。 

3-26. 水平地面上停放着一辆小车，车上站着10个质量相同的人,每人都以相同 
的方式、消耗同样的体力从车后沿水平方向跳出。设所有人所消耗的体力全部转化为车 
与人的动能，在幣个过程中可略去一切阻力。为了使小车得到最大的动能，车上的人应 
一个一个地往后跳，还是10个人一 起跳？ 

3-27. 求圆心角为26的一段均匀圆弧的质心。 

3-28. 求均匀半球体的质心。 


O 对心碰撺时反冲速度最大。 
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3-29. 如本题图,半径为的大圆环固定地挂于 
顶点质量为 m 的小环套于其上，通过一劲度系数为 
A 、 自然长度为 Z ( Z <2/?> 的弹簧系于4点。分析在不同 
的参数下这装置平衡点的稳定性，并作出相应的势能 
曲线。 

3-30. 计算思考题3 - 17中突跳点0,和的位 


A 



B 
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第四章角动量守恒刚体力学 
§1. 角动量守恒 


1. 1角动置 


在第二章里我们介绍了与平动相联系的守恒最——动量，现在我们来 


介绍与转动相联的守恒量——角动摄。由于角动最这个量，从概念到数学 


表达，都比动量要难理解. 
我们循序渐进，从简单的 
特例说起。 

首先考虑一个不受力 
的自由粒子。如图4 - la 
所示，粒子依惯性沿直线 
^作匀速运动，它在相等 
的时间间隔 A< 内走过的 
距离 As=vA£ 都相等。在 
旁随便选一点0作为 
原点，从0引径矢 r 到粒 
子所在的位置。径矢 r 在 


B 



b . 有心力 


图4-丨 捸® 速度守恒的直观说明 


单位时间内扫过的面积，称为它的掠面速度。由图可见，各时间间隔 Af 内径 
矢扫过些小三角形具有公共的髙线0丑，^们的面积应相等，都等于 
T^ s -OH . 若令 r 和 d 之间的夹角为心则 @ =rs ii^， 小三角形的面积 
等于 +rvsin0A«， 即径矢的^速度为 +?*t;sin0. 这公式既可理解为 p 与 
r 在垂直于 P 方向上投影 （ 即石互）的乘积，又可理解为 r 与 p 在垂直于 r 方 
向上投影的乘积。从后一个角度来理解， wsin0/r 代表径矢旋转的角速度 
w, 因而掠面速度 +rwsin 0 又可写为即 

+rwsin0 = w =常量， （ 4.1) 


现在来看有心力的情况。如图4 - lb, 设质点在时间间隔 Af 内从4运 
动到如果没有力，在下一个 Af 内它将朝原方向走过相等的距离互石，从 
而三角形与 △05 C 面积相等。实际上它在 B 点时受到指向 flO 方 
向的力，第二个 Af 后它走到 （7' 点，偏离的方向与 SO 平行。于是， 
△ OSC' 和 AOSC 也具有相等的高线(77)，和 CZ)， 它们的面积也相等。亦 
即，只要力指向中心0,径矢的掠面速度就恒定。 






上面论证掠面速度恒定的几何方法，正是牛顿所惯用的方法。请看图 4 
- 2,这是从牛顿的一篇短文（论物体的运动 ( Z)e Motu )) 中临摹下来的，图 
中 S 代表太阳,是力心的位置^此图明显地表示出，尽管在相等的时间间隔 
内行星走过的距离 AS 、 BC 、 CD 、 DE ' 不等，但各三角形 LSAB 、 已 S 
BC 、 ASCD ^ ASDE , AS 万 F 的面积却是相等的。 

上面的例子是平面转动问题，要讨论 
三维空间里的转动问题，就得借助矢量矢 AsEk 

积这个数学工具了。如附录 B 中指出，4 f ■""*c 

与 b 的矢积 c 垂直于 x 、 b 组成的平面，其 // 

指向由从4转到 B 的右手螺旋所确定（见 / JJb 

图 B - 10)。从几何上讲， C 7 的数值是由4 
和为邻边构成平行四边形的面积，方向 
沿其平面的法向。这就使我们联想到上面‘ 

谈到 的掠面速度，它的数值可以表达为 S 4- 2 牛顿著 

1 . , I , 《论 物体的 运动》 手稿中的插图 

了 |r x p | ，旋转的方向也可 U 用矢积 +(r 

xv ) 来刻画。 

在第二章 2. 2节中我们从对称性出发论证了，在相互作用与速度无关 
的条件下， dp , 和 dc 2 排在两质点的瞬时联线上。这一点讨论动最守恒时用 
不着，现在我们就要用到它了。设丨、2两个质点 
在彼此的相互作用下运动，把 (2.4) 式写成微分 
形式： 

to , do , =- m 2 dv 2 . (4.2) 

在空间取任意固定点 0 为坐标原点，作两质点 / r ' Jk 7 

联线的^0开，并由0引两质点的位矢 r , 和 / / A / 

广 2 ，则^ : = »" | 311^ | = ? ^11^(见囝4-3)。因 1 /// 

d », 和 dp 2 均在此联线上，（4.2〉式与 f , 和6的 
矢积是相等的，故我们可以左端取与 》•, 的矢积， 

右端取与/" 2 的矢积，结果仍相等： J 

m ' r ' X dp - =-%»* 2 xd Pj ， 图 4-3 两质点 

由于 dr , = P | < k ， dr 2 = v 2 dt , 从而 d /^ xp , =0, dr 2 相互作用下角动 董守恒 



或 
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w , r , x p , + m 2 r 2 x v 2 = 常量。 （4.4) 

此式给出两体相互作用中动量之外另一个守恒量 o 它应该定义为 

J = mr y . v = r xp , (4. 5) 

式中 p = mi ; 为质点的动童。上式定义的矢量称为一个质点对原点0的 
角动量 。利用角动董的概念 ，（4. 4) 式可写成 

J , +«/:=常黾， (4.6) 

这结果便 是两质点的角动量守恒定律 。它与动置守恒定律一样，也是物理学 
中最基本的普适原理之一 c 前面所揭示单个质点在有心力作用下的守恒量 
——掠面速度十 (r xi ;) 基本上是个几何量，而角动量中包含了质点的质童 
m , 已是个动力学萤。 


1.2 力矩质点组的角动量定理和角动董守恒定律 

一 对质点在相互作用中不但传递着动最,也传递着角动1。用角动景来 
表达 ,(4. 3) 式可写为 

dJ, =-dJ 2 , 

因而在单位时间内两质点间交换的角动最为 


dJ, 

"dT 


dJ, 

~lu- 


(4.7) 


我们定义，质点2络质点1的力矩 Af ,: 为单位时间内质点2传递给质点1的 
角动量： d j . 

^■2 = = ^L w '( r > x u i)] • (4.8) 

反之，与此同时 质点丨给质点 2 的力矩 Jf 2l 为单位时间内质点丨传递给质点 
2的角 动量： dJ 

= ^ = X ® 2 )] . (4.9) 

由 （4.7) 式有 

M l2 =-M„, (4. 10) 

此式与牛顿第三定律相对应。 

现在考虑质点组的问题。我们假定，角动鍵是在各质点两两之间传递 
的。每个质点 i 的角动量 《/,. 的增加，是所有其它质点传递给它的角动量的矢 
量和，或者说，质点 i 所受的力矩等于所有其它质点 J •给它 的力矩的 
矢 量和： dJ , 


ck 


1^-, 


(4.11) 


此式可称为力矩 的叠加原理。 

从无所不包的大物体系中分离出我们考虑的对象，即质点组或系统。系 
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统内质点之间的相互作用力矩称为内力矩，外部质点给它们的力矩称为外 


力矩。于是 



(4. 12) 



这里质点_7_属于系统,质点，不属于系统。 



(4. 13) 


把系统看作一个整体，总角动量为，它所受到的总力矩为 

i 

M = ^ = X = Z = S (黹 <外 + 况内） 

Ut i U1 * i i 

(4. 14) 

式中 ^=1^ = 1 

* > T 


为系统所受的合外力矩，内力矩因 (4_ 10) 式為 合成为0。因此 
14) 式化为 _ dJ 


财外= 


dr 


(4. 15) 


这便是质 点组的角动量定理。 如果系统所受的合外 力矩好 # = 0,则 


或 《/=5：， = 常童。 (4. 16) 

I 

这是角动镦守恒定律 (4. 6) 式的推广。此式把系统扩充到两个质点以上，只 
要系统所受的合外力矩为0,其总角动量就是守恒的。此外， （4. 16) 式是个 
矢 M 式,它的每个分景都成立。只要系统所受合外力矩的某个分量等于0, 
总角动童的相应分置就守恒。 

如果我们所选择的系统只包含一个质点 （i = l ), 则所有其它质点 j •给它 
的力都是外力矩 ，（4. 15) 式中的下标“外”可以 省略， 

M = ^ = ^ m ( r X 0 )] = ^( r XP ). (4. 17) 

此式与牛顿第二定律相对应，是 单个质点的角动量定理。 

最后我们考察一下力矩和力的关系。对于单个质点，由上式 
W = ^[ m(r x p )] 




= m(v x v ) + r x F , 


上式右端第一项因是矢量与自身的矢积而消失，第二项中 F = d ( mv)/dt 
为质点所受的力。最后得到 


M = r xF. 


(4. 18) 



对于质点组，则有 
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= 




(4.19) 


如前所述，角动量守恒定律成立的条件是 

M 外= 0_ (4.20) 

现在根据 (4. 18) 或 (4. 19) 式分析一下角动量守恒的几种可能性和相应的 
实例。 

(1) 孤立系，/*=0, =0. 

宇宙中存在着大大小小各种层次的天体系统，它们都具有旋转的盘状 
结构。我们所居住的太阳系如此，太阳系所在的银河系如此（见图 4 - 4 ), 众 
多河外的旋涡星系也是如此。18 
世纪哲学家康德提出星云说，认 
为太阳系是由气云形成的。气云 
原来很大，由自身引力而收缩， 

最后聚集成一个个行星、卫星， 

以及太阳本身。整个银河系的情 
况也应如此。康德的这种天体演 
化论,首次在儸化的自然观上打开了缺口，其光辉的历史功绩是不会泯灭 
的。但是，万有引力为什么不能把所有的天体吸引到一起，而是形成扁平的 
盘状?康德认为，除引力外,还存在着斥力，把向心加速的天体散射到各个方 
向。这不能解释为什么系统中的天体基本上都朝同一方向旋转。19世纪数 
学家拉普拉斯完善了康德的星云说，正确地指出，旋转盘状结构的成因是角 
动景守恒。我们可以把天体系统看成是不受外力的孤立系。原始气云弥漫在 



图4 -4 银河系的盘形结构 


很大的空间范围里，具有一定的初始角动量气云在万有引力的作用下逐 
渐收缩。由于角动罱守恒，不仅粒子的向心速度从小变大,垂直于 •/ 的横向 
速度也会增大，但在与《/平行的方向上却不存在这个问题。于是天体系统就 
形成了朝同一方向旋转的盘形结构。 


在天文学中更容易理解的角动量守恒事例是星球的自转周期恒定。因 


为对于那些固体的星球，其形状大体不变，在不受外力矩的情况下角动量守 
恒就意味着它们的角速度守恒。地球如此，月球也如此。图4 - 5所示，为一 
种被称做“脉冲星”的射电源发来的电磁辐射强度随时间变化的记录。我们 
看到，除了某些地方（图中箭头所示处）因信号太弱而在记录中看不到脉冲 
外，脉冲具有极精确的时间周期性。一个很自然的解释是发射体定向发射并 
以严格的周期在旋转，每当射电束扫过地球时，我们收到一个脉冲。以上现 





图 4 -5 脉冲星的惰确周期性信号 

象是20世纪60年代首次发现的,这当然是角动量守恒在天文上的一个新例 
证。然而请注意，图4 -5 中脉冲的周期是 1. 18 7 911164 s , 你能够想象，偌大 
一星球会在1 s 多一点的时间里就转一圈吗？难道由于惯性离心力它不会 
被甩散？有关这个问题我们将在第七章里讨论（见该章 4. 2节）。 

(2> 有心力， f 外 与位矢 r 平行或反平行，从而 rx / n =0. 

例题1如图 4-6 所示 ，一 质量为 m 的质点 
系在绳子的一端，绳的另一端穿过水平光滑桌靣中 
央的小洞 O , 起初下面用手拉着不动，质点在桌面上 
绕0作 匀速® 周运动。然后，慢慢地向下拉绳子.使 
它在桌面上那一段缩短。质点绕 O 的角速度《如何 
隨半径 r 变化？ 

解： 质点受到的是.-个有心力，故其角动1守 
恒。在此平面圆周运动的情况下，钱速度 ！> = »•««>, 角 

动董 •/ = wrw = m ^ a ) . 角动*守恒意味着角速度反 图4_6例題1—— 

比于半径的平方：« 1/ r 2 •丨 变半径旋转运动 

在天文上有心力作用下角动量守恒的 
典型例子是行星绕太阳的开普勒运动，开普勒第二定律 
中掠面速度守恒就是角动量守恒。这问题留待第七章去 
详细讨论。 

(3) 当作用在质点组上的外力对某一转轴的合力 
矩，即合外力矩沿此轴的分量为0时，则质点组绕此轴 
的角动 ft , 即角动量沿此轴的分量守恒。 

例 S 2 如图 4-7 所示，两个同样重的小孩，各抓着跨过滑 
轮绳子的两端。_个孩子用力向上典，另一个則抓住绳子不动。若 
滑轮的质量和轴上的单擦铘可忽略，嘯一个小孩先到达 滑轮？ 又： 

两个小孩重量不等时情况如何？ 图4 -7 例題2 

解： 把每一小孩看成质点，以滑轮的轴为参考点，扠两个小——谁爬得快？ 
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孩和滑轮看作我们的系统，则此系统的总角动量其中 m 为毎个小孩的 
质量，为滑轮的半径，6和％分别为左右两个小孩向上的速度，角动量和力矩都以 
顺时针方向为正。由于此系统所受的外力矩只有两小孩所受重力的力矩.二者大小相 
等、方向相反，彼此抵消，故整个系统的角动量《/是守恒的。设两小孩起初都不动.即 
v , = w 2 =0, ^=0. 尔后％、％虽不再为0,但 J 继续为0,即随时保持相等。所以 
他们将同时到达滑轮。 

若两小孩的质 K 不等： m 浐 ％,则此系统所受的外力矩角动 t 
J = 仍设两小孩起初都不动，即 w , = t > 2 =0, J =0. 但 A /^40, 按角动量 

定理，我们有 )分兄 若 TOpnij , 则 4// d < <0,尔后 </ <0，即 to ,% 

w , < » 2 ； 反之， 若 》»,<»»;, 则 dJ/dt >0,尔后 </>0，即 m , v ,> ni 2 v 2 , v ,> v 2 . 
总之，在任何情况下总是体轻的小孩上升得快，先到达滑轮 。I 
1.3 质心系的角动置定理 


质点绀的角动檄定理 (4. 15) 式适用于所有惯性系，但质心系不一定是 
惯性系。下面我们要证明，角动量定理对质心系仍然适用。为此我们先宥力 
矩和角动 M 随参考点和参考系的变换。 


从参考系 K 换到参考系 K ' ，原点从0移到见图4 - 8) ，下面所有带 
撇和不带撇的符号，都是分别相对于参考 
系 K' 和 K 而言的，位矢和速度的变换关系 
是 

r, = r ： + R, 


v, = v ； + V. J 
下面哲外力矩和角动佾的变换。 
先看外 力矩： 


(4.21) 



财外 =X r - = S r ' x A + S x /«- =M；+R xF n . (4. 22) 

I i I 

式中 x ^ 是系统所受的合外力。 

i 

一对大小相等、方向相反的力，叫做力偶。因力偶的合力/^ = 0, 从 (4. 
22) 式可引出一个结论，力偶的力矩（即力偶矩）与参考点的选择 无关: 
卜 

若 K' 为质心系 K eM , O' 为质心 C, 则 M ^ M ^ C 为外力对质心的力矩， 
R=r c ,(4. 22) 式化为 

财外 =〜 +r c x/V (4. 23) 

现在来看角动量的 变换： 


J= Xm ( r ( xo, = ^m^rl+R) x(v ； + V) 
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=^ to 〆 xp/ +Rx^ iHiV'i + ^ TO,r/ xF+ mJRxV 

i i * * 

= «/'+/? x 尸 ’+mr c ’ xV+mRxV, (4. 24) 

式中 m =$ 叫为系统的总质最， P m j0 ； 为系统在 K' 参考系中的总动 

» i 

r c=iS m , i 是在 K , 参考系内质心的位矢。 

m i 

若 K' 系为质心系 K 01 , O' 为质心 C， 按 定义， J'=J C 为绕质心的角动 
m,P'= 2i» CM =0, r c ( =r^ M =0,R=r c , F = u c ， 上式化为 

J = J c + mr c x v c , (4. 25) 

即对 O 的角动量，等于对质心的角动最（称为固有角动量），加上质最集中 
在质心上随之运动时对0的角动量（可称为轨道角 动量） 。例如，选0点在 
曰心，地球的角动量•/等于地球绕自身质心自转的角动量 Jc 与绕日公转 
的轨道角动 tmr c xi; c 之和。玻尔的原子模型好像小太阳系，原子核相当 
于太阳，地球相当于电子。电子的角动 M •/等 于自旋角动最（即其固有角动 
量 )5 与轨道角动 Si 之和。 

取 (4.25) 式对 <的 导数： 

dJ dJ c dr c dc c 

-T7 = ~~7T + ^ ~^T x r r + 7?ir r X —T— 

ck dt dt c c dt 

q d«/ n 

=+ mv c x x a c = -^― + mr c x a c . 

按角动 i ： 定理 = dJ / dM 辱 

M nc + r c yF ^ = ^ + mr c x a c . 


上式左端第二项与右端第二项因质心运动定理 PV = 

到 0 AI 

MM d</ C 

^ = _ dT - 


而相消，于是得 


(4.26) 


❶在定义质心的位矢 r c 时，我们曾令一个可能存在的任意矢谩 q =0 [见第三章 
(3. 46) 式的前一式]。如果不这样，则在( 4 . 25) 式右编多一项 mr c x Pc ，对 t 求导后多一 
项 mr 0 xdD c /dt = mr 0 xa c = - r 0 x /憤 ，于是 (4.26) 式变为 

dJ. 

M nc + r 0 x/ w = — 

即在质心系为非惯性系的情况下我们还需考虑惯性力的力矩。可见，质心系中的角动量 
定理(4.26> 式与惯性系中形式一样，是与我们选取了 r 。 =0相联系的。 
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这 便是质 心系的角动量定理 3 尽管质心系不一定是惯性系 ，此 式在形式上却 
与惯性系中的角动竜:定理 (4. 15) 式一样 3 

作为例子,仍看图 3 -31 中的跳水运动员。若忽略空气阻力，运动员所 
受惟一的外力是重力。 在 质心系中重力的力矩恒等于0,故 <=0,也就是 
说，运动员绕质心的角动量守恒。当他将两臂和两腿伸直离开跳板时，已具 
有一定的初始角动 与 前面所述花样滑冰运动员或芭蕾舞演员旋转的道 
理相同，他要快速翻筋斗时，就在空中把身体卷缩起来。临人水前再度将四 
肢伸开，角速度就减小到原来的值。 

§2. 对称性因果关系守恒律 

2.1 什么是对称性？ 

在这两章里我们讲了能 a . 动 s 守恒定律。当然，它们首先是从大 a 经验（观测与实 
验）中总结出来的。可是，19世纪能 m 守恒定律的三位莫基人迈耶、焦耳、亥姆®兹都相 
信，能 M 守恒的深刻根据是超乎经验的。迈耶力图从“无中不能生有”，“因果相等”这些 
普遍职则推演出能 fi 守恒 律来; 焦耳则说：“我们可以先验地推断，活力（动能）的绝对 
消火是不可能发生的，因为，设想上 帝賦予 物质的动力，可以用人的力 a 去创造，可以被 
消灭，显然是苊唐的。”亥姆东兹坦率地把自己的体系建立在“永动机不 可能” 这条超越 
力学的原理上。后来马赫发现，永动机不可能的原理是因果律的一种特殊形式。--组现 
象 S 依赖于另一组现象可者作是4、 B 之间的一种函数关系。按照这种函数关系 ， B 
的变化严格追随 A 的变 化:若 4是常 * • B 也应 是常量 :如果4经过一系列变化回到初 
始值，忍也应回到初始值.而不可能持续地增长。这里包含了整个因果律的核心 c 现在我 
们知道，守恒定律的缘起是对称性•即时空的均匀性。下面我们即将说明，对称性和因果 
性有着密切的关系。现在先解释什么是对称性。 

在现代物理学中对称性是个很深刻的问题 c 在粒子物理、固体物理、原子物理等许 
多领域里，对称性的概念都很重要述对称性的数学语言是群论。这里不打算涉及群 
论.只想介绍一下对称性原理，用以探讨与本课水平相当的问题。 

对称性的概念 最 初来源于生活。在艺术、建筑等领域中，所谓••对称”,通常是指左右 
对称。人体本身就有近似的左和右的对称性。各类建筑，特别是很多民族的古代 建筑都 
有较高的左右对称性。我国古代的宫殿、庙宇和陵墓建筑允为突出，而园林建筑的布局 
则错落有致，于不对称中见对称。 

左右对称就是我们在第二章 2. 2节中提到过的镜像反射对称性，它只是各种对称 
性中的一种。除了左右对称之外，该节还曾提到点对称性、轴对称性.第三章 2.4 节还提 
到时间反演对称性。在数学和物理学中对称性的概念是逐步发展的，今天它已具有十分 
广泛的含义。关于在普遍的意义下什么是对称性,我们在第三章 4. 4节里只非常简略地 
提了一下，现在较详细地介绍一下对称性的普遍定义，为此，先引进一些概念。 

首先是“系统"，它是我们讨论的 对象; 其次是“状态”，同一系统可以处在不同的状 
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态; 不同的状态可以是“等价的”，也可以是“不等 
价的”。设想我们有一个圆，这是几何学中理想的 
圆（见图4 -9 a >, 在它的圆周上打个点作为记号， 

点在不同的方位代表系统（圆）处在不同的状态。 

如果 我们所选的系统不包括这个记号，其不同的 
状态看上去没有区别，我们就说这些状态都是等 
价的，如果把这个记号包括在我们所选的系统之 
内.则不同状态将不等价。 

我们把系统从一个状态变到另一个状态的过程叫做“变换”，或者说,我们给它一个 
“操作。如果一个操作使系统从一个状态变到另一个与之等价的状态，或者说,状态在 
此操作下不变，我们就说这系统对于这 -- 操作是“对 称的” ，而这个操作叫做这系统的 一 
个“对称操作”。例如图4 - 10 a 中那个圆（不考虑上面的记号）对于围绕中心旋转任意 
角度的操作来说都是对 称的; 或者说，旋转任意角度的操作都是这圆的对称操作。如果 
我们在圆内加一对相互垂 t 的直径（见图 4 -9 b >, 这个系统的对称操作就少多了。转角 
必须是90°的整数倍，操作才是对称的。由此可见，阁4 -9 b 中的图形要比单纯一个圆的 
对称性少多了。 

以上关于“对称性”的普遍定义，是德 S 大数学家塊尔 （ H . Weyl ) 首先提出来的。 

最常见的对称操作是时空操作。空间操作有平移、转动、镜像反射、空间反演、标度 
变换（尺度放大或缩小），等 等； 时糾操作有时间平移、时间反演，等等。第二聿 4. 2节介 
绍的伽利略变换 (2.40) 式，则是时空联合变换，除时空操作外，物理学中还涉及到许多 
其它的对称操作，如》换、规范变换、正反粒子共轭变换和某些动力学变换等，一般说来 
它们比时空变换抽象得多。下面我们主要讨论时空变换。 

在物理学中讨论对称性问题时，要注意区分两类不同性质的对称性, —类是 某个系 
统或某件具体事物的对称性，另一类是物理规律的对称性。由两质点组成的系统具有轴 
对称性，属于 前者; 牛顿定律具有伽利略变换不变性•则厲于后者。下面通 过一些 例子作 
进一步的说明。 

在时间反演变换下，力/、加速度 a 和质量 m 都是不变的，所以牛顿第二定律/ 
=ma 具有时间反演不变性，这是物理规律的对称性。地面上一个物体所受的重力& 
所具有的时间反演不变性，也是物理规律的对称性。但在重力作用下的自由落体， 
经过时间反演，就变成了上抛物体，它的速度反向了，其运动不具有时间反演不变性。这 
是具体亊物对于时间反演的不对称性。若把自由落体的录象带倒过来演播，观众小+能判 
断正反。为什么？因为两者都符合物理规律。这里没有考虑空气的阻力。在速度不太大的 
情况下，空气阻力 / b = -yP •负号表示阻力的方向总与速度 p 相反。在时间反演变换下 p 
— -P， 从而阻力公式变成亦即，阻力公式不具有时间反演不变性。这就是物理规 
律对于时间反演的不对称性了。如果将空气阻力效应明显的落体运动录下来，倒着放 
演.现众便会察觉不对头，因为它违反物理规律。第三章 2.4 节中所讲拍摄电视武打片 
的特技，就是个很好的 例子。 
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第二章图2 -2 中画了一个铅球从正在行驶的帆船桅扦顶部落下的情彔。在船上的 
人看来，铅球垂直落下，在岸上的人看来，铅球走一条抛物线。对于不同惯性系，铅球具 
有不同的水平初速度，在伽利略变换下，铅球运动的轨迹不是不变的，这是具体事物的 
不对称。但是它所服从的动力学规律（牛顿定律）具有伽利略变换下的不变性，这是物 
理规律的对称性。 


2.2 因果关系和对称性原理 

自然规律反映了事物之间的因果关系。所谓“因果 关系” ，就是在一定条件下会出现 
—定 的现象。在这种情况下我们把前者（条件）称为“原因”，后者（现象）称为“结果”。 
要构成一条稳定的因果关系，最重要的需要有 两条: 可重复性和预见性。其实这就是科 
学本身存在的必要前提。以上两条性质要求“相同的原因必定产生相同的结果”。但宏观 
世界的事物没有绝对相同的，我们可以把语气放宽-些 .用“ 等价••一同代替“相同 "，把 
因果关系!0 结为： 

等价的原因一►等价的结果 
这里的府头表示“必定产生”•。这躭是因果性的等价原理。 

—个操作产生“相间”或“等价”的效果，就是不变性，不变性也就是对称性。所以用 
对称性的语言来说,上述等价原理可改写成下列公式： 

对称的原因一♦对称的结果,. 

应注意，因果关系的等价原理中箭头是单向的.即只有“等价的原因必定产生等价 
的结果”，但等价的结果可能来源于不等价的原因。从而上列用对称性来表达的因果关 
系中箭头也是单向的，即对称的结果也可能来源亍不对称的原因。所以我们说： 

原因中的对称性必反映在结果中， 

即结果中的对称性至少有原因中的吋称性那么多。 

反过来应该说： 


结果中的不对称性必在原因中有反映. 


即原因中的不对称性至少有结果中的不对称性那么多。 


以上原理叫 做对称性原理 ，它是皮埃尔 •居里 （Pierre Curie ) 于1894年首先提出 的#, 
下面举几个例子。 

首先，我们试用对称性质理来论证 ：在有 心力的作用下，行星的轨道一定在 —个平 
面内。我们假设太阳和行星都是理想的球体,作用力/沿 
两球心的联线。设某时刻行星具有速度,则/与 p 两个矢 \ 

世决定一个平面，即4 -10 的纸平面。以上所述的条件就 ^ _ 

足以决定行星以后的运动了，亦即，这系统（太阳和 行星） ^ 


的全部原因 （ 力/和速度 《) 对图4 - 10的纸平面具有镜像 
反射对称性。根据对称性原理.结果（行星的轨道）至少也 


图 4 - 10 有心力作用 
下轨道在平面内 


參 P . Curie , Journal de physique ( Paris ) , 3 rd series , Vol . 3( 1894) , 395 〜 415 
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具有这种对称性，故它不可能向某侧偏斜而离开此平面。 

根据同样的道理可以论证，当我们抛射一个物体时，若没有其它原因，抛体的轨迹 
' 不会偏离其初速度 c 。 与重力所决定的竖直平面。如果我们发现抛体的轨迹朝某一 
侧偏斜（结果中出现了不对称性）.我们相信，一定存在对此平面不对称的原因，譬如有 
横向的风。这是上述对称性原理反过来的应用。在足球场上我们常会看到，球员踢出的 
球会拐弯（特别是在罚角 球时〉 ，这种球俗称“香蕉球”赛场上没有风，球偏斜的方向珂 
以由踢球的人控制。这是什么原因呢?即使我们不僅流体力学，但懂得对称性原理，我们 
就敢肯定，在球离开球员的脚之前就已存在不对称性了。仔细找找原因，我们就会发现， 
香蕉球踢出时是旋转的,它旋转的方向决定了球向哪边偏斜。旋转——这就是对初始 
的竖直平面左右不对称的因索，轨迹的偏斜正是这个不对称因素的反映。至于空气和旋 
转的球之间的相互作用究竞怎样使之偏斜的,那就要靠流体力学的具体知识了。 

2.3 守恒律与对称性 

现在我们来讨论动 M 、角动量、能量守恒定 
律与时空对称性的关系。 

我们在第二章 2. 2节里 导出： 两质点只在彼 
此相互作用下加速度方向相反，且在加速度与 
速度无关的情况下，导出加速度沿两质点联线。 

两结论中前者是动最守恒定律的基础，加上后 
者既可得到角动贵守恒定律。在那里我们隐含 
地假设了两质点所在的背景空间是均匀各向同 
性的。倘若背景空间如图4 - 11所示并不均匀， 

就谈不上两相同质点对中心0点的点对称性， 

从而也没有加速度大小相等方向相反的结论。 

所以动量守恒定律是以空间均匀、或者说，空间的平移对称性为基础的。倘 
若背景空间如图4 - 12所示是各向异性的，就谈 
不上两质点对联线的点对称性，从而也没有加 
速度沿联线的结论。所以角动量守恒定律是以 
空间各向同性、或者说，空间的旋转对称性为基 
础的。 

再看能童守恒定律。从宏观的角度看，物体 
系有保守系和非保守系之分，前者机械能守恒， 

后者则不然。从微观的角度看无所谓耗散力，在 

—切系统中，粒子与粒子之间的相互作用可通 图 4 _ 12 各向异性空间背 
过相互作用势（譬如像图3 -25 所给出的分子力 景中两质点并没有对 

势能）来表达。时间均勻性，或者说，时间平移不 它们联故的轴对称性 




图4 - II 非均匀空间背景 
中两相同质点并没有 
对中心 O 的点对称性 
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变性意味着，这种相互作用势只与两粒子的相对位置有关，亦即，对于同样 
的相对位置，粒子间的相互作用势不应随时间而变。在这种情况下系统的总 
能量 （动能+势能）自然是守恒的=我们可以举一个例子来说明，在相反的 
情况下能量可以不守恒。广东省从化县正在建设一个抽水蓄能电站,夜间用 
电低谷时抽水 上山； 白天用电高峰时放水发电。利用昼夜能源的价值不同， 
可以获得很好的经济效益。倘若昼夜变化的不仅是能源的价值，而且是重力 
加速度0(它代表着万有引力的强度），从而水库中同样水位所蓄的重力势 
能作周期性的变化，则抽水蓄能电站获得的不仅是经济效益，而且是 
能 M 的贏余。于是，永动机的梦想实现了。时间的平移不变性不允许出现这 
种情况。 

物理学各个领域里有那么多定理、定律和法则，但它们的地位并不是平 
等的，而是有层次的。例如，力学中的胡克定律，热学中的物态方程，电学中 
的欧姆定律，都是经验性的,仅适用于一定的物料 ，一 定的参量范围^这些是 
较低层次的规律。统帅整个经典力学的是牛顿定律，统帅整个电磁学的是麦 
克斯韦方程，他们都是物理学中整整一个领域中的基本规律，层次要高得 
多。超过了弹性限度胡克定律不成立，牛顿定律仍 有效; 对于晶体管,欧姆定 
律不适用，麦克斯韦方程组仍成立。是否还有凌驾于这些基本规律之上更髙 
层次的法则?是的,对称性原理就是这样的法则，由时空对称性导出的能儀、 
动最等守恒定律,也是跨越物理学各个领域的普遍法则。这就是为什么在不 
涉及一些具体定律之前,我们往往有可能根据对称性原理和守恒定律作出 
—些定性的判断，得到一些有用的信息。这些法则不仅不会与已知领域里的 
具体定律相悖，还能指导我们去探索未知的领域。当代理论物理学家（特别 
是粒子物理学家），正高度自觉地运用对称性法则和与之相应的守恒律，去 
寻求物质结构更深层次的奥秘。 

§3. 刚体运动学 


3.1 什么是刚体？ 

在此之前的各章节里，我们大多把运动物体看作质点或质点组。对于单 
个质点，谈不上空间取向，从而谈不上 自转; 对于单个质点,也谈不上形状和 
大小。早在第一章 1.2 节里我们就已指出，“质点”是一个抽象的模型，如果 
问题不涉及物体的转动及其形状和大小，我们可以把它看作质点。否则，我 
们就要采取另外的模型。 

说到物体的形状和大小，应当看到，严格说来它们都是会改变的。看如 
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图4 - 13所示的例子，将一长形物体水 r _ rT _ rn _ 

平放置，在其 A 端以水平力 F 推之，则该 a |b|c|d[ |x|y|z 

物整体获得水平加速度。这件事乍看起 - LJ ~ U 

来似乎平淡无奇，但我们 要问：力尸只 ® 4 - 13 力在连续体内的传播 

作用在物体的 A 部分， B , C , …各 部分,乃至其最远端 Z , 并没有受到力 F 的 
作用，为何也获得了同样的加速度呢?这当然是推力从 A 到 B , B 到 (：,•••一 
步步传下去 ，一 直传到 Z . 传递推力的机制是物体的弹 性：开 始时力 F 使 A 
加速，而 B 未动，于是 A 、 B 之间产生压缩而 互推; 这推力使 B 加速，而 C 未 
动，于是 B 、 C 之间产生压缩而 互推; ……；以此类推，把推力一直传到远端 
Z . 由此可见，这是一个弹性力的传递过程，在这过程中没有物体的形变是 
不行的。但是，在很多的情况下物体的弹性形变小得可以忽略，这样，我们就 
得到实际物体的另外一个抽象模型——刚体 （rigid body ) ,即形状和大小 
完全不变的物体。 

完全不发生形变的物体如何传递弹性力呢?问题不该这样提。实际上是 
弹性波的传播速度正比于弹性模贵的开方（见第六章 • 5. 7节），物体刚性愈 
大,就意味着它的弹性模 S 愈大，从而扰动在其中的传递速度也愈大。刚体 
模型与弹性波传播速度无穷大的假设是等价的。一般说来，固体中弹性波的 
速度约3 x 10 5 m / s ， 在1 ms 内传播 3 m 左右，只要我们所讨论的运动过程比 
这缓慢得多，就可以认为弹性扰动的传递是瞬时的，亦即，可把物体当作刚 
体处理。 


3.2 平动和转动 


刚体的基本运动可分为平动和转动。 


固联在刚体上的任一条直线，在各时刻的位置始终保持彼此平行的运 


动，叫做平动 （ translation )。 图4 - 
14所示为钢铁厂中钢水包的运动，这 
//AB, B"C" //B'C' 
//BC, 它的运动是平动。平动的基 
本特征是，刚体上每一点的运动轨迹 
AA'A\ BB’B” 、 CC'C"- 都相同，因 
而各点的速度和加速度也一样。所 
以，当刚体平动时我们可以选取刚体 
上的任一点来代表其运动。 



如刚体上所有各点都缭同一直线（转轴）作圓周运动，则称为刚体的转 
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动 （ rotation ) 。刚体转动的 
基本特征是，轴上所有各点 
都保持不动，轴外所有各点 
在同一时间间隔 At 内走过 
的弧长虽不同，但角位移 
\< P 都一样。所以，我们可以 
通过一个共同的角位移、角 
速度、角加速度来描述刚体 
的转动。 

刚体的一般运动可分 
解为平动和转动。图4 - 15 
所示为澳大利亚土著狩猎 



用的飞课 （ boomerang ) , 
投出后可飞回原处。它从 
飞到位置的过程， 
可分解为 Afi 到 vTS ” 的平 
动和的转动 
(图 4 - 16 a )。 当然，这运 
动过程也可分解为 AB 到 
A"B' 的平动和到 
4' S ' 的转动（图4 - 16 b >。 
在以上两种分解中转轴的 
位 晋不同 （一个在另一 



个在 S '), 然而转过的角度 A 央却是 一样的 。可见，由于转轴位置的选择不 


同，平动和转动的分解不惟一，但角位移与转轴的位置无关，从而角速度也 


与转轴的位置无关。 


3.3 角速度 


在第二聿 4.4 节里我们曾很简略地提到角速度矢量 w 的槪念，用右手 
螺旋法则规定了它的方向（见图2 -46〉。然而，并非一切具有大小和方向的 
量都是矢量。例如，图 4 - 17所示那样的一本书，先绕与书面垂直的: r 轴转 
n /2 角，再绕与 : r 轴垂直的^/轴转 tt /2 角，我们得到图 4 - 17 a 的结果。但是 
若将转动的次序颠倒，即先绕2/轴转 tt /2 角，再绕: r 轴转 tt /2 角，我们却得到 
如图4 - 17 b 所示的不同结果。虽然角位移也既有大小又有方向（按右手螺 
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图4 -17 有限大角位移不是矢量 

旋法则规定沿转轴的方向），但角位移的合成与转动的先后次序有关，不服 
从交换律。矢量不仅有大小和方向，还得服从平行四边形合成法则，这法则 
是服从交换律的。可见，角位移一般不是矢置。 . y 

在上面的例子中，角位移是有限大小的，而 （瞬 广 

时）角速度只与无限小的角位移相联系。现在我们 ' ■ / r , 

来证明，角速度的合成服从平行四边形法则，从而 // T ^ 

是真正的矢量0 // V 

圆周运动的线速度 W 等于角速度如乘以半径 // 

r , 在刚体中各质元线速度 I ；等于角速度如乘以它到 0〆 
转轴的垂直距离 r 」 见图4- 18) : 


度分 别为叫 和岣， 
并按平行四边形法 
则将两者合成为矢 
量 W (见图 4 - 
19 a )。 两个转动在 
C 点产生速度的大 
小分别为％ = r , w , 
和 v 2 = r 2 w 2 ，这里 r , 
和6为（7点到 W 
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和 M 的垂直距离。不难看出， v , 和％正好等于 AOCVl 和 LOCB 面积的 
2倍,从而彼此相等。而它们之中前者垂直纸面向外,后者垂直纸面向里，相 
互完全抵消。亦即， C 点是不动的。对于刚体，两不动点0和 C 的联线也应 
是不动的，即 0 C 确是合成运动的转轴。 

因为刚体中各点的角速度是一样的=一步只需对刚体上随便一个点 
P 证明，它绕而轴角速度的大小 to 等于 元 为简单起见，取 P 在 ( MB 平面 
内，先证明一个几何关系。 

如图4 - 19 b 所示， 

面积 AP0B+ AP0C+ APBC = A0BC = jaOBCA. ( a ) 

过 P 点作 0 B 和 AC 的垂线£尸，则 

面积 aOBCA = OB xEF = OB x (KP + PF) 

= 2x( APOB + APAC) 

= 2x( aOBCA - APOA - APBC), 

即 APOA + APBC = jaOCBA. ( b ) 

比较 ( a )、( b ) 两式，得 

面积 APOA - APOB-APOC = 0, 

或 APOA - APOB = APOC. (4.28) 

现在看物理关系。如果 P 点绕%轴角速度的大小为则线速度为 
u = w 到茄的垂直距离）， (4. 29) 

v 是 Z 3 绕&轴速度 V ,与绕行互轴 速度％ 的合成，而 v , = w , x ( P 到^■的 
垂直距离） =AP0A 面枳的2倍，而 v 2 = w : x ( 尸到应的垂直距离 ）= AP 
0 S 面积的2倍，％与％方向相反，故依 (4. 27) 式有 
v = v, -v 2 = 2/SPOA - 2AP0B 

= 2 APOC 7 = (P 到的垂直距离） 0 (4. 30) 

比较 (4. 29) 和 (4. 30) 式，得 

< o '= OC . (4.31) 

于是我们提出的命题——角速度的合成服从平行四边形法则，从而是真正 
的矢童，至此全部证讫。 

§4. 刚体定轴转动 

4.1 角动量与角速度的关系 

图4 -19 和 (4.27) 式已给出线速度与角速度的关系，但未给出矢量表 
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达式。取转轴上一个参考点0,设刚体上某质元 Am 相对于0的径矢为 r , 则 
质元到转轴的垂直距离 r x =/^邮，这里沒是 r 与角速度之间的夹角 （ 见图 
4 -18), 线速度的大小方向与《和广构成的平面垂直。从图4 - 
19中各矢量的指向可以看出，线速度和角速度之间的关系可用如下矢量式 


来表示： v = to xr . (4.27，) 

现在我们来讨论角动量与角速度的关系。把刚体看成质点组，按角动 
量的定义和上式，我们有 

«/= E Am ( r t xv t = V Am ； r ( x (« uxrj ) 

i i 

=f △ 叫 [(rm) 6>-(/\-. 如） 1\]. (4.32) 

这里用到矢量恒等式 （ B . 19) (见附录 B )。 上式表 
明，角动量 •/与 角速度 w 成线性关系，但一般说来 
它们不在同一方向上，即使在刚体绕定轴转动的情 
况下也可能如此。请看下面的例子。 

例題 3 如图 4-20 所示，刚体由固联在一无质董刚性 
杆两端的质点丨和 2 组成 （质董 杆长 2 i , 在其 
中点 0 处与刚性轴 ZOZ ' 成 a 角斜向固联。此刚体以角速 



度出绕轴旋转，求角动 t 的大小和方向。 

解： 取 O 为参考点，令两质点的位矢分别为 f , 和 r 2 , 
则 f 2 = - C 。 角速度矢* 如沿 方向，按 ( 4 . 32 ) 式，有 
J = w [ r , x (x r ,) + r 2 x ( ai x r 2 )] 


图 4 -20 例題 3 
——角动量可以 
不与角速度平行 


= 2 mr l x x r ,). 


矢釐 w 和 r , 的夹角为矢积 wxr , 的大小等于 wZsina , 方向沿垂直纸面 向外； 矢量 
r i 和似垂直，矢积广, x (< yxr ,) 的大小等于 a ^ 2 sina ， 方向在纸面内，与杆垂直。故 
角动董 的大小 《/ = 2 mwZ 2 sina , 方向如图。届 


在上例中角动量/不但与角速度 w 的方向不同，而且它的方向随刚体 
旋转，并不固定。 


在上例中惯性离心力给刚体一个力偶矩，其大小为 mVf 2 sin 2 a (请读 
者作为练习自己推导）。若不是由于轴承的限制，刚体的转轴会沿逆时针方 
向旋转 （ 见图4 - 20中的灰色箭头）。转轴的方向之所以不变，是因为受到轴 
承的约束。在这种情况下我们说，转动刚体没有达到“动平衡”，转轴是“非 
自由的”。非自由轴的轴承都受到约束力的反作用力（约束 反力) 批 JV 2 ，在 
机械中这种约束反力有时如此之大，可以给机械造成损伤，引起事故。所以 
在设计机械的结构时，需要考虑转动部件的动平衡，以避免在轴承上产生约 
束反力。 
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4.2 转动惯量 

在本节中我们讨论刚体绕固定轴转动的动力学问题。这时，无论角动量 
J 是否与角速度 w 平行，起作用的只是角动量沿转轴方向的分量 J //. 

取转轴的方向为 A «///=/,. (4. 32) 式中质元位矢的分量为（4, 
Vi , « ( ), r ( - r , = r ( 2 = x t 2 + y t 2 + z { 2 , r i '<o = ( oz i . 在 (4.32) 式中后一行的表 
达式里，正比于 w 的第一项已是沿 a 方向 的了; 第二项正比于 r 4 ，它的2分量 
为心 于是 

J// = X + Vi 2 + - «, 2 ) w = X ^ m i( x i 2 + 1/< 2 ) oj 

i i 



式中 ~ =A + Vi 是质元 Am , 到转轴的垂直距离。此式表明， J # 正比于 
«， 比例系数为式中括号内的量 ，今 记作/: 

t = Y , Am i r a 2 - (4. 33) 

i 

此量叫做刚体绕定轴的转动惯量。用转动惯里来表示，则 

J // = I a ). (4. 34) 

此式与一维直线运动的动量表达式 p = m W 相对应 :角动 a J // 对应于动童 
P , 角速度 W 对应于线速度转动惯量/对应于质量 m , 二者都是惯性大小 
的量度。 

对于质量连续分布的物体 ，（4. 33) 式应改为积分。令厂代表密度，质元 
Am ^ dm=p dV , 这里 dV 是体积元，于是 


/ = J r ± 2 dm = j r ± 2 pdV. (4. 33') 


一般说来这是个三重的体积分，但对于有一定对称性的物体,积分的重数可 
以减少，甚至于不需要积分。现在举几个简单而重要的例子。 

( a ) 均勾细棒绕垂直通过质心转轴的转 
动慣量 

如图4 -21 所示，设棒长为 i ， 总质量为 m , 



则线密度（单位长度内的质量）为取 
沿细棒的坐标为0：，则 


图4 -21 细棒的转动惯量 


1 = {^ dm=f^x t v dx=2 v f x 1 dx=2 v [^-] ，/2 =^ v l 3 =^ml\ 

( b ) 均勾薄圆环绕垂直环面通过中心转轴的转动惯量 

如图4 -22 所示，设圆环的半径为《，由于所有质元都离轴等远 ，及为 
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常量，故 

J = j / dm = Jl 2 Jdm = mR 2 . 

( c ) 均勾圓盘绕垂直盘面过中心 
转轴的转动惯黃 

如图4 -23 所示，设圆盘的半径 



为及，总质景为 w , 则面密度（单位面积内的质量）为 a 图 4-23 圆盘的 
= m /- nie . 将盘划分为许多宽度为 dr 的同心圆环，则环 转动惯量 

的面积为 2irrdr, 质最为 2irtrrdr, 于是 

,= f Ziro-r 3 dr = 

此式显然也适用于圆柱。 

( d ) 空心固柱緹中心轴的转动惯量 
如图4 -24 所示，设圆柱的内、外半径分别为尽 
和尽，高度为 I ,密度为 p , 则总质量为 m = p - a ( R 2 2 - 

空心圆柱的转动惯*为大小两个实心圆柱的 图4-2 4 空 心圆柱 
转动惯歎之差。令上式中 tr 则对空心圆柱有 的转动惯量 

(杧+杧). 



( e ) 均匀薄球壳绕直径的转动慣量 


如图4 -25 所示，设球 
壳的半径为丑，总质墩为 m , 
则面密度为将 
球壳划分为许多髙度为 dz 
的圆环，则环的面积为2 TT 
r x dz / sin0 , 而 sind = r ± //?， 
从而质量为 6 z/smd 
= 2 n ( rRdz , 垂直距离 r ± = 

于是 



图4 -25球充的 
转动愤量 


图4 -26 球体的 
转动惯董 


I = C 2 ' aaR ^ Az = ^. r 2TurR(R 2 i ^s 2 )dz = ^trR , =|-mfl 2 . 


( f ) 均匀球体铙直径的转动惯量 

如图 4 - 26 所示,设球体的半径为及，总质量为„ 1 ，则密度为 ^ >=3 „ 1/477 
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R 3 . 将球体划分为许多厚度为如的圆盘，则盘的体积为办，质量为 II 
pr ± 2 dz , 垂直距离 r = #-于是 

/ = 士广 Tipr\ dz = -^- ^trpill 2 -z 2 ) 2 dz = 'f" m ^ 2 • 

例题 4 根据多年来在全球各地对地震观瀏的分析研究，发现地球内部是分层 
的。最突出的一点是在 2900kn» 的深度上，地震卩波（纵波）的速度陡然下降，而 S 波（橫 
波）不见了。这表明，在此深度上有个物理性质陡变的间断面。通常把此面以上的部分 
叫“地幔 （mantle)”， 以下的部分叫“地核 （core)”。 现将地球内部结构简化为地幔和地 
核两部分，它们分别具有均匀密度 P„ 和/V试利用总质董 A/ e =6.0xl0 M kg 和转动惯 
i/ @ = 0.33M s « e 2 的数据求#„ 和 
解： 

jf[p„(*e 5 -O +Pc*c 5 ] = 0 . 33M 9 R b 2 , 
y[p-(«e 3 -«/) +p c « c J ] = 

R 9 = 6370 km, R e = R 9 -2900 km =3 470 km. 将巳知数据代入，可解出 
p m = 4.2g/cm 5 , p e = 12.7g/cm J . | 

实际上在地幔中密度由 3. 3 g / cm 3 增到 5. 6 g / cm 3 , 地核中密度由 
9.9 g / cm 3 增到 13 g / C m 3 . 这里箅出的作为平均值偏高了一点。 

4.3 转动惯置的平行轴定理和正交轴定理 
在以上各例中转轴都是通过刚体质心 
的对称轴,如果我们把转轴平移，转动惯最 
如何变化?下面的定理可以回答这个 问题。 

(1) 平行轴定理 

设刚体绕通过质心转轴的转动惯量为 
/ c ： ,将轴朝任何方向平行移动一个距离 d ,则 
绕此轴的转动惯量4为 

I D = I c + md \ (4.35) 

证:通 过质元 Am ( 作一平面与平行轴垂直，此面与轴的交点分别为 （7 
和如图4 -27. 设从 C 到 O 点的位移矢量为(其长度为 d ), 以 D 和 C 
为参考点，质元 Ar ^ 的平面位矢分别为 r ( 和 / V , 则 

从而 ^ =r ~ Rd， 

L A = ri - r ( = ( r ；- R d ) -( r ；- R d ) = r ； 2 + d 2 -2 r ：- R d . 

故 

/ d = X , 

« 



图 4 -27 平行轴定理 
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=X r i 2 + ( Z Am i ) rf 2 -2( S Am ^；) R d = I c + md 2 -0, 

最后一项'等于 0 是根据^心的定义。至^定理证讫。 

运用平行轴定理我们很容易算出 3. 2节 ( a ) 中的细棒绕端点 D 的转动 
惯置。这时 d =〖/2, 

I D = I c + mdr = — ml 2 + m (+) 2 = yroi 2 . 


在 3.2 节 （ b )、（ c ) …各情形里将转轴平移至刚体边缘时的转动惯量，也不 
难用类似方法求出。现只将结果列在表4 - 1中，在此就不赘述了。 

(2) 薄板的正交轴定理 


设刚性薄板的平面为呀面，2轴与之垂直 （ 见图4 - 28) ，则对于任何 
原点0绕三个坐标轴的转动惯量分别为 

L = X +2/( 2 )， 



*|^纪（圆盘）知 I x = 


4 = Z Vi > 

K = 'L Am i x i 2 - 
由此显然可见 

I , = I x + I y . (4.36) 图 4-28 正交轴定理 

应用这个定理可以很容易地求出圆环或圆盘绕直径的转动惯量。由于 
对称性， I x = I y = jI y 所以，由 3.2 节 （ b )、（ c ) 的结果， /,= m ^ (圆环）和 

r i - mR 2 , (圆环） 

Um /? 2 . (圆盘） 

下面我们再介绍一种方法——标度变换方法，可以不用积分即能求得 
某些特殊形状物体的转动惯量。 

例®5求均匀立方体绕通过面心的中心轴的转动價 
量 

解 ：令立 方体的总质*为 TO , 边长为设 
l c = kml 2 , 

从量纲可以看出，这里的系数 fc 是个无量纲的1。因为_切 
立方体在几何 上都是 相似的，它们应具有同样的 fc . 中心轴 
到棱边的距离是(/ = 利用早行轴定理，立方体绕棱边 
的转动惯董应为 



I D = kml 2 +TO (^) = (* + y)TOi 2 . 


图 4 -29 立方体 
的转动價量 





刚体定轴转动 



如图4 -29 所示，将立方体分成8个相等的的小立方体，每个的质量为 
绕棱边的转动價量为 
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V = (* + y)f(yf = + 

8个小立方体绕棱边的转动惯量之和应等于大立方体绕中心轴的转动惯 t : = 8 

V ，即吾 (“+) =*，由 此得： 



最后，我们引入回旋半径的概念 3 圆环绕中心轴的转动惯量与单个质 
点一样， 为 / zmi ? 2 , 这是因为所有质量都分布在同一距离上。我 
们定义任意刚体的回旋半径云例如球体绕直径的回旋半径互= 
V 275 R , 立方体绕中心轴的回旋半径意思是说,从转动惯量来 
看，似乎刚体的质量都分布在这个等效距离上。 


4.4 绕定轴转动的动力学 


把刚体看成质点组，根据质点组的角动量定理 (4. 15) 式， 

拟外 = 罢， 

若转轴固定,刚体仅有一个自由度，我们只需考虑力矩和角动盘平行于转轴 
的 分量： 

M <^// <1(/— 

= -dT = ~dT 
刚体的转动惯 t / 是不变的，故有 


(4.37) 


M ^// = 1 


- 


d< 


印， 


(4.38) 


式中 /3 = ^ (4. 39) 

称为刚体绕定轴的角加速度。 K 37) 式与一维直线运动的牛顿第二定律/ 
= wa 是对应的，这里力矩财外//对应于力/,转动惯量/对应于质董 w ，角加 
速度3对应于加速虔 a . 

若外力矩分量=0,则角动里 J = / a > 守恒，这一点即使对于非刚体 
也适用。转动惯童反映一个物体内质量相对于转轴的分布情况，若许多质量 
分布离转轴较远，则转动惯童大，反之则转动惯量小。在没有外力矩分量 
^//的情况下，若转动惯量/变大(小），则角速度《变小（大），以保证它们 
的乘积守恒。 

在图 4-30 的演示实验里，演示者坐在一个可绕垂直轴无摩擦转动的 
凳子上。先伸开手握哑铃的两臂，并令人和凳一起以一定的角速度旋转。然 
后，当演示者把双臂收回时,转动惯量变小，转速 增大； 当双臂重新伸开时， 
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转动惯量变大，转动又减缓下来。花样 
滑冰运动员或芭蕾舞演员快速旋转 
时，总是先将手脚伸开，以一定角速度 
转动，然后迅速收回手脚，转速就显然 
增加了。半径缩小时角速度增大，这都 
是角动景守恒的表现。 

下面我们举一些刚体绕定轴转动 
的例题。 

例题 6图 4-31 所示的装置叫做阿特 
伍德 （ Atwood ) 机，用一捆蜷跨过定滑轮， 

而在缦的两埔各悬质量为 m , 和％的物体， 

其中 m , > ，求它们的加速度及繩两端的张力7\和 7 V 设绳不可伸长，质量可忽略， 
它与滑轮之间无相对 滑动； 滑轮的半径为质董为 m , 且分布均匀< 

解:分 别隔高 TOj 和滑轮如图，对 TO , 和 Wlj 有 

{ 饥 id - T, = m,a, , 

T 2 - m^g = n^Oj. 

对滑轮，外力矩为 （t -^^，转动慣*/ 



图 4-30 角动量守恒的演示实验 


ymtf . 故有 




(.T, -T 2 )R = //3 = ym^/3. 

由于绳子不可伸长，且不打滑， 

a , = Oj = /?/3. 

上述方程 联立求 解可得 

. _ 2( TO, -TO,) 

a ' = aj - m ,) 9 - 


S 0 


7", 


° J t 0 


T,= 


% + 2(m, 
t + 4m 2 )m, 

2( m , + m ,) 9, 

(m + 4 m , )7^ 

T i 


图 4-31 例题 6 
—阿特伍德机 


9 - I 


m + 2(m x + 

若滑轮质量 m -^0, 以上结果与第二章例题 7 相同。 

例題7图4 -32 所示为测量刚体转动惯1的装置。待测的物体装在转动架上，细 
线的一蟪绕在半径为《的轮轴上，另_«通过定滑轮悬挂质量为 m 的物体，钿浅与转轴 
垂直。从实验測得 m 自静止下落高度 fc 的时间为求待*刚体对转轴的转动惯量。忽 
略各轴承的摩擦，忽略滑轮和细线的质董，细钱不可伸长，預先测定转动架对转轴的转 
动惯置为心. 

解：隔 离物体 m , 由牛顿第二定律有 

mg - T = ma. 
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以待测刚体和转动架为整体，有绕定轴转动的运动 
方程 TR = (/ + / 0 )^. 

由细线不可伸长以及 m 自静止下落，有 
a = Rp, h = -—a^. 

上述各式联立求解，得 

从已知数据/ 0 、■«、/»、<即可算出待测的转动惯董/ 

来 。 I 

例题8 如图 4 -33 所示.以水平力/打击悬 
挂在/ »点的剛体，打击点为 0. 若打击点选择合 
适，则打击过程中轴对刚体的切向力为0,该点 
称为打击中心。求打击中心到轴的距离 rv 

解： 剛体在水平力的力矩 / ro 作用下作定轴转动。 
设刚体的转轴转动惯量为/ = »»穿， m 为剛体质量 ，云 
为回旋半径。设棒的角加速度为 沐則转 动的运动方程 
为 fr 0 = //3 = mW p, 

刚体质心的切向加速度为 a c ,= r c 办.沿此方向的运动 
方程为 

/ \ + / = ma a = mr c p. 

从两式消去芦，得 

Ft = (安- 1 )’. 

要使轴对棒的切向力为0,应有 

， o = f . (4.40) 

r c 



图4 - 32 例题7—— 
转动惯量的测董 


Fn 



O 

j 

图 4 - 33 例题 8 
——打击中心 


r 0 即为所求打击中心 0 到轴的距离。 

上述结果适用子各种剛体。对于#于螭点的细棒. r c = I /2, R 1 =/ 3 /3, r 0 =2 i /3. | 
用棒击球时，若击球点在打击中心附近，则手受到捧的作用力最小。若 
击球点到手握处(转轴）的距离 r > 则手对棒的作用力厂与球对棒的作 

用力/方向相同，握棒的手指受力。若 r < r 0 ，则仄与/方向相反，捤棒手的 
虎口受力。 


4.5 冲最矩 


(4. 38) 式是瞬时的规律，两端乘以出， 

M^y// dt = I dw 9 


积分后得 



=I( ( o-w 0 ). (4.41) 

上式左端是力矩在一段作用时间内的冲量，称为 冲量矩 ，它等于刚体角动跫 
的增量 a 

例题9如 E4-34 所示，一质量为 m 的子弹以水平速度射入一静止悬于顶端长棒 
的下端，穿出后速度报失3/4,求子弹穿出后棒的角速度〜 p, 

已知棒长为 i , 质量为 A /. 

解：以 /代表棒对子弹的阻力，对干子弹有 


Ifdt = m(v - v „) = - ~ mv 0 . 


子弹对捧的反作用力 /' 对棒的冲董矩为 


jfl dt = I jfdt = 


因 /'=-/, 由两式得 


3mv 0 / 

= 4/ = 


9mv 0 

= lm - 


这里用到了长棒的转动惯量公式 


图4 -34 例题9 
——子弹穿摊 


此题也岈以用子弹和棒的总角动墩守恒来作，虽然它们的总动世是不 
守恒的（为什么？）。 

例题10如图4 - 35 所示.两个均匀圓柱各自绕自身的轴转动，两轴互相平行。圆 
柱半径和质董分别为成、尽， AT, 、化.开始时两柱分别以角速 度叫、 叫同向旋转。然后 
缓缓栘动它们，使互相接触 u 求两柱在相互问摩擦力的作用下所达到的最终角速度叫'、 


解： 最终状态是两柱表面没有相对滑动，即叫 '、 W2 •方 向相反，并满足 

= - a > iR 2 . (a) 

由于两柱接触时摩擦力大小相等 （记作/)、 方向相反，力矩和它们的冲 f (冲 董矩〉 的大 
小正比于半径，方向 相同： 


I R,fdt = R,jfdt = 1 ,(. 0 ,,' - o ,,) , 
IR 2 fdt = R 2 jfdt = /j( w ； - a,,). 

消去"巾，得 R、 / 

及 2 A (似2’ -如2 > 


©© 


图4 - 35 例題10—— 


从 （a)、（b) 两式解得 


两旋转柱体接触 


/?2 - I 2 (q 2 R 1 ) 一 M l R i (o ] - M 2 R 2 o) 2 

/，^ 2 + 1 2 R x 2 = R X (M, +3f 2 ) ， 

Ri (I 2 (o 2 R l - I x (o x R 2 ) M 2 R 2 a ) 2 - 

~/,^ 2 +/ 2 /?, 2 ~~ = ~ rJW 7 mT )~' 
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这里用到了圆柱的转动愤量公式/, = y m ' r ' 2 - I： = y m：r - ■ 1 

请读者考虑一下，在以上例題中由两柱所构成的系统总角动量守恒吗？ 
为什么？ 

4.6 刚体的功和能 


(1) 刚体的重力势能 

和一切质点组一样，刚体的重力势能为 

丑 P* = X 9K = g( ^ = mgh c . (4.42) 

* i 

亦即，这相当于总质量 m=X ^集中在质心 C 7 的髙度上。 

i 

(2) 刚体的转动动能 
刚体的定轴转动动能为 

E v = Am ( v t 2 = y ^ Aw,(w X r ( ) - (« X r ( ) 

= y ^ to • [ r , x (to x r ( )] = ya * - [ ^ Am , r ( x ( o > x r J ] 



(3) 力矩的功 


设 /«■, 是作用在质元 Am , 上的外力,则在时间间隔 Af 内，外力对定轴 


转动刚体所作的元功为 

i i 



= ^( r i ></ 外 <> .oicU =Af n// d^». (4. 44) 

i 

式中如 = 0 ) 6 t 是角位移。 

例题 II 装置如图 4-36 所示.绳的上端缠绕在圆柱上.下端系 
以重物 mj ;. 重物自然下垂，由静止开始降落，并带动圆柱转动。求重 
物降落了高度 A 时的速率 V . 已知圆柱的质量和半径分别为浞和 
并设绳的质量可忽略，且不可伸长。 

解： 由机械能守恒定律， 


mgh 


ymv J + y/o ) ： = +WIW 2 ++(+71^)(^, 


因绳不可伸长，有可以解得 



h 


v l 0 丄 

图4 -36 例邂11 
—缠绕在轴 
上的重物 
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例题12如图4 -37 a 所示，将单摆和一等长的匀质直杆悬挂在同一点，杆的质董 
m 也与单摆的摆锤相等。开始时直杆自然下垂.将单摆摆锤拉到高度 * o , 令它自静止状 
态下摆，于铅垂位置和直杆作弹性碰撞。求碴攮后直杆下端达到的高度反 


解 :碰撞 前单摆攉锤的速度为 ，令碰 撞后直杆的角速度为《，摆锤的速度 


为由角动董守恒，有 

ml(v 0 - v') = 1(0, 

式中杆的转动惯 t / = 


(a) 


在弹性碰撞过程中机慽能也是守 恒的： 


( a )、（ b ) 联立解得 




- 





( b ) 


按机械能守恒，碰攮后 
«播达到的高度1然为夂’ 

= 而杆的质心达到的高 

度 fre 满足 

= mgh c , 

由此得 



结采见图 4-37 b . | 



3 fcu 


图 4-37 例题12——单攉与悬杆碰撞 


4.7 复摆 


在重力作用下绕不通过质心的水平轴运动的任何 
刚体（见图4 -38), 叫 做复摆（物理摆），这名称是相对 
于单摆（数 学摆〉 而言的。单摆的质量全部集中于下端. 
可看作质点，复摆则不能，需要用刚体的概念来处理。 
上题中的直杆就是一个复摆。 

复摆的重力势能为 

U ( 0 ) = w 0 r c (l + 小摆幅近似）， 



图4 - 38复摆 


r c 为悬点0到质心 C 的距离。下面来求复摆的周期。 

在第三章 3. 1节中我们曾推导过一个一维小振动周期的公式 (3. 36) ， 
那公式不仅适用于平动,对于定轴转动,只需作如下 代换： 
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式中 (/„"=[ d 2 f /(0)/ d ^] #= o . 对复摆, ％〃= mpr c , 故有 

T = 2ir/ 」一 • 

^Jmgr c 

与单摆的周期公式相比，可以看出，复摆相当于一个摆长为 


的单摆。由上式定义的叫做复摆的等值祛长。利用平行轴定理 
/ = / c + mr c 2 可将上式改写 一下： 

l o =r c + 或 —— TT - r = 1 - (4. 48) 

mr c mr c ( l „ - r c ) 

上式表明， r c 和 r c '= i „- r c 的地位是 SJ 以对调的,亦即，如果我们把复摆倒过 
来，悬挂在 OC 延长线上到0 点的距离为 i a 的 O ' 点上，其周期不变。复摆的 
这一性质，称为“可倒逆性”。通过测 S 复摆的周期，是稱密测量重力加速度 
9 的一种重要方法。若利用周期公式 (4. 46) ，就要涉及到转 动惯被 /,这是一 
个难以精确测量的量。如果利用摆的可倒逆性，找到周期相等的0、0'两 
点,精确地測出其间距离4,即可利用含等值摆长的周期公式 


求得9值。 

例® 13悬挂于圆周上 一点的 ffl 环，叫做圆环摆。圆环檯的_个奇特的性质，是把 
它截去任意一段圆其周期不变。试证明之。 

解： 整个圆环直径的两个端点是对称的，互为 阑逆点 。故其等值摆长‘ :1 R ( R 为 
半径）。如图4 所示，在圓环上 鈸去一 段圆弧，令軔 o 

段的质心为 C , 石万 = r c ，设其质量为 m . 利用平行轴定理， 

绕圆心的转动惯量为 7 o = J c + m (_ R - r c ) 2 . 另一方面，对于 ffl / Y ^ 1 \\ 

心，圆弧上所有的点都等远，故其回旋半径为 = TO 妒. I c \ lo \] 

所以 i 

/„ = / c + m(R - r c ) 2 = mR 2 , 

由此解得 I c = m . r c (lR - r c ). 

按 (4.48> 式, 
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亦即，这等值摆长与整个囿环的相同，从而周期为 


与截去多少无关。 ■ 


r=2 V?’ 


§5. 刚体的平面平行运动 


5.1 刚 体一般 运动的动力学 

我们一直把刚体看作是质点组，对于一个质点组，“质心” 

重要的意义。因为对于平动，我们有质心运动 定理： 

〜 = f = m 卷， 

对于绕质心的转动，我们有质心角动董 定理： 

M ， c = 鲁 (4 . 49 〉 

由于刚体没有形变，即内部质点之间没有相对运动，所以若知道了质心本身 
的运动和绕质心的转动，整个刚体的运动就全部知晓了。因此，利用以上两 
条定理，就可全部解决刚体的动力学问题。 

5.2 平面平行运动 

若刚体内所有点的运动都平行于某一平面 ，则这种运动叫做刚体的平 
面平行运动 。在平面平行运动中 ，刚 体内垂直于该平面的任一直线在运动中 
始终保持垂直于该平面，而且在垂线上各点的运动显然是相同的。因此，为 
研究这种运动，只须取平行于该平面的任一剖面加以研究就够了。对于平面 
平行运动，刚体的角速度矢量(或者说转轴）只能垂直于运动平面，与定 
轴转动的区别仅在于转轴本身是可以横向移动的。所以，对于平面平行运 
动，上面 ^(3. 50) 式可以只取运动平面内的两个分量，而 (4. 49) 式可以只 
取垂直运动平面（即平行转轴）的分量。这时 =I c o,, dJ c// /dt=I c d(o/dt 
= / CJ 8, (4.49) 式化为 

财外 C 々 == ’C 芦， 

此式形式上与刚体绕定轴转动的动力学公式 (4. 38) —样，只不过此式必须 
以质心为参考点,转轴随着质心平动。 

归纳起来，刚体平面平行运动可分解为质心的运动和绕质心的转动， 
二者的动力学方程分别为： 

质心运动定理 尸外 = m (4.50 a ) 

绕质心的转动 M ⑽= / c ^ = ^c/3. (4.50b) 


的概念有着 
(3.50) 
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例题14 —质*为 m 半径为 ft 的均匀 圄柱体 ，沿倾角为沒的粗链斜面自静止无滑 

下滚（见图4 -40), 求静摩擦力、质心加速度，以及保证圆柱体作无滑滚动所需最小摩 

擦系数。 

解：用 /代表静摩擦力，根据质心运动定理，有 

mg sine - f = ma c , ( a ) 

对于质心重力的力矩等于 0, 只有摩擦力矩 fi /, 从而 

R f = IcP = ( b ) 


刚体上的尸点同时参与两神运动：随圓柱体以质心漣度 W C 平动，和以线速度绕质心 
转动。无 潸动意 味着圆柱体与斜面的 接社点 P 的瞬时速度为0,由此得 


Vr = Roi. 

对时间求导，得 

a c = M ( c ) 

由 （ a >、（ b )、（ c ) 解得 


/ = -j-m^sin^, 

2 图4 -40 例题14— 

a c = y^sinft 0柱沿杻择斜面下滾 

要保证无滑滾动，所 f 静摩榛力/不能大于最大静摩擦力开尺 = M mg COS 0 , 即 



戎 


y-mflsinfl ^ fimgcose . 


亦即 




摩瘵系 数小于此值就要出现滑动 。 I 

例题15如图4 -41 所示，将一根质董为 to 的长杆用细绳从两端水平地挂起来，其 
中一根绳子突然断了，另一根绳内的张力是多少？ 

解：设 杆长为2<，质心运动定理和角动量定理给出 
绳断的一刹那的运动 方程： 

mg -T = ma c , ( a ) 

Tl = I c p . ( b ) 




式中转动惯量 / c =+ mi 2 . 因在此时刻悬绳未断的 


端加速度为0,从而在质心的加速度和角加速度之间有 




如下 关系： 


a c = pi . 

从 ( a )、（ b )、( c ) 得绳中张力 


( c ) 


图4 - 41 例題 15- 
一头绳子断了 


T = -r^tng. 


例题16如图4- 4 2所示，一半径为丑的乒乓球与水平桌面的摩擦系数为开 
始时，用手按球的上左《，使球的质心以 Da 的初速度向正 a : 方向运动，并具有逆时针 

方向的初始角速度 叫， 设 < y ^( o 0 . 试分析乒乓球以后的运动。 
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解：开始时乒乓球与桌面的接觖点 P 具有速度乒乓球一边滑动， 
一边倒着转动。它在水平方向受滑 
动摩擦力 - MWifl 1 的作用，按照质心 
运动定理，有 

dw c 

-timg = ma r = w— , ^ 




由此枳分得质心速度隨时间的变 ft : 

V c = Vco -fxgt. (a) 

对质心的摩擦力矩为 -fimg 

/?,对质心的转动方程为 H/| 

-timgR = / c ^ 


图4 >42例題16—— 
乒乓球在桌面上的运动 


由此积分可得角速度隨时间的 交化： 

u = u 。- ( b) 
下面利用 （ a )、（ b > 两式来分析乒乓球运动的捋点。 


⑴到达卜 t , 时刻. v c = 0 , 据 题目所 给条件 

这时刻 w c =0, « > 0,即质心淨止运动，绕质心的旋转方向没有变。 

当1>«,时， 》 c <0, o >>0, 质心开始倒退，但接触点 P 的速度>0,潸 
动摩擦力沿负; r 方向，驱使质心加速倒退，而其 力矩钊 继续减缓转动，直到接触点 P 的 
速度％ = Roj * v c 减到0为止。 

(2) 减到0的时刻~满足 


由此可解出 < 2 来： 


开 (如。 - "2*^^) + ~l JL Sh) = 0. 


R ( o 0 


" 5 MJ7 * 

自 t = t 2 时刻以后，乒乓球向后作无滑滾动，若不计滾动摩擦，其质心速度和角速度保持 
恒定： 2 

V C = v O > ~^ 9 h = - ~ f { Rto „- YVra ), 

瞀). ■ 


V C 

a,= ~T 


例题 17 —质董为 wi 、 半径为 r 的轮子以角速度％旋转。将它轻轻地放到地面上， 
设地面的滑动摩擦系数为 M ，求轮子最后的前进速度和角速度。达到此运动状态经过了 
多少时间？ 


解： 轮子刚落地时接触点向后滑，故摩擦力/向前 ，一方 面推动轮子加速前进 ，另一 
方面使它的转动减缓。经过时间 t 后达到只滚不滑的勻速滾动状态。令此时的质心速度 
为 « c ，角速度为 w , 則有 

V C = Ta)y (a) 

设滑动摩擦力与速度无关，从而/ = 为恒力，由它作用在质心上的冲量和冲量矩 
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得 

fimgt = m(v c -0) , 

-fimgrt = / c (w -o> 0 >, 

式中 /c 为轮子绕质心的转动惯置。由 （ a) 、（ b> 、（ c ) 三 式解得 
r(o 0 rw 0 


(b) 

⑷ 


v c = 


T) 


I ’ ~ nl 

丨 +1T +/ c 

瞬时转动中心 

在任何瞬时，作平面平行运动的刚体（或它的延伸体）上总有一点 o ', 
其速度 Pc .=0. 这时整 
个刚体只能围绕此点 
旋转。这个点叫做刚 
体的瞬 时转动 t 心或 
瞬心。例如在平面上 
作纯滚动的圆柱体或 
球，与平面的接触点 
就是它的瞬心。 

若已知质心速度 




图4 - 43 瞬心相对于 
质心的位置 


图4 -44 求瞬心的几何方法 


和角速度显然瞬心 以 在与 P c 垂直的方向上距 

离 = 的地方（见图4 _ 4 3)。如果你知道平面刚体上4、 5 两点同— 

瞬时速度 v A , v B 的方向，则它们垂线的交点即为瞬心 O ' (见图 4 -44)。 

现在来考察以瞬心为参考系原点的刚体的动力学。让我们回到 1.3 节 

的 (4. 24) 式，当我们从惯性系 K 变换到以 O ’ 为原点的参考系 K ， 时（参看图 

4 -8), 角动最作如下变换： 

上 n J = J' + R x P' + mrc x V + mR x V, 

对《 求导： 






f xV+mRx 踅， 


若 f 系的原点 o ' 为瞬心， 则菩 = v = 0 , 且在选定的时刻 《= 0 , 于是有 


dJ 

d 之 


dJ f 

dt 


wr c ’ x a 0 


dF. 


式中 =1 为瞬心 O ' 的加速度。以瞬心 o ' 为原点的瞬时参考系 K ， 是非惯 
性系，其中的惯性力为 / a = - ma 。, 上式又可写成 
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dJ 


dJ ' 

dt 


r c x /«- 


(4.51) 


因我们瞬时地选了/?=0,按 (4.22) 式，在 K ' 系中的外力矩与惯性系 K 中 


一样： 

Af 外 =3/4, (4. 52) 

将 (4. 51 >、(4. 52) 式代人惯性系的角动量定理 M 外 
= dJ / dt , 移项/5,我们有 

+ rc (4- 53) 

这便是 瞬心系 K ' 中的角动量定理， 它与惯性系中 



的角动童定 理的賴 在于除外力矩外多了—補图 4 “ 5 

件•力对质心 C 7 的力矩，当瞬心 的加速 度《。（或者 i 兑 $向不指向质心的情形 

惯性力 /*) 与 K ' 系里质心的位矢 r c ’（ 即前面的 

0 ^) 平行或反平行时，惯性力的力矩为0 , 瞬心系的角动量定理与惯性系 


中的形式一样 o 例如在平面上作纯滚动的轮子就属于这种情况，因为其瞬心 


的加速度垂直地面向上,直指位于中心的质心 C 然而，若在轮缘上附加一 
质童 Am ,质心 (7 不再位于中心 C ( 见图4 - 45 ) ,使用瞬心参考系时就得考 


虑惯性力的力矩了。 

例题 18图 4-46 所示为_放 
在水平桌面上的线袖。桌面有一定 
的摩擦力，可使线轴作纯滾动。实验 
表明，用力向斜上方拉时.隨着角度 
不同，线轴有时 W 前滾，有时朝后 
滾。试对此问題作个分析。 

解: 在此问題中，线轴与桌面的 
接触点4是瞬心，滾动时其加速度 



S 4 -46 例题 18——线轴朝哪边滚？ 


向上，直指质心故不必考虑惯性力。通过/ I 作轴的切线4 T (见图中 灰线） ，它相对于 
水平面的仲角为 ft 由田不难看出，当拉线的仰角大于0时，其延长线在瞬心4之前，力 
矩是逆时针的，使线轴向后滾（图 a ); 当拉线的仲角小于0时，其延长线在瞬心4之后， 
力矩是顺时针的，使线轴向前滾（图 b )。 | 


例 H 19 —半径为 r 的粗糙圆盘与水平地面紧密接触。圆盘 -面绕 自转轴以角速 

度 w 旋转，一面以速度 u 平移 （ tjcroO 。 设滑动摩擦系数 M 与速度无关，求圆盘所受的阻 
力。 


解 ：如图4 -47 所示，瞬心 O 在质心 (7 之下距离为 a = 处。在 O 之下距离为 a 
处取对称点以同样半径作圆 K 。 可以看出，在此弧线之下剛体上各质点的速度分 
布对于瞬心0是对称的，与速度方向相反的摩擦力全部抵消。剩下要计算的只是上面 
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那一月牙彤面积所受阻力，由对称性可以看 
出，其合力是与平动速度反平行的。以0为厍 
点取坐标的极轴沿平动速度的方向，沿0方向 
月牙的厚度为 T =2 asinfl , 0到之间面元 
的面秩为 dS = rr ( W , 

摩擦力 

( azm / Ttr 1 为单位面积上的质量，即面密度）， 
摩擦力在极轴方向的投影为 

-4 / 'sine = - 2 ^ TOgq 8 in 3 tfdg 
•nr 


图 4-47 例 *19 —吸尘器 


合力为 


/ = -f — ^ 


本例题可以看成是吸尘器的模型。不转时，拖起来是很费劲的。髙速转 
起来阻力就变得很小，因为它反比于 a >. 


5.4 平面平行运动的动能 


按照第三章 4 . 3节中讲的克尼希定理,质点组的总动能 J ? k ,等于相对于 



质心系的动能 £?* ，加上刚体整体随质心平动的动能: 

E k = + ^- mw c 2 , (3.52) 

对于平面平行运动，与用推导 （4. 43) 式同样的方法可以证明，相对于质心 
系的动能 P 可写成与刚体绕定轴转动动能一样的形式： 

^ 2 - (4. 54) 

所以，我们最后得到刚体平面平行运动的动能公式为 

E k = y + y / c «> 2 - (4.55) I 


例题 20 计算从同一高度自静止状态沿斜 
面无滑滚下时，匀质 （ a > 囿柱 （ b ) 薄球充 （ c ) 球体 
的质心获得的速度（见图4 -48)。设三者的总质量 
和半径相同。 

解： 由机械能守恒，有 



其中 / c = m 穿.对于（8)、（1>)、（<:〉三种情况，回旋 



图4 -48 例 *20 
-沿斜面的滚动 



i - 刚体的平面平行运动 


半径云分别为 / U 2 R , ymR . V 275 R . 无滑滚动的条件是 v e =丑0>,上式右端的动能 
可写为从而 _ 


具体地说， 


⑷圓柱 

vc=^\9h. 

( b ) 球充 

wc = V + 的， 

( c ) 球体 

v c=^Y 9h - 



例理21 —质 t 为 m , 长为 J 的匀质捆杆，铅直地放 图4 -49 例躅21 

置在光滑的水平地面上„当扞自静止 阑下时 ，求地面对杆 ——细杆滑倒 
端的支撑力（见图4-49)。 

解：由 机械能守悝知.当杆与铅 直崁成 角时， 

- cosfl ) = ymu c 2 + y/ c (O 2 , ( a ) 

其中 

由于没有摩擦力，质心 C 铅直下落。考察细杆着地点 A 的运动。它的运动可看成 _ 
方面随质心以速度 v c 下降，另_方面又以 ft 速度+ w 绕质心转动。后者在铅直方向上 
的分1为 +0> siri <?, 方向向上。实际上4点的运动隈制在水平面上，铅直速度为0,即上述 
两个铅直速度应相互抵消。故有 

v c = ( b ) 

干是 （ a ) 式可以写成 

^1(1 -003.) =f»(, +3 -^-)V. 


由此得 
对 f 求导 


- cosg ) sin ; g 
+ 3 sin 2 fl ' 


l v dv c _ iglsm0(sin ! 0 + 3 sinV + 2cose - 2 cos 2 g ) 
' C ~ (1 +3 sin 2 fl ) 2 


1 dt (I + 3sin J 0) J w . 

即 质心加 速度为 

a _ _ 3glsmB(sin ! e + 3sin 4 g + 2cosg - 2cos ; g) to 

C (1 + 3sin : tf) 3 2v c 

_ 3g(sin ; fl + 3sin 4 6 + 2costf — 2cos 2 g) 

(1 +3sin J tf) J ’ 

4 端受地面的支撑力为 

N = m(g-a c ) = mg\ 1 3(sin；g +3si " Jg + 2cos^ - 2cos-g)i 

1 (1 + 3sin 2 fl) 3 J 
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4 - 6 cos 0 + 3 cos 2 汐 
=mg (1 + 3 sin J «») J - 

当 0 = ir /2 时， N = mg/4. | 

例题 22 在光滑的桌面上有一质萱为 Af . 长的细 
杆，一质 S 为 to 的小球沿桌面以速率垂直地撞击在细杆 
的一端（见图4-50)。设碰撞是完全弹性的，求碰后球和杆 
的运动情况。在什么条件下细杆旋转半圈后会第二次撞在 
小球上？ 

解:设 碰撞后小球和杆的质心速度分别为％和％,扞 
绕质心的角速度为则有 

动董守恒 mv 0 =mv, + Mv 2 , ( a ) 

角动 t 守恒 ml(v 0 -v,) =I c to, 

(以杆的质心为参考点） （ b ) S， 

动能守桓 ■ y-wiDj = +-^-/ c o ) 2 , ( c ) 

式中 / C = + A ^ 为杆绕其质心的转动惯量。由 （ a )、（ b )、( c ) 解得 


图4 -50 例题22—— 
球碰扦，杆打球 


6mv 0 

lj4m + M) * 


f<M 4 m - M 
[ W, = 4m + Jlf Vo ' 
2 m 

卜 2 ° 


欲细杆转半圈后再次击中小球，它们必须走得一样快，即 v , =« 2 , 
求 A / = 2 to . | 

例题23半径为 R 的 BB 木以角速度 叫在永 平地面 / 

上作纯滾动，在前进的路上撞在一高度 为办的 台阶上（见 / 

图4 -51)。设礓撞是完全非弹性的，即碰撞后圆木不弹 I 

回。要 ffl 木能够翻上台阶而又始终不跣离台阶，对台阶 W 
的高度有什么要求？ \ 

解：礓撞前圓木的质心速度为 w 。 按 （4.25) 

式，碰撞前圆柱体对接触点 A 的角动1为固有角动量 / c m 

叫+轨道角动量砝撞后的角动量为/、<«；,由 
角动 t 守恒得出碰撞后圆木的角速度为 

_ Ic 挝0 * mv t (R - ft ) _ I c + mR(R - h) 
1a I c + mR 2 

将圆柱体的转动惯量公式/代入，得 

(3R-2h)o, 0 


w 2 ，根据上面的结果.这要 


图4 - 51 例題23 
——滾木撞台阶 


(1) 圆木能够爬上台阶的条件是它碰撞后的动能足 够大： 
Th to 2 > mgh. 


由 （ a )、（ b ) 得 


( b ) 
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代入4的表达式后，得 


2 mgh ( I c + mR 2 ) 
[I c -^mR(R~h)y 

2 . \2 hg 


' (3 A -2 fe ) 2 ' (C) 

(2) 圆木不跳离台阶的条件是台阶的支撑力 TV 始终大于 0. W 在礓撞的最初时刻最 
小（为卄么？），我们就 来计算此刻的从沿04方向的向心加速度是重力的分董和支撑 
力之差造成的，按牛顿第二定侓有 

mRa ) 2 = mg sine - 

由图可知 sin ^ = 1 - h/R ，从 而有 

况 =〜 ( 1 - 会 )- >0 , 

或 - 

代入心 的表达式后，得 


9( Jt - h)g 

(3 R -2 h ) 2 ' 


(d) 


将 （ c) 、（ d) 两式综合起来 ，我 们有 

11 JL - > 

(3 R -2 h ) 2 


12/10 


(3 R -2 hy 


要两个不等式同时成立.则必须有9 (/?-/»)> 12 fc , 即 

k <3 ~ T - 

否则，初速小了爬不 上去； 初速剛够大，昶上去时就跳起来了. 


§6. 刚体的平衡 

6. I 刚体的平衡方程 

处于静止的刚体既没有平动，也没有转动。因此，刚体平衡的充分必要 
条件是它所受的合外力为0,对任意一个参考点的合外力矩为0: 

f Z / w =0 - (4. 56) 

1 Z 财 ，外 = Z r ‘ x */ W =0 . (4.57) 

矢量式 (4. 56) 和 (4. 57) i 相当于^个分量式,后者包含了“必须对任意方 
向的转轴都成立”的意思。这样的力系称 为零力 系，零力系的条件 (4. 56) 
和 (4. 57) 式称 为刚体的平衡方程。 

当 刚体的运动受到某种限制而我们又不想知道约束反力时，刚体平衡 
方程的个数可以减少。例如讨论刚体平面平行运动时,只需平行于运动平面 
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( a ： i / 面）两个力的平衡方程和垂直于此平面一个力矩的平衡方程就 够了： 
1/^=0. I / Wv =0； (4.56，） 

I i 

I ^*=1 =0. (4. 57，） 

I I 

例题 24 —架均匀的梯子，重为长为 2 f , 上端靠于光滑 

的墙上.下端置干祖糙的地面上.梯与地面 的莩擦 系数为 M •有 
—体重％ 的人孿 ff 到距悌下竣 A 的地方（见图 4-52) t .求梯子 
不滑动的条件 u 

解：浪 定梯子不滑动 ，设它 与地面的夹角为史,地面与墙的法 
向力分别为 M 和尺 3 ，地面的摩擦 力为/ 水平和铅直的两个力 
平衡方程为 

N : -S = 0, (a) 

N , - W - W t = 0. ( b ) 

力矩的参考点可以任意选择„为了简单.可以选图中和 AT : 延 
长线的交点 C , 这样一来和/ V :就不逬入此方程了 3 图 4-52 例題24 

2 flsin<p - Wlcos<p - W , l , cos<p = 0. ( c ) -梯子的平衝 

由联立方程 （ a>,(b> 、 <c) 解浔 

N ' = W ^ W X , 

“ ， + W . I , 

^2 = / = -27- cot 穿. 

梯子不滑动的条件是 /< mM , 即 

IV / + W . I . 

— Yi-^cotv < M ( W +» V _). 

对于_定的倾角 < p , 人所能攀登的高度为 

. 2 W ( W + W _). wi 

ll < ~~ W , 叫-〒， 

V 角愈大•允许人♦登得 意高； Mt 大，允许人攀登得也愈高。 

如果要求攀到一定的高度,则要求梯子 的傾角 

<p > arctan (- Wl + ). 

^ W,)t 

^ 愈小允许史愈小 ， m 愈大允许史愈小 。 I 

如果本例中墙与梯之间的摩擦也不可忽略，则多出一个未知数。但 独立 
的平衡方程数目并没有再多，从而无法求出确定的解答。这类问题叫 做静不 
定问题 （static indeterminate problem )。 静不定问题的实质在于静摩擦的 
大小与运动的趋势有关，有两个以上的静摩擦力参与物体的平衡时，它们各 
自承担多少，与达到平衡的过程有关，结论是不惟一的。所谓“运动的趋 
势”，在物理上指的是物体在相互接触的地方彼此造成微小形变的情况，这 
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已超出了刚体概念的范围，故刚体模型在此已无能为力。 
6 .2 天平的灵敏度 | —— 

下面我们讨论天平灵敏度这个 
有实际意义的问题。天平的主要结构 $ 

是通过刀口架在立柱上的一根横梁， 

其两端挂有秤盘。不能设想横梁只是 yr ^ = 

一根细杆，因为那样一来，只要两边 

重景稍有不等，横梁就会倾翻并从刀 jj 1 

口上跌落下来,而不是稳定在一个倾 

斜的位置上。要避免如此，横梁的重 

心（质心）必须在刀口的下方。通常 

灵敏天平的横梁的下方都固联一根 I ^ 

摆动指针（见图4-53)，针上装有一^ ^ 

个螺丝，用以调节重心的高低。 

如图4 -54 所示，设刀口在 O , _ B 4-5- 

臂长为横梁本身的 t * 为％,重心在 C 点， @ = A,j 
等,分别为 W 和 VV + AW , 此时横梁的倾斜角为这是- 
动的平衡问题，只需一个平衡 方程： 

(VV + AW) lcos<p - Wlcos<p - lV 0 /isiiv = 

由此解出 


AW ~ W 0 h ' - * 八奶人 

为 了提高 天平的灵敏度，可以把重心蝶丝向上旋，以减小 ft . 当然不能将/ 1 
减小到0,如前所述，那样一来横梁就会倾翻。 
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§7. 回转运动 

7. 1 不受外力矩的回转运动 

刚体绕定点的运动一般是非常复杂 
的，在这里我们只讨论一种较简单的特殊情 
况，即陀螺仪 （ gyroscope ) 的运动（回转运 
动）。陀螺仪的特点是，具有轴对称性和绕 
此对称轴有较大的转动惯量。如图 4 -55 所 
示， G 是一个边缘厚重的轴对称物体，可绕 
对称轴转动。转轴装在一个常平架上。常平 
架是由支在框架 S 上的两个圆环组成，外环 
能绕由支点4所决定的轴自由转动，内 
环可绕与外环相联的支点 S 、5' 所决定的轴相对于外环自由转动，陀螺仪的 
轴装在内环上，它又可绕轴相对于内环自由转动。 00' MB ' 、/ L 4' 三轴 
两两垂直，而且都通过陀螺仪的重心。这样，陀螺仪就不受重力的力矩，且能 
在空间任意取向。 

刚体不受外力矩时角动董《/守恒，因而转动轴线的方向不变。特别是 
陀螺仪，由于当它高速旋转时角动量很大，即使受到在实际中不可避免的 
外力矩（如轴承处的摩擦），如采外力矩较小，则其角动量的改变相对于原 
有的角动童来说是很小的，可忽略不计。这时无论我们怎样去改变框架的 
方向，都不能使陀蟝仪的转轴 00' 在空间的取向发生变化。陀螺仪这一特 
性可用来做为导弹等飞行体的方向标准，在导弹上装有此种陀螺仪，即可 
利用它来随时纠正导弹飞行中可能发生的方向偏离，控制其航向。 

7.2 回转效应 

陀螺仪的另一重要特性，是它受到外力矩作用时所产生的回转效应。图 
4-56 所示为一杠杆陀螺 
仪，杆 AS 可绕光滑支点 O 
在水平面内自由转动，也可 
偏离水平方向而倾斜。陀螺 
仪 G 和平衡重物 W 置于杆 
的两端，若调至平衡，杆 
是水平的。当陀螺仪不转动 

时，若移动 W 使之偏离平衡 图 4 -56 回转效应 
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位置，杆就会倾斜 。现 在先调至平衡，并让陀螺仪 G 绕自身的转轴高速旋转 
起来，此后再移动 W . 我们会发现，此时杆并不倾斜,而是在水平面内绕铅 
直轴 O ' O " 缓慢地旋转起来。陀螺仪自转轴的这种转动，叫 做进动 
( precession )。 陀螺仪在外力矩作用下产生进动的效应，叫做回 转效应 
(gyroscopic effect )。 

当陀螺仪的自转轴正在进动的时候，若我们加一水平力于杠杆之上，企 
图加速它的进动，结果杠杆又出乎意料地向下偏转。就这样，给陀螺仪铅直 
方向的力会使它沿水平方向运动，而给水平方向的力却使它沿铅直方向运 
动。陀螺仪的这种“不听话”的运动规律，需要利用角动量和力矩的矢量性 
来说明。 

按定义，力矩财等于角动量•/的变化率，角动量的增量 AJ 等于力矩的 
冲量（冲量矩)尨 

AJ = MM , 

此外,陀螺仪是一个绕自转轴转动惯量 J 很大的轴对称刚体，我们可近似地 
认为其角动母与角速度都沿自转轴方向，并可写成</ = / w . 设陀螺仪绕自 
转轴高速旋转的角动录为 ^ t /叫 ，方向沿使杠杆失去平衡后,其重力 
矩财是沿 0 C 方向的 （ 见图 4 - 56) ，在水平面内与垂直），在时间间隔 
^ 内它的冲量矩 A / M 产生同一方向的角动量增帝 A «/, 在这段时间后角动 
M 变为 《/ = /«/<>+△«/• 根据矢量的平行四边形合成法则（见图4 -56)，仍 
在水平面内，但其方向绕铅直轴 0 , 0 ” 转过一个角度 ( 对于俯视的观察 
者,转动是顺时针的）。这就是说，陀螺仪自转轴产生了沿此方向的进动。由 
于 = ,按上式，进动角速度为 


n A<e M 
At = JZ - 

读者以同样的道理去解释，为什么当我们企 
图加速陀螺仪的进动时，它却向上跑去。 

回转效应对我们来说并不陌生。小孩玩的陀 
螺就是绕自转轴转动惯量较大的轴对称物体，当 
它绕自转轴旋转的时候，在重力矩的作用下，它并 
不倒下来，而是其自转轴绕铅直方向进动，维持自 
转轴与铅直方向间的夹角0不变（见图4 -57)。 

骑自行车的人都有这样的体会，自行车行驶 
时是靠车把的微小转动来调节平衡的。臂如车子 
有向右倒的趋势，骑车人只需将车把向右方略微 


(4.59) 





194 


第四章角动量守恒刚体力学 


转动一下，即可使车子恢复平衡。左方亦然。有一种自行车的车锁装在龙 
头上，把龙头锁死。这时偷车人骑车的本事再大，也不可能把车骑上沿直 
线走。此外，骑车人想拐弯时，无需有意识地转动车把，只需将自己的歌 
心侧倾，龙头自然会拐向一边。所有这些现象，读者都可利用回转效应来 
说明其中的道理。 

回转效应在实际中还有许多应用。在枪膛或炮膛里都有螺旋形的来复 



线，其作用是使枪弹或炮弹出膛后绕着自身的对称轴迅速旋转。这样一来， 
当枪弹或炮弹自身的 
轴线与它前进的方向 
不一致时，靠着回转 
效应，空气阻力产生 
的力矩就会使它绕着 
前进的方向进动，使 
轴线始终不大偏离前进方向（见图4 -58) 



图 4 -58 飞行弹头的穂定性 


7.3 岁差 

如图 4-59 所示，以地球为中心 
作任意半 径的一 假想大球面，称为 
“天球”。地球的赤道平面与天球相交 
的圆称为“天赤道 （celecstial 
equator )”， 地球绕日公转的轨道平 
面与天球相交的圆称为“黄道 
( ecliptic )", 它是太阳在天球上的视 
轨迹。大家知道，赤道面与黄道面不 
相合，其间有23°27'的交角。天赤道 
与黄道相交于两点，当一年中太阳过 



这两点时分别为春分和秋分，在这两 图 4 _ 59 岁差 

天全球各地昼夜等长。黄道上的春分 

点和秋分点统称“二分点 （ equinoxes ) ”。太阳从春分点出发，沿黄道运行一 
周回到春分点时，为一“回归年 （tropical year )”。 如果地轴（赤道面的法 
线〉 不改变方向，二分点不动，回归年与恒星年相等。古代的天文学家通过 
细心观测，就已令人惊奇地发现二分点由东向西缓慢漂移（也称为“进 
动”）。希腊天文学家喜帕恰斯 （ Hipparchus ) 大约在公元前130年报道，二 
分点的进动每年约36角秒（精确值为 50. 2角秒每年）。略后，我国西汉末年 
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的刘歆 （ xin ) 与后汉的贾 
逵也发现了二分点的进动。 

这现象在我国称为“岁 
差”，晋朝的虞喜首先确定 
了岁差的数值为每50年一 
度（相当于72角秒每年）。 

南朝梁代何承天、祖冲之加 
以证实。古代以恒星年为 
年，结果实际的季节逐年提 
早到来。虽然相差不多，但 
长年积累，实际季节已与历 
书上的季节有了很显著的 
差别。历史上祖冲之首先将 
岁差引进历法，应用于他自 
编的《大明历》，采用了 391 图 4 -60 北天极在天穹上的逬动 

年中有144个闰月的栢密新置闰周期，这是我国历法史上一次重大的进步。 

岁差的根源是地轴的进动 （ 见图4 - 59) 。地轴为什么会进动?万有引力 
对一个均勻球体的合力总作用在它的质心上，因为地球并不是理想的球体， 
其赤道部分稍有隆起（潮汐在这里也起了一定的作用），从而受到太阳和月 
亮给它的外力矩。用刚体的动力学原理定垃地计算地球的进动，是个很复杂 
的问题，我们不在这里讨论，但地轴的进动毕竟是个事实，已为人类几千年 
长期的天文观测所证实。现代的北天极在勾陈 一（ 小熊座 a 星）附近（见图4 
- 60) ，通常就把勾陈一称作北极星。但四千七百多年前埃及天文学家却以 
右枢（天龙座《星）为北极星，三千年前周朝的天文学家却以帝（小熊座 p 
星）为北极星。一万二千年后北天极将接近织女（天琴座 a 星），到那时不妨 
以织女星为北极星。 

7.4 章动 

陀懍仪“不屈服”于重力的作用而倾倒，无论怎样分 
析，总让人感到有点不自在。实际上它也不是完全不屈 
服。如图4 -61 所示,如果先把一个快速旋转的陀螺仪两 
端都支撑起来，然后撤去一端 (4 点）的支持，首先出现的 
现象是这一端确实下沉。然而，此后就立刻在水平面内进 
动了，与此同时下沉运动放慢，直到 A 点完全沿水平方向 
运动。但事情并不就此了结，紧接着出现的是进动放慢. 




图 4 -61 进动陀螵 
仪的章动 
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4点重新抬起，在理想的情况下可以达到它的初始高度。这样的过程周而复始地继续下 



图 4 -62 不 同初始条件下的章动 

去，端点4描绘出如图中所示的摆线轨迹。陀蠔的这种运动叫做幸动 （ nutation ). 拉丁 
语中是“点头”的意思。图 4 -62 给出一些不同初始条件下的章动。除非陀螺仪在起动时 
恰好符合稳定进动所需的条件，一般说来总的效果是陀螺的重心保持在低于起始点的 
水平上，由此释放出来的势能提供了进动和章动所需的动能。 

地轴除进动外，也有章动。地轴的章动是英国天文学家布拉得霄 （ J . Bradley ) 于 
17站年分析了 20年的观测资料后发现的。地轴章动的周期为 18.6 年，近似地说，就是19 
年。在我国古代历法中把19年称为一“章 "，这 便是中译名“章动”的来源。 

本章提要 

1. 角动量 

(1) 质点的角动8: J = mr xv = r xp , 

(2) 质点组的角动量： J = ^ m i r i x v t 

t 

=固有角动量 《/ c +轨道角动量 mr e x 化. 

2. 力矩： 在单位时间内物体在相互作用中传递的角动量， 

0) 质点所受 力矩： 

(2) 质点组所受 力矩： 

3. 角动量定理 

(1) 惯性系（任意参考 点）： 

(2) 质心系（以质心为参考 点）： M^ c = 

(3) 刚体的瞬心系（以瞬心为参考 点）： ilf ； + rj x f m = 


M = 


dJ 


dt ' 
M = r xf, 

M = M ML.= 


x/i. 




_ dJ 


dr 






本章提要 


4. 角动量守恒定律——空间各向同性 

J =[，=常量， 条件 =0. 

i 

例： （ I )孤立系，所有=0; (2) 有心力， n /// 讲 . 

5. 刚体： 内部质点没有相对运动一►形状和大小不变。 

(禅性模量和弹性波速时的理想摸型） 

运 动学： 平动+转动 

0) 平 动：固 联在刚体上的任一条直线在各时刻的位置始终保持平行 
的运动。 

任一点的运动都可代表 S 体的平动，通常用质心来代表。 

(2) 转 动：刚 体上所有各点都绕同一直线（转轴> 作圓周运动的运动。 
角位移和角速度与转轴无关，剛体各点具有共同的角速度。 

有限角位移不是矢董，无限小角位移 dp 和角速度 《是 矢置。 

6. 刚体定轴转动 

角 动量： J // = 1 ( 0 , /为转动*量。 

角动 * 定理： = 

冲量矩 ： dt = I(at - ( o 0 ). 

力矩的功： dA ，= = d(^ p + ^ k ), 

其中 E P i = rngh c , E k = y / a > 2 . 


转动惯量： / = ^ Ato 4 r i± 2 = J r x 2 dm = J r ^ pdV . 

(1) 平行轴 定理： I D = I c + md , 2 , 

(2) 正交轴 定理： /,=/,+ /„ (适用于平行; cj / 面的薄 扳）。 
常用的转动惯量公式见表 4 - 1. 

7. 刚体的平面平行 运动： 所有质点的运动平行于某一平面。 


动力学 


质心运动 定理： 
绕质心的 转动: 


= m 


doc 

~dT 


机械能 


势能: 

动能： 


E vt = 

E v = Y Ic( ° 2 + \ mv c- 


瞬心：刚体中瞬时速度 p =0的点。 


瞬心一般有加速度 a 0 , 从而瞬心系内有惯性力/慣=- ma 0 . 当《 0 沿瞬心 
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和质心联线时.其力矩 r e ' x /； = 0,瞬心系中的角动量定理形式上与惯性系中 
的一样。 

8. 刚体的平衡 

fI /< =0, 

条件< 

I Z X /；，= 0. 

i i 

对于垂直于 z 轴的平面运动，=° - =0； 

» X 

= X ( x ifi^u - Vifi^x) =0 - 

i i 

9. 刚体绕定点转动 

陀 螺仪： 具有大转动惯量/对称轴，并绕此轴高速旋转的刚体。 

对于 陀蠓仪 ，角动 t •/ 近似地平行于角速度 J ^ Ieo . 

回转运动 

(1) ^ =0时《/守恒，转轴方向不变。 

(2) 外#0时，产生逬动。 实例： 导航，自行车，炮弹，岁差等。 

(进动力矩脒与逬动角速度/2 的一般 关系为 Af = i 2 x /«. > 

10. 守恒律与对称性 

(1) 能量守恒定侓——时间平移不 变性； 

(2) 动£守恒定律——空间平移不 变性； 

(3) 角动量守恒定侓——空间各向同性。 

思考题 


4 -1. 下列系统角动《守恒吗？ 

( 1 ) 圆 锥摆； 

(2) — 端悬挂在光滑水平轴上自由摆动的 米尺； 

(3) 冲击摆 5 

(4) 阿特武 德机； 

(5) 荡 秋千； 

(6) 在空中翮筋斗的京剧 演员； 

(7) 在水平面上匀速滚动的 车轮； 

(8) 从旋转着的砂轮边缘飞出的 碎屑； 

(9) 绕自转轴旋转的炮弹在空中爆炸的瞬间。 

4-2. 本 章例题 10中两个各绕自转轴旋转的圆柱构成的系统，它们的边缘接触前 
后系统的总角动量守恒吗？试分析守恒或不守恒的原因。在这里轴上的约束力对角动 
最会有影响吗？ 

4-3. 如本题图，在光滑水平面上立一圆柱，在其上缠绕一根细线，线的另 —头系 
—个质点。起初将一段线拉直，横向给质点一个冲击力，使它开始绕柱旋转。在此后的时 




间里线愈绕愈短，质点的角速度怎样变化？其角动董守恒 
吗?动能守恒吗？ 

4-4 骑自行车时,脚蹬子在什么位置上，人施予它的 
力矩最大?在什么位置上力矩最小？ 

4-5. 经验告诉我们，推手推车上坡时，推不动了，扳 
车轮的上缘可省力。什么道理？ 

4-6. 为什么走钢丝的杂技演员手中要拿一根长竹竿 


冲击力 

思考 *4 -3 


来保持身体的平衡？ 

4-7. 通常我们都知道,物体愈离且上面愈重，则愈不稳定。但杂技演员用手指.额 
头或肩膀顶一个物体时，物体愈高且上面愈重.顶起来却愈容易平衡。试解释之。 

4 -8. 试用角动 搋以及 功和能的概念说明荡秋千的原理。 

4-9. 试分析下列运动是平动还是 转动： 


( 1 ) 自行车脚蹬板的 运动; 

(2) 月球绕地球运行 8 


4-10. 若滚动摩擦可以忽略.试分析自行车在加速. 减速 .匀速行进时，前后轮所 
受地面摩撩力的方向。此时摩擦力作功吗？ 

4-11. 汽车发动机的内力矩是不能改变汽车的总角动*的。那么,在起动的制动 
时，其角动量为什么能改变？ 

4-12. 为什么汽车起动时车头会稍往上抬，制动时，车头稍往下沉？ 

4-13. 试说明自行车刹车时前后轮给地面压力的变化。 

4-14 试分析拖拉机牵引农具时,前后轮对地面压力的变化。 

4 -15. 通过学习物理学,我们有了这样的概念.若忽略空气的阻力，任何物体自由 
降落时的加速度都是一样的。如本题图所示，将一块长条木板一端抵在地面上，抬起它 
的另一端.在其上放一小木块。松开手后，在降落的过程中木块会离开木板吗？你可做 
个实验试一试。 



偏下的部位发生断裂（见本题图）。试说明其理 思考题4 -16 

由。 


4-17. 用手扶着静止的自行车不让倒下，把它左边的脚蹬放在朝下的位置，如本 
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题图所示。这时用水平力向后推此脚蹬，车子向前还是向后运动？脚蹬朝哪个方向转？ 
解释你判断的依据。（你可实地验证一下你的想法。） 



思考题4 -17 


思考邂4 -18 


4-18. 四块相同的砖头以本题图中所示 
的方式金放在桌上，它们会不会翩倒？这是它 
们能够探出桌边的最大距离吗？ 

4-19. 如本®图所示，用两台相同的磅秤 
共同支撑一长方物件，它们的读败相同。若此时 
用水平的力拉物件的右上角，两磅秤的读数如 
何变化?拉中间或右下角呢？ 



4-20. 用绳子系在绕水平轴快速旋转的轮子转轴的一埔，将 
它悬挂起来，如本题图所示。轮子将怎样运动？绳子会保持铅直 
吗？ 

4-21. 汽车 在急速 转弯时，内、外两刺轮子上的负荷作怎样 
的变化？ 

4-22. 拐弯时，骑自行车和蹬三轮车的人有不同的感觉 2 譬如 
想朝左拐,骑自行车的人只需把身体的重心偏向左边，而无需有意 
识地向左转动车把。如果她或他只向左转动车把，而不向左测身， 

则车子就会产生朝右倾倒的趋势。若蹬三轮车的人想朝左拐的话， 

他必须向左转动车把，而是否向左 侧身则 无所谓。只要弯拐得不太急 ，一 般用不着担心 
朝右倾倒。试解释之。 



习 题 


4-1. 如本题图,一质量为 m 的质点自由降落，在某时刻具 
有速度此时它相对于4、 S 、 C 三参考点的距离分别为 d | 、丰、 
d 3 •求 

(1) 质点对三个点的角动 

(2) 作用在质点上的重力对三个点的力矩。 

4-2. —质量为 m 的粒子位于 ( a ;， J /) 处， 速度为 v = 

心并受到一个沿 <方向的力/求它相对于坐标原点的角 



习題4 -1 




习 题 
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动董和 作用在其上的力矩。 

4-3. 电子的质量为 9.1 xKT 11 kg , 在半径为 5.3 x 
I 0_" m 的圆周上绕氧核作匀速率运动。已知电子的角动* 

为* /2ir ( fc 为普朗克常量，等于 6.63x10— m J . s ), 求其角 
速度。 

4-4. 如本题图，圆锥摆的中央支柱是一个中空的管 
子，系摆锤的线穿过它，我们可将它逐渐拉短。设摆长为 f , 

时摆锤的线速度为,将摆长拉到 时，摆锤的速度为 
多少？圆锥的頂角有什么变化？ 习题 4 - 4 

4 -5. 如本题图，在一半径为/?、质最为 m 的水平转台 
上有一质 ft 是它一半的玩具汽车。 

起初小汽车在转台边缘，转台以角 
速度绕中心轴旋转。汽车相对转 
台沿径向向里开，当它走到 fi /2 处 
时，转台的角速度变为多少？动能 
改变多少？能童从哪里来？ 

4-6. 在上題中若转台起初 
不动，玩具汽车沿边缘开动，当其 
相对于转台的速度达到 wB . h 转台 
怎样转动？ 

4-7. 两质点的质量分别为 m , 、％(»«, >叫），拴在一根不可伸长的绳子的两端, 
以角速度 w 在光滑水平桌面上旋转。它们之中哪个对质心的角动量大?角动 ft 之比为多 

少？ 

4-8. 在上题中，若起初按住％不动，让 m , 绕着它以角速度切旋转。然后突然将 
放开，求以后此系统质心的运动.绕质心的角动置和绳中的张力。设绳长为 f . 

4-9. 两个滑冰运动员，体重都是60 kg , 他 
们以 6. 5 m / s 的速率垂直地冲向一根10 m 长细 
杆的两端,并同时抓住它，如本题图所示。若将每 
个运动员看成一个质点，细杆的质量可以忽略不 
计。 

(1) 求他们抓住细杆前后相对于其中点的角 
动量； 

(2) 他们每人都用力往自己一边收细扦，当 
他们之间距离为 5. 0 m 时，各自的速率是多少？ 

(3) 求此时细杆中的 张力； 

(4) 计算每个运动员在减少他们之间距离的 习題 4 -9 

过程中所作的功，并证明这功恰好等于他们动能 

的变化。 

4-10. 在光滑的水平桌面上，用一根长为 Z 的绳 子把一 质量为 m 的质点联结到一 
固定点 0. 起初，绳子是松弛的，质点以恒定速率％沿一直线运动。质点与0最接近的 
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距离为6,当此质点与0的距离达到 i 时,绳子就绷紧了，进人一个以0为中心的圆形轨 


道。 

(1) 求此质点的最终动能与初始动能之比。能 tt 到哪里去了？ 

(2) 当质点作匀速圆周运动以后的某个时刻,绳子突然断了，它将如何运动？绳断 
后质点对0的角动量如何变化？ 

4-11. 图中 O 为有心力场的力心，排斥力与 距离平 
方成反比 ：/=fcV (*: 为一常 量〉。 

(1) 求此力场的 势能； 

(2) 一质量为 m 的粒子以速度 w 。、 瞄准距离6从远 
处人射，求它能达到的最近距离和此时刻的速度。 

4-12. 在上埋中将排斥力换为吸引力，情况如何？ 

4-13. 如果由于月球的潮汐作用.地球的自转从现在的每24小时一圈变成每48 
小时一圈，试估计地球与月球之间的距离将增为多少？已知地球的质置为 -6 xl 0 M 
kg , 地球半径为丑 e =6400 km , 月球质量为 M fl ~7 xlO B kg , 地月距离为 I =3.8 xl 0 5 km , 
将月球视为质点„ 



4-14. 一根质量可忽略的细杆,长度为两端 
各联结一个质#为的质点，静止地放在光滑的水 
平桌面上。另一相同质 B 的质点以速度％沿45°角与 
其中一个质点作弹性碰撞，如本®图所示。求碰后扦 
的角速度。 

4-15. 质量为 M 的匀质正方形薄板,边长为 
可自由地绕一铅垂边旋转。一质置为 m 、 速度为 w 的 
小球垂直于 板面撺 在它的对边上。设碰 撺是 完全弹 
性的.问碰撞后板和小球将怎样运动？ 

4 16. 由三根长1、质*为 m 的均匀细杆组成一个三角架，求它对通过其中一个顶 
点且与架平面垂直的轴的转动惯 M , 

4-17- 六小球各重 60 g , 用长丨 cm 的六根细扦联成正六边形,若杆的质董可忽略， 
求下述情况的转动惯贵。 



0) 转轴通过中心与平面 垂直； 

(2) 转轴与对角线 重合： 

(3) 转轴通过一顶点与平面垂直。 
4-18. 如本题图，钟摆可绕0轴转动。 

设细杆长 I ，质童为 m , 圆盘半径为 ft , 质 a 
为 M 求 

(1) 对0轴的转动惯埴 

(2) 质心 （7 的位質和对它的转动惯 

廬。 

4 -19. 如本题图，在质量为 M 、 半径 


习题4 - 18 



为的匀质圆盘上挖出半径为 r 的两个圆孔，孔心在半径的中点。求剩余部分对大圆盘 
中心且与盘面垂直的轴线的转动惯量。 


习 


題 
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4-20. 一电机在达到 20 r / s 的转速时关闭电源， 

若令它仅在摩擦力矩的作用下减速，需时 240 s 才停下 
来。若加上阻滞力矩 500 N _ m , 则在 40 S 内即可停止。试 
计算该电机的转动惯量= 

4-21. —磨轮直径 0. 10 m , 质量 25 kg , 以 50 r / s 的 
转速转动。用工具以200 N 的正压力作用在轮边上，使 
它在 10 s 内停止。求工具与磨轮之间的摩擦系数。 

4-22. 飞轮 质量丨 OOOg , 直径 1.0 m , 转速100 
r / min 。 现要求在5.03内制动,求制动力尸.假定闸瓦与 
飞轮之间的摩擦系数 M =0. 50,飞轮质《全部分布在外 习題 4 -22 

缘上,尺寸如本题图所示。 

4-23. 如本题图，发电机的轮 A 由蒸汽机的轮 B 通过皮带带动 e 两轮半径仏=30 
cm , A B =75 cm . 当蒸汽机开动后，其角加速度札 =0.8 irrad / s : ，设轮与皮带之间没有滑 
动。 

(1) 经过多少秒后发电机的转速达到 》» A =600 r / min ? 

(2) 当蒸 汽机停 止工作后一分钟内发电机转速减到 300 r / min , 求其角加速度。 


习题 4-23 习 *4-24 

4-24. 如本®图.电动机通过皮带驱动一厚度均匀的轮子，该轮 质董为 10kg, 半 
径为 10cm. 设电动机上的驱动轮半径为 2cm, 能传送 5 N.ni 的转矩而不打滑。 

(1) 把大轮加速到 100r/min 霈要多长 时间？ 

(2) 若皮带与轮子之间的摩擦系数为 0.3, 轮子两旁皮带中的张力各多少？（设皮 
带与轮子的接触面为半个圆周。） 

4-25. 如本®图，在阶梯状的圆柱形滑轮上朝相反的方向绕上两根较绳.绳端各 
挂物体 m , 和％，已知潸轮 
的转动惯《为4,绳不打滑， 

求两边物体的加速度和绳中 

张力。 

4-26. 如本題图，一细 
棒两端装有质量相同的质点 
A 和圪可绕水平轴0自由 
摆动，已知参量见图。求小幅 
摆动的周期和等值摆长。 习 *4-25 习题4 -26 习题4 -27 

4-27. 如本题图，复摆周期原为 T , =0.500 s , 在0轴下 U 10. Ocm 处（联线过质 
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习 *64-39 习题 4-40 习题 4-41 

此圆柱体的边缘上，并跨过滑轮 与质量 为^的重物相连，如本题图所示。圆柱体与斜 
面的摩擦系数为 a 角满足什么条件时 . m , 和》^ 能够平衡？在什么情况下圆柱会下 
滚？ 

4-42. 本越图中示意地表明轮船上悬吊救生 
艇 的装? L 救生艇质景为 ％0 kg , 其重 ft 为两根吊 
杆分担。吊杆穿过4环，下端为半球形，放在止推 
轴承5内。求吊杆在3、 B 处所受的力。 

4-43. 两条质量为 m 、 长度为 f 的细棒，用一 
尤摩擦 的铰链连结成人字形，支撑于一光滑的平面 
上。开始时，两棒与地面的夹角为30°,问细榉滑 
倒吋，铰链碰地的速度多大。 

4-44 设思考题4 -20 中轮子的质 ffl 为 m , 绕 
质心的转动惯进为八，角速度为 a 质心到轴端系 
绳处的距离为求轮子进动的角速度 O 和绳子与 >1»4-42 

铅垂线所成的角度 0. 
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在上一章我们讨论了刚体的运动，刚体是不能形变的。用质点组的观点 
来说，就是内部质点之间没有相对运动。本章将讨论连续体的力学，连续体 
包括弹性体和流体（液体和气体），它们的共同特点是其内部质点之间可以 
有相对运动，宏观地看，连续体可以有形变或非均匀流动。处理连续体的办 
法是不再把它看成一个个离散的质点，而是取“质元”，即有质董的体积元。 
为此我们要引进“密度”的概念，密度 P 是单位体积内的质景,从而体积为 
<^ v 的质元具有质量 dm = P dV . 在连续体力学中，力不再看成是作用在一个 
个离散的质点上，而看成是作用在质元的表面上，因而需要引进作用在单位 
面积上的力，即“应力”的概念。 

§1. 固体的弹性 


1.1 应力和应变 

本章以前各节采用的是刚体模型，把固体的一切形变都忽略了,在本节 
里我们将讨论固体的弹性。在外力作用下，在弹性体内同时产生相应的形变 
(应变）和弹性恢复力（应力）。 

应力 （stress) 是物体中各部分之间相互作用的内力。讨论物体中某处 
的内力，就得设想在该处有一假想的截面 A5( 见图5 - 1), 把两边的物质1 
和2分开。面元 A5 的取向任意,设被此面元分开的两部分物质之间的作用 
力和反作用力分别为 A/ 和 -A/， 则在此截面上的应 
力定义为如下矢量： 

T = inil = i- (5. 1 ) 

在固体中一个截面上的应力一般不与此截面垂直， 

我们可以将它分解为法向分量~和切向分量 tv , 图5-丨应力 
前者称为正应力（压力或张力），后者称为剪应力。 

一般说来，应力不仅与截面 AS 的位置有关,并且随它的取向而异。在 MKS 
制中应力的单位为牛顿每平方米 （N/m 2 )， 称为“帕斯卡 （pascal)”， 简称 
“帕”，符号为 Pa* 应力的量纲为 [ T ] = ML m T - 2 . 

固体的应变有两种基本 形式： 与纯正应力相对应的 体应变 （bulk 
strain) 和纯剪应力相对应的 剪应变 （shear strain) 。 

在静止的流体中只有各向同性的正应力，一般是压力，称为••静水压 
(static hydraulic pressure)”。 在弹性体上加以静水压时，其体积 y 将发生 





变化 AV , 体应变定义为体积的相对 变化： 

£ » = ( 5 -2) a b r： *- c C' __ 

在弹性限度内正应力与体 i / 1 山 

应变成 正比： / / r .1 f > K 

ri 〜4 f , (5 . 3) L _ J d U^J 

尺称为 体弹性模量， 其倒数 /c ~ ° *y e/2 

=1/尺称为压缩系数。 " 

为了讨论剪应变石《，我 S 5-2 g &$ 

们设想从弹性体中隔离出一方块体（见图5 -2)，如果在这方块体上下底 
面加一对大小相等、方向相反的切向应力 T //, 则弹性体会发生如图5 -2 a 
所示的形变。不过仅仅有这一对切向力，它们构成的力偶矩将使块体倾 
翻.不能平衡。所以在块体左右两侧面上还得加一对力矩相反的切向应 
力，使之能够平衡。这时块体将发生如图5 -2 b 所示的形变，方块变成菱 
形。这便是剪应变。由此可以看出，剪应变也可看作是沿对角方向压缩的 
形变 t 剪应变的大小用平行截面间相对滑动位移互万 7 与它们之间垂直 
距离 b 之比来表征（见图5 -2 a ), 这比值就是乙 SAfi ' 的大小6这角度 
称为剪 变角： — if 

e ， = % = e . (5 ' 4) SED 

在弹性限度内切向应力 i > 与剪应变成 正比： . 

V = Ge p = G ^ = Gs . (5.5) 

系数 G 称为剪交模量。 〜〆 

1.2 直杆 的拉伸或压缩 . ^ 

如图5 -3 所示，在直杆两端加上与杆平行的力/拉伸 ~ 

或压缩时,杆的长度将有改变（拉伸时 A ^>0, 压缩时 W 

<0)，此种应变 e 以长度的相对增量 M / l 0 来表征。设杆的 拉伸压 变' 

截面积为5,则其两端的应力为 T =// S . 在弹性限度内应‘ 

力 t 与应变 e 成正 比： 

T = Ye = Y ^ (5.6) 

系数 F 称为杨 氏模量 。胡克 （ R . Hooke ) 于17世纪70年代末研究并发表了 
弹性杆拉伸压缩形变的规律 (5. 6)，现在除此式外，人们把所有应力、应变 


图5 -3 
拉伸压缩形变 
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成比例的规律[如 (5. 3> 和 (5. 5) 式]统称 为胡克定律。 

直杆在发生纵向形变的同时，总伴有横向形变（见图5 - 3) :纵向拉伸 
时横向收缩,纵向压缩时横向膨胀。设杆的横向线度原来为6。，改变量为 
△6,则横向应变为 

〜=竽， (5-7) 


--般说来，比纵向应变 e 在绝对值上小3 -4 倍，二者绝对值之比叫做泊 
松比，记作 ( T , 


= Ifi 


(5.8) 


它是一个小于1/2的无 a 纲 M 。 


表5 - 1固体的弹性模置和泊松比 


材料 

A /10 '°Pa 

G / IO ,0 Pa 

F /10 ' o Pa 

(T 

铝 

7.8 

2.5 

6.8 

0. 355 

费匍 

13.9 

3.8 

10.5 

0.374 

镝 

16. 1 

4.6 

12.6 

0.37 

金 

16.9 

2. 85 

8. 1 

0. 42 

电解铁 

16.7 

8.2 

21 

0. 29 

铅 

3.6 

0.54 

1.51 

0. 43 


3.6 

1.62 

4.23 

0. 306 

钴 

14_2 

6.4 

16.8 

0.303 

银 

10.4 

2.7 

7.5 

0. 38 

不锈钢 

16.4 

7.57 

19.7 

0. 30 

熔凝石英 

3.7 

3.12 

7.3 

0.17 

聚笨乙烯 

0.41 

0. 133 

0. 36 

0.353 


单向的拉伸或压缩形变中除了体形变外，还包含着剪切形变 。如阁 5 - 3所 
示，在杆内取一个各边与轴线成 4 5°的正方形，当杆被拉伸时，它被拉成菱 
形，即发生了剪切形变。所以，我们已经引人的三个弹性模童和泊松 
比之间是有联系的。根据弹性理论可以证明，在这四个参量中只有两个是 
独立的，其中 K 和《■可用 A ： 和 G 表示 出来： 


I 

- y _ 9CX 
一 3K + G ， 

(5.9) 


3AT-2G 

(5. 10) 

1 

. _ 2(3K + G)' 

当然也可以反过来，用 F 和 o •来表示凡和 G: 



[ A " 3(1 -2a)' 

(5. 11) 


\ G= 2{\，aY 

(5. 12) 


由于所有弹性模量都只能是正的，故洎松比 (7 •不可能大于 1 / 2 . 
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因为应变〃是无量纲量，以上各弹性模量的量纲都与应力相同，单位皆 
为 Pa = N / m 2 . 此外，从 (5.9) 到 (5.12) 各式还可以看出，弹性模量 K 、 G、F 
具有相同的数量级。表5 - 1给出一些材料的弹性模鼋和泊松比的数值，一 
个引人注目的现象是，尽管各种材料的软硬可以差别很大，它们的弹性模量 
却差不多同为 Hy ° Pa (约10 5 大气压）的数量级。个中的奥秘需要用量子理 
论来解释,这里不便多谈了。# 

1.3 梁的弯曲 

先考虑矩形截面的梁，设其高为/»,宽为6,两端的支撑力以、％与全 
部载荷（包括自重平衡，梁本身则发生弯曲形变（见图5 -4 a )。 为简单 
计，设载荷集中在中点，于是 A /, = N 2 = 

P /2. 用一个假想的面 0'0 "把梁从中间 
分开,成为对称的左右两段。由图吋以看 
出，两段各受到一个方向彼此相反的力 
偶矩 P //4 ( Z 为梁氏），此力偶矩由什么 
来平衡？ M 答这个问题要分析弯曲形变 
的特点和横截面0'0” 上的应力分布。 

为了分析形变的特点，设想将梁分 
成上下许多层。肖梁向下巧曲时,上层受 
到压缩,下层受到拉伸，中间有个无应力 
的中性层。在 O ' O " h 的内应力分布将 
如图5 -4 b 所示，上挤下拉，形成一个力 
偶矩与外 力矩朽 /4平衡 。现 在我们 
来计算这个内力矩 Ma 。 

如图5 -4 a 所示，设弯曲的梁的曲 
率半径为丑，曲率中心在 C 点，梁对 （： 

所张的圆心角为在截面 O ' O " 上 
取 z 轴沿高度方向，以中性层处0为原 
点，坐标为《处一层的长度为扒即 Ai =-^/ i 2, 
应变为 e = Af / f = - z / R , 按照胡克定律，应力 t = - Yz / Ji (负应力代表压力, 
正应力代表张力）。高度为也的一层横栽面积为 dS = 6 d 2 r , 作用在其上的 
总、力为 df = T dS = - Ybzds / R , 对0点的力矩为 - Ybz 2 dz / R , 

故总力偶矩为 

〜 丄 ⑽:-¥ Li _2 訾 P 2 如= _ W， (5 . 13) 


• 可参看赵 凯华. 定性与半定量物理学.北 京： 髙等教育出版社， 1992. 153 


C 


/\ a 曲率半径 




图 5 -4 梁的弯曲 
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负号代表左边半段所受的力偶矩是逆时针方向的。在平衡时 = = 

W /4, 此时梁的曲率为 ， 

外力偶矩是载荷造成的。上式表明，在一定的载荷下梁的弯曲程度（曲率） 
与宽度的一次方和高度的三次方成反比。由此可见，为了提高梁的抗弯能 
力，增加其高度比增加其宽度有效得多。此外，梁的中性层部分对抗弯的总 
力偶矩贡献不大，取去或减少这部分的材料，对梁的抗弯能力不会有显 
著影响。工程上广泛采用工字钢、空心钢管等构件，既能保证安全可靠，又能 
减轻重量、节约材料。 

说到钢管，人们在实际中还经常使用圆形截面的梁。对于圆截面，我们 
原则上可用类似的办法通过积分来运算其内力偶矩，不过积分要复杂一点。 
从童纲上来看，圆柱形横梁的表达式应和 (5. 13) 差不多，其中的&和 /i 
都应换成圆柱的直径 d , 前边的无量纲系数1/12 =0. 083与几何形状有关， 
会有所不同。于是我们可以预料，对于圆柱型横梁有 
„ .. Yd 4 


式中 d 是梁的直径。定世的计算表明，上式中的数值系数应为 u /64 = 
0.049,即 

( 5 」 5 ) 

对于一定粗细的实心圆柱体，竖起来的时候其高度 f 有个临界值~,超 
过它，在自重力的作用下直立的姿态不再是稳定的，它开始弯折。为了定性 
地估算这个~,我们考虑弹性势能和重力势能的变化。我们仍用柱长 f 对曲 
率中心所张的角度0来描述形变，按 (5. 15) 式 


令， 


从而弹性势能的增量为 


= r^ de= 


弯折时柱的重心下降量为（见图5 -5) 

柱体的重量为职 = i 7 d 2 ~ 〆 4 , 故重力势能的改变为 
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式中负号表示&«减少。当 | A £ pa 丨多时，直立柱体失稳，故~ 
| A ^ pa | = ^ P# 决定。从 （5. 16) 和 （5. 17) 

式 

■uY<t ^ Trd% 2 pg ^ 

128 Z C r _ 192 丨 

即 

此式表明，一圆柱体在自重力作用下能抗 ®5-5 

弯折的临界髙度并没有它的直径 d 增长得快。例如，当直径加倍时,其临界 
高度只增大 2 V 3 =1.59 倍。 



把 （5.18) 式运用到树木的高度与 
粗细关系的问题上，是饶有兴味的 c 当 
然，树不是光杆，其上还有 树冠； 此外， 
决定树高的因索也未必就是它的抗弯能 
力。图5-6给出一些北美洲树木的<-«£关 
系的数据。上面那条实线代表抗弯折临界 
离度，纵横坐标都是按对数标度的，此直 
线的斜率等于 2/3. 虚线的方程也具有 f = 
Cd^ 的形式，为拟合那些实际的分散数 



据点,这里取 C =34.9. 看来没有数据点出 


d/m 


现在那条代表理论极限的实线之上，且拟 
合曲线的斜率也接近 2/3. 以上结果加强 


图 5 -6 — 些树木长粗比的数据 


了我们这样的信念，即抗弯折强度是决定树木离粗比的关键因素。 


1.4 柱的扭转 


如图5 - 7 所示，长度为 Z 的圆柱体两端受到一对大小相等、方向相反 
的力偶矩±财外时，将发牛扭转形变 0 圆柱体两端面相对转过的角度史叫 
做扭转角。 设圆柱体的半径为丑，则其表面上各点转过的弧长为丑史，表面 
上的每根母线都倾斜一个角度，柱面上的“正方形”面元变成了“菱形”。 
所以，扭转形变本质上是剪切形变，不过距柱轴不同距离的地方剪变角是 
不同的。我们设想把圆柱体分割为半径不同的薄层，半径为 r 的薄层上剪 
变角为 e ( r ) = rV < (见图5-7)，圆柱表面的剪变角为考虑 
半径从 r 到 r + dr 的薄层，其横截面积 dS =2 Trrdr . 在横截面上的应力是切 
向的，设为 r //( r )， 按胡克定律有 T // ( r ) = G e ( r ) = G 7 v / i ， 作用在这薄层 
横截面上的力为 d / sr ^ r ) dS ^ l - nGipr ^ dr / l , 此力对柱轴的力偶矩为 
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dM = r <\ f =2- nG<p r ^ dr / l . 在整个横截面上总的力 
偶矩为 

M = j dM = — f 8 r^dr 

=^<P = Df P ' (5. 19) 
上式表明，力矩与扭转角成正比，比例系数 

D = (5.20) 

称为圆柱体的扭 转常量 。机械中的传动轴、旋进的 
螺丝钉都斋要有一定的抗扭能力。上式表明，圆柱 
体的扭转常發与半径的四次方成正比，与长度的 
一次方成反比。由此可见，为了提高圆柱体的抗扭 
能力，加大半径比减小长度有效得多。在物理实验 
中往往需要相反的悄况，为了增加仪器的灵敏度 
(例如第二章 4. 3节中描写的厄缶实验，第七章 2. 
3节屮描写的卡文迪许实验，以及实验室中常用的 
灵敏电流计等），希望悬丝的扭转系数愈小愈好。 
这时就把悬丝做得很细，并有一定的长度。 

用悬丝抟着一个刚体.使它在悬丝的弹性恢 



复力矩的作用下绕铅垂轴线来回扭动（见图5 -8)。这种装置叫做扭摆。设 
扭摆的角位移为 p ,弹性势能的增加等于抵抗弹性力矩 « 

所作的功。 （5. 19) 式屮的 A / 就是抵抗弹性力矩的外力 
矩,故以平衡位置 p = 0为参考点的弹性势能为 

U (< p ) = j ^ A/dtp =£> jjipd(p = —Dip 2 . (5.21) 


利用 (4. 45) 式我们还可求出扭摆的周期公式来。由上式 
知 V = [ d 2 C /(« p ) /如 2 ] , = 。= Z ? ,代人 (4. 45 ) 式得 


T 



(5.22) 


式中/为转动惯1。扭摆的周期提供了一种测量刚体转 



图5 -8 扭摆 


动惯量的方法 。I 


1.5 相似性原理 


尺度大小的变换叫做“标度变换”，通常遇到的物理系统是不具有标度变换下的不 
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变性的，即几何上相似的物体并不见得在物理性质上也相似。然而在工程技术中作模型 
试验时，不能把模型做得总与实 物一样 大小。怎样保证缩小了的模型与实物在物理上保 
持相似性?我们知道,无量纲的方程是没有尺度问题的,把物理方程无量纲化以后,就可 
以适用于一切尺度。所以，在物理上相似的条件是有关的无量纲组合量具有相同的数 
值。 

现在我们来考虑工程上弹性结构（如桥梁桁架）的模拟问题。如前所述，各向同性 


迷筑材料的的弹性性能由两个参量来表征。在这里我们选杨氏模 fti •和泊松比 a ■，前 
者的册纲为 ML ^ r 2 , 后者无董纲 5 如果此机构是在重力下达到平衡的，则单位体积的 
重 Ipg 将是一个重要的参 fie 加上特征长度 i 和负载力 P , 共五个参量。除原有的一个 


无最纲世0■外，稍加分析我们即可发现，在剩 F 的四个 ft 中只有两个的撒纲彼此独立, 


我们还可以找到另外两个无 fi 纲贵 

n ' = ir p - 9 - n ^Lj-g- 

若模型采用与实物相同的材料来制做, 





图 5 -9 模型试验用的离心机 


则 L cr 、 P 不变， * 力加速度 g 通常也是 
不变的。令 P 按正比于的比例缩小， 

可保证/7,不变,但怎样才能在 i 缩小时保证/7 2 不变?从上式看来好像没什么办法了。 
实际上出路尚有一条，加大扪把模型装在离心机上甩，用惯性离心力来模拟重力，以增 
大有效的 i 7. 实际中正是这样做的（参见图5-9)。 
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2.1 静止流体内部的应力 

“流体”是液体和气体的统称，它们最鲜明的特征是可以流动。流动性 
赋予了流体生命气息。无论涓涓细流,还是洋洋江河，都使人感到富有生气， 
相形之下，固体就显得呆滞了。然而，什么是“流动性”？水可以流动，油也可 
以流动，后者的流动性不如 前者; 蜂蜜虽然也可以流动，但其流动性就更差 
了。这是个“黏滞性”问题，即在液块上加了剪切力时，各层液体之间是否容 
易产生相对滑移。要长时间地保持不滑移，就 X 要有剪应力。黏稠到能长时 
间地维持这样一个剪应力的物质，如冷冻的沥青，就说不上是液体了。所以， 
流体区别于固体的一个主要性质是，它在静态中不可能维持剪应力 （ 也可 
以说，这就是它的流动性）。 

我们在上节中定义了“应力”的概念[见 (5. 1) 式]，这定义不仅适用于 
固体,也适用于流体，只不过在静止的流体中恒等于0罢了。剩下的正应 
力了 1 在流体中经常是压力 （ pressure 〉 ，故用 p 表示，称为压强。只在某些特 
殊的情况下（如挂在水龙头下长长的水柱在行将断开处），正应力表现为张 
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力。这时我们说它具有“负压”。 

作为只有正应力的一个重要推论，是流体中的压 
强 p 与面元 A 5( 见图5 -1) 的取向无关,它是各向同性 
的。为了证明这一点，如图5 -10 所示，在流体中取直角 

三角柱体元，其体积为 ^ = 为垂直纸面 

方向的厚度），质量为 ( p 为流体密度〉，所受 
重力为 Amj/, 方向沿 -y 轴。令斜面的长度为 As, 单位 
法向矢量为《，它与^轴的夹角为作用在面元 Al / Ai 、 E 5 -10 流体内 
Aa;Ai、AsAf 上的压强分 别为? 则根据牛顿 压强各向同性 
第二定律，有 

p x Aj/Ai - p n \sAl cosd = Ama x , 

P y AxAl-p n AsAl sind-Amg = ^ma y . 

由于厶 5cos0 = A 女， Assin0 = Aa;, 



p x - p n = Iim 


Ama x 

AyM 



Py ~Pn 


lim 


Am(g + o y ) 




lim 


ypCfl 1 + a y ) Ay = 0, 


即 

Px =Py = Pn- 

上面的 lim 代表取所有线元 Ax 、 Ay 、 A ! — 0 的极限。 
同理可证 

Pz = Px> Pz = Py 
于是我们得到压强各向同性的 结论： 


Px = Py = P 2 - P- 

无论对于静止或流动的流体，这结论都成立。 

2.2 静止流体中压强的分布 
(1) 等高的地方压强相等 

如图5 - 11 a 所示，设 A 、 S 两点等高，作以 A 5 联线为轴、底面积为 AS 
的小柱体，该柱体水平方向的平衡条件为 

Pa^S ~ p b AS = 0, 

即 Pa = Pb- (5.23) 

因这里的4、 S 是任意选取的，故我们证明了，静止流体中所有等高的地方 
压强都相等。 




(2) 高度相差办的两点间压强差为 Pff 办 

如图5 -lib 所示，设 5、 C 两点在 7 1 ( 

同一铅垂线上，作以联线为轴、底 h —— 4 . p s a 1 

面积为 A 5 的小柱体，该柱体铅垂方向 as 

的平衡条件为 ！ p J ft 

p c AS - p B AS = pghAS, ^ A5 c 

即 _ _J _=__ 

Pc ~ Pb = P 9 ^- (5.24) a b 

由于 (5. 23) 式，此式对于不在同一铅 ffl5 -11 静止洗体内两点 f *] 的压强差 
垂线上的两点（例如4 、 C ) 也成立。 

例题1 1643年意大利的托里拆利 （ Torricelli 〉 用他发明的水银气压计测量了大 

气压。先将一纗封闭的长破璃管充满水银，然后倒放于蠱水银的槽 I ] 

中，管内水银面下 降到一 定程度即停止，留下的空间除水银蒸汽外 P, 

没有其它气体。在常溫下水银蒸汽压可忽略， t 得水银柱高 76 cm ， 

求大气压。 

解 ：如田 5 -12 所示 ，在管内与槽内水银面等高的点2处压强 

Pi =大气压 P 。. P > p 0 

而 

Pi - Pi = P 9 ^< 

因 p ,= 水银熏汽压 -0 .故大气压 

Po - ffl 5»12 例 

= 1.36 xl 0 4 kg / m J x 9.81 nv , s J x 0.76 m = 1.014 xl 0 5 Pa . | ——托里拆利实验 

大气的压强随高度和天气而变，在科技中标准大气 
压 ( atm ) 定义为 101325 Pa , 这相当于水银柱的高度取 760 mm ， 水银密度取 
0° C 时的值 p = 13595. 1 kg / m 3 ，重力加速度取 0 =9. 80665 m / s 2 . 每毫米水 
银柱髙的压强称为托 ( Torr ): 

1Torr = 1 w^ Pa 


// 


例題 2 水坝长 1.0 km , 水深 5.0 m , 坡度角 ^ ^ '1 P I 

为 60°, 求水对坝身的总压力。 i————W * 

解： 如图5- 13 所示，以水的底 部为* 坐标的 B5 _ 13 _ 2 —水賴压力 
原点轴铅直向上。在高度2处的压强为 p(aO = 

p 0 + pg (, H - z ), 式中 p 。 为大气压强， if 为水深，作用在水坝坡面上的总压力为 
/ = [Po + pg ( H - z ) ] L 6 z / Sine = ( p 0 H +^- pgH 2 

式中 Z •为钡 长， 0 为墳的坡度角。把 p ^ l . OBxH ^ Pa . pdOSjcg / m ' Z ^ l . Okm ,/^ 
5.0 m , 0=60°等数据代入,可算得 
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/ = 7. 3 x 10® N. | 

2.3 帕斯卡原理 

帕斯卡原理是17世纪法国帕斯卡 （ Pascal ) 提出的，通常表述如 下：作 
用在密闭容器中流体上的压强等值地传到洸体各处和器壁上去。 

帕斯卡原理的论证是很容易的。因为我们已证明，静止流体内两点之间 
的压强差,仅由流体密度和两点之间的高度差所决定。当流 
体中某处(譬如活塞附近）压强增大了一个量 Ap , 必然导 
致流体中每点都增大同一个量 Ap , 才能保持任意两点间的 
压强差不变。 

液压机等设备在工作时，活塞加于液体的压强是很大 
的，相比之下，因高度不同引起的压强差可以忽略。帕 
斯卡原理表现为密闭容器内流体各点的压强和作用于器壁 ® 5 _ 14 

的压强相等，各种油压或水压机械都是根据这个道理制成 
的。油压机或水压机的基本原理如图5 - 14所示，根据帕斯卡原理,大活塞 
和小活塞下面的压强均为 P , 若小活塞横截面积为 S , ,大活塞横截面积为 
，虽然小活塞对流体的作用仅有 pS , ,而流体对大活塞的作用力却能达到 
PS 2 , 与 S ' 之比愈大，大活塞受力与小活塞受力之比也愈大。液压机在起 
重、锻压等多方面的应用，恐怕已为许多读者所熟知，我们就不在此赘述了。 
2.4 阿基米德原理 

阿基米德原理是公元前3世纪由希腊的阿基米德 
( Archimedes ) 提出的，其内容如下 :物体 在流体中所受 
的浮力等于该物体排开同体积流体的重量 。这个原理也 
可以从流体静力学的基本原理导出。物体的一部分或全 
部 浸没于流体中，其表面必将与流体接触.从而受到流 
体的压力。物体表面各面元所受流体压力的合力，构成 ® 5 -' 5 

物体所受的浮力 。如图 5 -15 所示，考虑物体浮在液体表 阿基米德原理 
面上的情况。为简单计，假设液体上面没有大气。物体浸在液体中的部分表 
面面元 d 5 受到的力 等于吖 = p ^ dS , p 为流体的密度， ft 为面元 dS 距液面 
的深度。要计算浮力，只需计算液体对物体表面压力的铅直分量，即吖 
COS 0， 故浮力为 

/ 浮 = 上 , (ifcose = pg b hcosffdS = pg hdS' = Pff dV, 

在上式中 dS •= cosdcLS 是面元 d 5 在水平面上的投影,故对浸在液体中的表 
面 S ' 上的积分化为对被排开液体体积 V ’的积分。上式右端正好是被排开液 
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体的重量，即在如图5 - 15所示的情况下阿基米德原理得证。至于在液面上 
有大气，或物体全部浸没在液体中的情况下，如何论证阿基米德原理.请读 
者自己考虑。 

浮力是作用在被物体所排开的同体积的液块 
的质心（重心）上的，这个点称为浮体的浮心 （ cen ¬ 
ter of buoyancy )。 只有浮心高于浮体的质心 
(重心） C 时（见图5 -16), 浮体的姿态才是稳定 
的。在船舶上,把发动机和货物放在底舱以满足稳 
定条件。在帆船上，除此之外，还要设法抵消作用在 
帆上的力矩，如在船底装上很重的龙骨。在江河湖 
泊上航行的船只不宜吃水太深，常用宽阔平坦的船 
底。宽阔的船体也有良好的稳定性，因为当这种船 
发生倾斜时,浮心就会朝向 t 倾斜的一侧移动,使浮力与重力组成的力矩能 
够恢复船体的平衡。 

2.5 表面张力 



上面我们仅仅讨论了流体内部的应力，在两种不相溶液体或液体与气 
体之间会形成分界面，界面上存在着一种额外的应力一表面张力 
(surface tension )。 表面张力使液体表面有如张紧的弹性 
薄膜，有收缩的趋势，使液滴总是呈球状。在 1. 丨节讨论体 
应力时，我们曾在物体内部引进一个假想的截面 AS . 对于 
面应力，我们需要在液体表面上引进一条假想的线元把 
液面分割为两部分 （ 见图 5 - 17) ,表面张力就是这两部分 
液面相互之间的拉力。和体应力一样,这也是一对作用力和 
反作用力。拉力 AT 的大小正比于的 长度： 

A /" = yM , (5.25) ^ 

比例系数 y 叫做 表面张力系数 ，它标志着通 过单位 
长度分界线两边液面之间的相互作用力。 ，_ 

图5 -18 给出一种测量表面张力系数的简单 
装置。用金属丝弯成框子，它的下边是可以滑动的。 

在框内形成液膜后，将它竖起来，下坠一定的砝 
码，使其重量与液面的表面张力平衡。设砝码的重 图 5 -18 

量为灰，金属框下边长为则 W = 这里出现因 测量液 膜的表面张力 
子2,是因为液膜有两个表面。 
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设想在上述装置里，我们用一个与液膜表面张力大小相等的外力 F 拉 
金属框的下边，使之移动距离则此力作的功为 
AA = F^x = 2yl^x = y A5, 

式中 AS=2f Aar 为此过程中增加的液面面积。这是外力 F 抵抗表面张力所作 
的功，转化为液膜的所谓“表面 能”： 

所以表面张力系数 y 也可看作是单 位面积液面上的表面能❶。 由于存在表 
面张力，当液面弯曲时会造成液面两边的压强差。请看下例。 

表5 -2 液体的表面张力 
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例《3 计算球形液滴内外的压强差。 

解 :如图 5 - 19所示，通过球心取任一轴线，并作垂直于 
此轴线的假想大圓把液滴分成两半，它们之间通过表®张力 
产生的相互拉力为 2 irfiy , 这里 A 是球的半径。此拉力应为液 
滴内、外的压强差所平衡。内压力作用在半球的大圓面上，* 
偟等于 pptf . 外压力垂直作用在半球面上，其沿轴的分量相 
当于 P * 均匀作用在投彩面枳 irtf 上。故半球的平衡条件为 
( Pf , ii 2 = 2-rr/ly, 

即 Ap =( p „ - p ^) = (5.26) 

液滴愈小，内外压强差 愈大 。 I 

有一个很直观的实验可以演示上述结论。用肥 
皂泡代替液滴， （5.26) 式中的因子2要换为4,因为 
肥皂泡有两个表面。但内外压强差 Ap 反比于半径 i 2 
的结论不变。如图5 -20 所示,在一玻璃管的两端吹 
两个半径不等的肥皂泡 A 和 B . 两泡的外边都是大 
气压，由于小泡内外压强差较大,即小泡内压强较大 





图5 - 19例题3—— 
液滴内外的压强差 



图5 - 20 * 皂泡 
内外压强差的演示 


O 严格说来，表面能是在等温条件下能够转变为机械能的那部分表面内能，在热 
力学中称为 表面自由能。 
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泡内大，结果小泡不断收缩，大泡不断扩张。 


2.6 毛细现象 

除液滴外，另一造成液面弯曲的常见 
原因是液面与固体壁的接触=液体与固体 
接触时，在接触处液面与固体表面切线之 
间成一定的角度，称为接触角。接触角沒的 
大小只与固体和液体的性质有关。取固体 
表面的切线指向液体内部（见图5 -21), 
若0为锐角，我们说液体润溪固体（图5 - 



a 囊 S 情形 b 不 US 情形 

图 5 -21 接触角 


21 a ) :若 0 为钝角，我们说液体不润湿固体（图5 -21 b )。 0=0 为完全润湿情 
况； 0 = 为完全不润溫情况。水几乎能完全润湿干净的玻璃表面，但不能润 
湿 石腊; 水银不能润湿玻璃，但能润湿干净的铜、铁等。 

将很细的玻璃管插人水中时，管中的液面会升髙;但把玻璃管插人水 
银，管中的液面却下降。这种润湿管壁的液体在细管中升高，不润湿管壁的 
液体在细管中下降的现象，叫做毛 细现象 （ capillarity )。 

毛细现象由表面张力和接触角所决定。 

如图 5 -22 所示，令大气压为 P 。, 毛细管的半径为 r , 

水的密度和表面张力系数分别为 P 和 y , 接触角为 I 则 
液面的曲率半径为丑 = r/cos0. 按 (5.26) 式 4 点的压强 
p A =p 0 -2y/R, 而按流体静力学原理 S 点的压强为 
+p gh=p c :p 0 . 由此可得毛细管内水柱的高度为 

h= 2 1 ^R = 2 1 cose (5.27) 

PS pgr 

植物从根部吸收了土壤中的养分,通过什么机制输送到顶部？ 



图5 - 22 
毛细现象 


一种看法是毛细作用。我们不妨利用上式估算一下。取树干中毛细管径的数量级为 


10" 3 cm , fl =0. 此外,对于水 7 =73 dyn / cm , p = lg / cm 3 , 根 
据 (5.27) 式算来 ， fc = i 50 cm = L 5 m _ 可见，只靠毛细作用 
远不足以解决大树向树冠供水的问题。另一个可能的作用机 
制是溶液浓度差造成的渗透现象。据估算，渗透现象能把树 
汁输送到几米高，对于不太高的树可以解决问® 了，但是参 
天的大树（如冷杉）高达 60 m 以上,渗透作用也无能为力。长 
期以来，这一直是个谜。水的内聚力所引起的“负压”似乎能 
解开它的谜底。 

什么是“负压” ？设想我们用图5 - 23中所示的装置测量 



水的内聚力。当活塞上提时，水略微有点膨胀,但在内聚力的 85-23 负压强 
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作用下，水柱不会立即断开（图 5 - 23 a ) ，这时它施加在活塞上一个向下的拉力，而不是 
向上的压力。我们说，这时水的压强是负的 c 当活塞提升到一定限度时，水柱断裂，与活 
塞分离（图 5 - 23 b ) 。实验上测得，水中负压的极限可达 300 atm 。 这比水的结合能还小 
两个数童级，但已足以把汁液送上参天大树的顶端而绰绰有余。然而，树干中水的负压 
是怎样形成的呢?树干的木质部内有许多半径为 2. 5 x ( 10_ 5 ~ 10 * 4 )m 的密封细管，其中 
充满了水。当水从叶面蒸发时,水柱就徐徐向上移动以保持不断裂，于是在管道中形成 
负压。树干底部的压强仍是大气压强，不断地把树汁压送到顶端。对于高 60 m 的大树，仅 
痛 4. 8 atm , 这是水的内聚力完全能够负担得起的。 

§3. 流体的流动 


3. 1理想流体的概念 

讨论流体静力学问题时已遇到压强 P 和密度 P 两个变量，它们的变化 
并不是相互独立的。当流体流动时，乂多 r 流 速等一 些变量。一般说来， p 的 
变化不由 P 唯一地确定，这里还涉及到温度 r . 描述安随口、 r 变化的方程 
式,叫做“物态方程 （equation of state )" 。严格说来，解决流体力学问题需 
要知道物态方程。从理论上建立物态方程，需要先选定理论模型，然后通过 
统计物理学的原理来推导。任何理论模型都只是实际问题的近似描述，在实 
际问题中需要相当精确的物态方程时，往往通过实验方法来确定。可见，流 
体力学问题是相当复杂的 u 然而，并不是在所有的场合都需要把全部复杂性 
通通考虑进去，我们可以针对不同的情况作适当的简化。 

第一个简化是假设流体的密度厂=常虽:，即认为流体不可压缩。但是我 
们还得认为,压强是可以在时空中变化的。更确切地说应该是，我们假设了 
压强的变化如此微小和缓慢，相应的密度变化完全可以忽略。如果不满足这 
样的条件,我们就得处理与密度变化相联系的一些现象,如声波、冲击波。大 
家都知道，液体比气体难压缩得多，但并非液体总能看作是不可压缩的，而 
气体总不能看作是不可压缩的。空气中的声速为300多米每秒，水中的声速 
达1500米每秒。可以论证，把流体密度 p 看作常鼉的条件是相 对的即 流体 
的流速远小于该介质中的声速。在不可压缩的假设下，流体的密度是常贵， 
物态方程成为不必要，使问题大大简化。 

第二个简化是假设流体是如此之 “稀” •黏滞性完全可以不考虑。尽管 
有的流体的黏滞性确实非常小，然而把黏滞性完全忽略掉的假设却是非同 
小可的。冯.诺埃曼 （John von Neumann ) 就意识到，忽略黏滞性与否，有 
着重大的差别。他知道，20世纪之前,人们研究流体力学的主要兴趣和精力 
集中在无黏滞假设下一个又一个优美的数学解上。他认为，这类研究丢掉了 




流体的一个基本性质，是与实际流体不相干的。他把这些理论家描绘成研究 
“乾水 （dry water )” 的人。的确，对在完全没有黏滞性的前提下所得到的结 
论，使用起来要特别小心。 

概括以上两条，人们把 完全不可压缩的无黏滞流体 叫做理 想流体 
(ideal fluid ) 。在本节和下节里,我们基本上只讨论理想流体，即被冯.诺埃 
曼谑之为“乾水”的物质，把“湿水”留到§5和§6去研究。与流体压缩性 
有关的现象，则是第六聿§5的中心议题。 

3.2 流线和流管 

研究流体运动的方法 有二： 

( 1 ) 拉格朗日法 将流体分成许多无穷小的微元，求出它们各自的运 
动轨迹（称做迹线 ， path line )。 这实际上是沿用质点组动力学的方法来讨 
论流体的运动。 

(2) 欧勒法 把注意力集中到各空间点，观察流 
体微元经过每个空间点的流速寻求它的空间分布 
和随时间的演化规律。 

实际上流体微元是很难区分的，追踪每个流体微图 5 - 24 流线 
元的轨迹也没有多大的意义。描述流体运动的欧勒法 
比拉格朗卩〗法更为有效，在流体力学中得到更广 
泛的应用。下面我们#重介绍欧勒法。 

在有流体的空间里每点 （A !/,幻上有一个 
流速矢 2), 它们构成一个 流速场 。为了 
直观地描述流体的运动状况，在流速场中賊出许 图 5 _ 25 流管 

多曲线，其上每一点的切线方向和流速场在该点 
的速度方向一致，如图5 -2 4 所示。这种曲线称为流线 （ streamline ) 。因为 
流速场中每点都有确定的流速方向，流线是不会相交的。 

如图 5 -25 所示，在流体内作一微小的闭合曲线,通过其上各点的流线 
所围成的细管，叫 做流管 （tube of flow )。 由于流线不会相交,流管内、外的 
流体都不会穿越管壁。 

3.3 定常流动和不定常流动 

一般说来，流速场的空间分布是随时间而变化的，即 

v = v ( x , y , z , t ). (5.28) 

在特殊情况下流速场的空间分布不随时间改变，即 
p = v { x , y , z ). 


(5.29) 
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后一情况称为流体的定常流动 （steady 
flow ) ,前一情况称为流体的不定常流动 
(unsteady flow ) 。 

应当注意,流线只在画流线图的特定时 
刻与处于空间各点的流体微元的迹线重合。 
在不定常流动中流线不是迹线，图5 - 26给 
出一个圆柱体以匀速穿过理想流体时 XX . 
面上各点的迹线图，图5 -2"7 a 是相应的流线 
图。可以看出.迹线要比流线复杂得多。图5 



图5 -26 圆柱后的迹线 



图 5 -27 囿柱周 圖 的*残 

- 27 b 是在柱体不动的参考系中的流线图，这是定常流情况，迹线与流线相 

符。 


3. 4流置 


在流速场中取任一假想的面元 d 5, 通过它的边界作一长度为 v 山的流 
管（见图5 -28) ，管内流体的体积和质量分别为 
dV = wcos 设 dSd 《和 dw = prcos « d 5 {R 这也是 
在时间间隔出内通过面元 dS 的流体体积和质 
置。 单位时间内通过面元 dS 的流体体积（或质 
鼂），称 为体积 （或 质量） 流量，记作 d (? v ( 或 
dQ m ). 按此定义，则有 = ucos 0 dS , 

dQ m = dm/dt =pvcosddS. 

为了把流量的表达式写得更简洁，我们引进面元矢量的 概念： 在面元 
的法线方向取一单位矢量„，面元矢量定义为 dSsdSn , 即 dS 的大小 



图5 -28 流量 
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等于 d 5, 方向沿法向 /». 这样一来，流量可以写为 dQewdS ， dQ m =pv 
cLS . 通过有限曲面 S 的流量为 

体积流量 Q v = f dQ v = jvdS, (5.30) 

(S) (S) 

质量流量 = / dQ m = j pv dS. (5.31) 

(S) <S) 

3.5 连续性原理 


在定常 的流速场中取任意一段流管 （ 见图 5 - 29) ， 设其两端的垂直截 
面积分别为 d 5, 和 dS 2 . 在定常流动中流管是静止不动的，且流体内各点的 
密度 P 也不应随时间而改变，故这段流管内的流体质量为常量，因而从一端 
流进的流体质量流量 dQ nl 与从另一端流出流体质量流童 dQ ^ 总是相等 
的，即 p . v . dS , = p 2 v 2 dS i . (5.32) 

或者说，沿任意流管 

pvdS = 常童. (5. 32') 

如果我们进一步假设流体是 不可压 缩的，则它的 
密度不变,我们有 p , = p 2 ，从而 

v . cLS , = v 2 dS r (5.33) 

或者说，沿任意流管 EB 5-29 连续性原理 

vd 5 = 常量. （5.33，） 

以上各方程称为流体 的连续性原理 （principle of continuity ) ，在物理实质 
上它体现了流体在流动中质最守恒。 

3.6 流体的反作用 



考虑_段流管(这可能是一段由实物构成管壁的流管），在时间 间隔出 
内从其 1 端流人的流体质量为 Qm, dt=p,V l S l dt, 这质量的流体带进流管中 
的动量为 dP,=(?„,c,dt. 同理，在时间间隔 dt 内流体从流管 2 端带出的动量 
为 dP 2 =^ p 2 dt. 对于定常流动= 这段流管内流体受到管壁 
给它的力 F 应等于它在单位时间内动童的改变，即 


F = 


^ -dP, 

dt 


= Qm(P 2 - P, )• 


流体给管壁的反作用力为 


F， = ~F = Q m ( Vl -o 2 ). (5.34) 

例題 4 火箭发射时，气体相对于火箭以速度 u 从尾部喷出，求气体对火箭的 

推力。 
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解：因 燃烧室的线度比喷口大得多，可以近似地认为气 
体在喷出前的速度 p ,=0, 剛出喷口时的速度为= 11 ,故 
气体绐火箭的反怍用力，即火箭所受的推力为 

F tt = Q„(v l -v 2 ) =Q m (0-u) =-Q„u. I 

例题 5 求裁面 S 均匀的 90° f 管处流体绐管壁的正 
压力。设流体不可压缩。 

解： 由于管递截®均勾.流速恒定，设为 w , 则流量为 
<3-=/> wS , 流体给管壁的反作用力的大小为 
•F’ = prS] I；, - Pj | * j2pv 2 S, 

方向沿45°浅向外（见图5 -30)。 | 





图5 - 30例题5 
——流体的反作用 


3_ 7 理想流体 环量守 恒定律 


通黹人们把流体的流动分成有旋流和无旋流两个类型，它们无沦在形象上和数学 
处理 t 都夼很大区別 。锒食 观的有旋流是涡旋,但也+进所有的有旋流都表现为涡旋。 
在数学上刻_有旋流的捃足环 f ( circulation ) 。设想在流体中作任一闭合间路 C , 环瓧 
r c 定义为流速》沿此回路的线 积分： 

r c = i vcos&d/ = ji V • dl, (5.35) 

to <c> 

式中 O & o 与问 路线元之间的夹角 n 环世厂 c 与回路面枳 
S c 之比叫做涡度 （ vorticity 〉， ifi 作/2, 

= (536) 

环 tt 或涡度不 恒等于 0的流动，叫做有旋流。例如，各层流速 —— - - ■ 

大小不等的流动（叫做“剪切流”.见图5 -31) 是有旋流，这 图 5 _ 3| 剪切泼 
种有旋流就没有明显的涡旋。 

在珣想流体中有一条关于环 M 的守恒律 e 形象地说，如果我们能够用墨水在理想流 
体中画上一个闭合回路 C 又不致扩 
散的话，则无论这回路随流体流到 
什么地方，其上的环虽总不变 c 
这定理是开尔文 （ Kelvin ) 证明的， 

叫做开尔文滿定理。我们不想在此 
给出这定理严格的数学推导.只想 
说明，它是角动量守恒的 a 接结果。 

清看下面的分析。 

设想在流体中有一圆柱体，长 
i , 半径为在其中流体绕轴旋转 图 5-32 环置与角动量 

(见图5 -32) 。这圆柱体的体积为 • ntfl , 套在拄体上回路的环量为 r= 2 uSt ;(_ R ). 假定 
在柱体内切向速度沿径向的分布为 v ( r ) ，则角动量为 
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式中 V = 是柱体的体积， rt ^ r ) 是 r «( r ) 这个量 在这体积内的平均值。因而 

£_ _ 2itRv(R) 

J ~ pV rv(r)' 

因理想流体内没有黏滞性，从而没有切向应力，没有力矩，其角动童 ./ 是守恒的。随着流 
体的流动，此柱体可以变形，半径变为忙，长度变为 r , 但因理想流体不可压缩,其体积 
v 不变，密度 P 不变; 此外.对于理想流体各层速度的相对分布也是不会变的，亦即比值 


Rv(R) 

rv(r) 


不变。由上式可见，环 HZ ' 与角动量成正比，两者在流动中皆守恒 


涡旋坏绕的轴线叫 做滿线 。有一个很好的实验可以演示涡线随流体运动的情况„如 
图 5 - 33 所示，在一个扁 M 的盒子底 
的中央 开一个 圆洞.像鼓一样在面 
上蒙-张绷紧的橡皮膜，侧放在枭 
上。 事先在鼓内喷 I ：一些烟.用手扣 
鼓面,就会看到有一个烟阐从底上 
的洞 S 出来 ，一 面向前移动.一面扩 
大。这烟 阇是一 条闭合的涡线.空气 图5 -33 涡环的瀆示 

像縲线饽一样绕着它旋转。如果在一定距离之外放上一枝蜡烛，烟圈过后还会把它吹 

灭。 
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伯努利//程是1?38年首先由丹尼耳 • 伯努利 （Daniel Bernoulli 1700-1782) ❹提出 
的，这不是一个新的*本原理，而是把机 械能守饵 定律表述成适合于流体力学应用的形 
式。 

4-1 方程的推导 

如图5 -34 所示，在 作定常流动的理想流体中取 任一根流管,用截面5, 
和冬 截出一 段流体。在时间间隔 W 内，左端的 S , 从位罝 a , 移到6,，右端的 
s 2 从位置 a 2 移到 6 2 . 令^" = AZ , ， = M 2 , 则和 AV 2 = 冬从 
分别是在同一时间间隔内流人和流出的流体体积，对于不可压缩流体的定 
常流动, = 因没有黏滞.即没有耗散，我们可以运用机械能守 
恒定律于这段流管内的流体。在6,到—段里虽然流体更换了，但由于流 


O Bernoulli 是一个著名的家族.出了优秀科学家达八名之多。除 Daniel 夕卜，还有 
他的伯父 Jakob , 父亲 Johann ， 堂兄 Nilcolaus •哥哥 Nikolaus . 弟弟 Johann , 两个侄子 Johann 
和 Jakob , 他们都对数学做出了卓越贡献 3 
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动是定常的，其璋动状态未变，从而动能和 
势能都没有改变。故考查能量的变化时只需 
计算两端体元 AV 2 与 AV , 之间的能量差^首 
先看动能的 改变： 

= 士-如 t), 2 AV. 

再看重力势能的 改变： 

= pg ( h 2 - h t ) AV . 图 5-34 伯努利原理 

现在看外力对这段流管内流体所作的功。设左端的压强为 P , ，作用在 S , 上 
的力/外力作功为木=6从 = p , S l M l = p l AV i 右端的压强为 p 2 ，作 
用在上的力 F 2 = p 2 S 2 ，外力作功为4 2 = - F 2 M 2 = - p 2 S 2 M 2 = - p 2 AV . 故 

>1 外 = A , + i 4 2 = (A - p 2 ) AV . 

由机械能守恒 + Af^ p 得 

(Pi - p 2 ) AV = yp ( v 2 ： - v , 2 ) AV + pg ( h 7 - h t ) AV , 

或 

Pi + yP « i 2 + PQh , = p 2 + ~ pv 2 2 + pgh 2 , (5.37) 

因丨、 2 是同一流管内的任意两点，所以上式也可表达为沿同 —流线 

P + \ pv 2 +pgh = 常馕. (5. 38) 

(5.37) 式或 (5.38> 式便是 伯努利方程。 

伯努利方程在水利、造船、化工、航空等部门有着广泛的应用。在工程上 
伯努利方程常写成 

fg + 2g + h = ( 5 - 39 ) 

上式左端三项依次称为 压力头、速度头和高度头。 

4.2 方程的应用 

例题 6如图5 -35 a 所示，大桶 
側壁有一小孔，捅内盛满了水，求水从小 
孔流出的速度和流置。 

解: 取一根从水面到小孔 的流管 ，在 
水面那一端速度几乎是 0( 因捅的攢截 
面积比小孔大得多），水面到小孔的高度 
差为 A •此流缦两端的压强皆为 p 。 （大气 
压）•故由伯努利方程 （5.37) 式有 




图5 - 35 例题6——小孔流速 
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Po ^ pgh = p 0 + ypu 2 . 

由此得小孔流速为 

v = -/ igh . 

乘上小孔的面积 S , 就是流量。实际上水柱自小孔流出 
时截面略有收缩（见图 5 -35 b >。 用有效截面 S ’ 代替 S , 


在一个高度为 H 的量筒侧壁上开一系列髙 
度 A 不同的小孔，如果问,从多髙的孔流出的水 



射程 M 远？清读者自己证明，此孔的高度应为 A = ///2(见图5 - 36) 。 


例题 7某水手想用木扳抵住船舱中一个正在漏水的孔，但力气不足，水总是把板 
冲开。后来 在另一 水手的帮助下，共同把板*压住漘水的孔以后，他就可以一个人抵住 
木扳了。试解释为什么两种情况需要的力不同？ # 

解 ：由伯 努利方程可知，水由小孔喷出的速度为 p=W 未盖木板时，在时 M 间隔 
M 内从小孔流出的水的质量为 ( S 为小孔面积），它所带逬的动 t 为 AP = 
vAm =/>Sw 2 At, 从而板所受的力为 

F = = pSv 1 = 2 pghS . 


蓋住木扳后所受的是 流体静 
压力 

F ' * pS = pghS . 

可见， F^F/2. I 

把伯努利方程运用于 
水平流管，或在气体中高 
度差效应不显著的情况， 
则有 

V + ypv 2 =常最， 

(5.40) 

即流管细的地方流速大， 
压强小。水流抽气机（图5 
- 37)、喷雾器（图5 - 
38)、内燃机中用的汽化 
器等，都利用截面小处流 
速大、压强小的原理制成 
的。文丘里 （ Venturi ) 流量 
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计（图 5 - 39) 通过用 U 形管水银压差计测量出流管粗细处的压差 Ap 来推 
算流量： /~~^ 

Q v = v,S t = S , S 2 p{ ^-^y (5.41) 

( 作为练习，此式由读者自己推导。）皮托 （ Pitot ) 管是一种测气体流速的装 
置，如图 5 -40 所示，开口 A 迎向气流，是个速度的 驻点; 开口 B 在侧 
壁，其外 流速心 差不多就是待测的流速 v •从 U 形管压差计测得的压差 Ap 
= 可求得待测气体流速 

v^v B = J ^, (5.42) 

式中 P 为气体密度。 

再看几个简单的演示实验。将两张纸平行放置，用口向它们中间吹气， 
两张纸就会贴在 一起; 将一个乒乓球放在倒置的漏斗中间，用口向漏斗嘴里 
吹气，乒乓球可以贴在漏斗上不吣落（见图 5 -41)。 这都是气流通过狭窄通 
道时速度加快、压强减少的结果。由于同样道理,两艘同向行驶的船靠近时， 
就有相掩的危险。如图 5 -42 所示，两船之间的水流快，压强低，水面也比远 
处和外缘低,外缘水的巨大压力可以把两船挤压到一起。历史上这样的事故 
不止一次地发生。例如,20世纪初一支法国舰队在地中海演习，勃林奴斯号 

装甲旗舰召来一艘驱逐舰接受命令。驱逐 一 - - - - - __ 

舰离速开来，到了旗舰附近突然向它的船- 

头方向急转弯，结果撞在它的船头上，被劈 —• 

麵半。1942年玛丽皇后号运兵船从美 g ―! 

开往英国，与之并行的一艘护航巡洋舰突--- 

然向左急转弯，掩在运兵船的船头上，被劈 图 5 _ 42 两船并行的危险 

成两半。在船长的航海指南里，应当对两条同向并行船舶的速度和容许靠近 
的距离，加以明确的规定。 

例埋 8 如田 5 -43 所示，在1 筒庇上 有一漏 水口，水旋转着从这里流出。求呈漏斗 

状水面的方程 。 _ 

解 ：把水 垂供理想流体，其环董守恒。当水面的环流向下流动并向 
中央集中时，积分回路的周长正比于半径 r , 故速度的切向分量按 i / r 的 
比例增加。若不旋转，沿径向向内并向下的流管的横截面积也正比于 r , 

速度的径向和向下的分量也按 1/ r 的比例增加。在水面上的压强处处相 
等（皆为大气压），根据伯努利原理，在沿水面的流线上（为 R 基米德螵 
线）我们有 , 

+ YP # =龙置, 部 

式中 Vocl / r 2 , 故有 图5 -43 

h - h ^ oc - L . I 例题8 —— 

水口上的涡旋 
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4.3 马格纳斯效应和机霣受到的升力 


当固体与流体有相对运动时，物体除了受到一定的阻力或曳引力外，有 
时还会受到与相对速度垂直的力，典型的例子是旋转球体受到的侧向力和 
机翼受到的上举力。 

旋转的球在空中走出弯曲的轨迹，这在各类球类运动中都是十分重要 
的。上一世纪50年代马格纳斯 （Gustav Magnus ) 研究了这类现象,故有马 
格纳斯效 应之称。在固体表面的流体有相对运动时，在它们之间有摩擦力， 
这摩擦力使旋转的球体的周围形成环流。图5 - 44 a 是平动而不旋转的球体 
周围的流线，它们对称地绕过球体两侧。图5 - 44 b 是只旋转无平动球体周 
围的流线,它们是绕球体的环流。图5 -44 c 是二者的合成。此球所受力方向 
可用伯努利原理来分析。图5 -44 c 中球上下的流线都来自远方的上游，在 
那里压强是一样的。按照伯努利原理，球上边流线密，流管窄，流速大，压强 
小; 球下边流线稀,流管宽，流速小，压强大。所以球受到向上的力,使其轨道 
向上弯曲。 



图 5 -44 马格纳斯效应 图 5 -45 机翼的升力 

机翼一类物体受到升力是因形状上下不对称造成的。机翼进人气流伊 
姶《，周围流线分布如图5 - 45 a 所示，在它的前后各有一个流速为0的驻 


O 讨论“伊始”意味着流动尚未达成定常态，这时不能用伯努利原理来分析。 
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图5 -46 高跳台滑 f 


点。因为在其尾部下面的流速大于上面，这剪切流在尾后具有逆时针方向的 
涡度 （ 见图5 - 45b)。 由于机翼和附近的气体在总体上角动量守恒,必有环 
绕机翼的反向环量出现（见图5 -45b 外部的大环）。机翼尾后的涡度很快就 
被气流带走，剩下反向环流环绕着 
机翼。环流与原有的流场叠加，最终 
形成如图5 -45c 所示的流线分布。 

其特点是驻点移到机翼后缘，在这 
附近上下流速趋于一致，不再在翼 
后形成新涡度，从而使环绕机翼的 
环傲趋于一个恒定值，流场分布也 
趋于定常。这定常流线分布就像马 
格纳斯效应的情形那样，上长下短， 

上密下疏,流动上快下慢。已知这样 
的流线分布后，我们就可以像前面那样，用伯努利原理来分析机翼受到的升 
力了。 

很多非球类运动，如掷铁 
饼，标枪、飞碟和高跳台滑雪（图 
5 -46)，也都利用了流体给飞行 
物体的升力作用。最有意思的是 
澳大利亚飞镖（见第四章图4 - 
16,两竹的横截面一边平，一边 
拱起，有如机興。投掷者执其一 
柙,投出时让它在倾斜平面内像 
车轮那样向前旋转（见图5 - 
47 ) 。图5 - 48是一位物理学家拍 

摄的飞镖轨迹照片，拍摄时他在飞镖的一臂上装了一个小灯泡。这种飞镙为 
什么会飞回原处？在一面飞行 
—面旋转的过程中，转到上面 
的臂端向前运动得快，从而受 
到空气的升 力大; 转到下面的 
臂端向前运动得慢，从而受到 
空气的升力小。典型的数据是 
质心速度为 88km/h， 臂端旋 
转的线速度为56 km/h, 所以 
上下臂端的合成速度分别为 

1441«11^和321011/11_上下升 图 5 -幼澳大利亚飞樣的轨迹 



B 5 -47 澳大利亚飞镖的升力 
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力差产生一个力矩，要使飞镖的平面侧倾 。但由 于回转效应，飞镙的平面不 
侧倾，而是产生进动。于是飞镖就像自行车轮子那样不断朝一边转弯，最后 
回到原处。 

俄国的茹可夫斯基 （ N . E . Zhukovskii 〉 于1906年提出，升力与洸速场缇物体的环 
量成正比。用公式来表示，设剛性物体以匀速 - y 穿过静止流体.或换到随物体运动的 
慣性参考系来看，流体总体上以速度 y 洸动。取 <7的方向为 +* 方向，环量厂的方向为 
+ 3/方向（用 f 表示沿2/方向的单位矢量），則升力的大小和方向由下式决定： 

/^z =- pUr c H , (5.43) 

式中 r c = j v ■ dl (5.44) 

(C) 

为流速场沿任何统固体的回路（：的环量。以上结论称做茹可夫斯基定理— 

茹可夫斯基定理的推导如 下： 

为了简申起见.只计算二维模甩，即认为在流体中运动的物体在*方向的线度比: C , 
2/两维大得多。这问®在固体静 lh 的参考系中讨论比 较简单 ，因为这时流速场是定常 
的。在此参考系中流体总体上以速度 r 沿方向流动,流速场是它和扰动场的 
钱加 ，即 U + v . 

在 (》, 3/) 平面内取一环绕物体的闭合曲线 (7( 不一定紧贴符物体表面，也可把流体 
的•部分圈进去），规定它的正环绕方向是逆时针的， d / 为 C 上的任一线元矢在2 
方向取一单位矢甩^,则 dl xi^z = dS 为 * 方向厚度为公的一薄层固体侧面 S c 外法向 
面元矢鷇（见图5 -49 a )。 外部流体作用在面元 d 5 上的力有两部分：（丨> 舴水压 - p 
AS (负 <3•因压力沿内法 向）； （2〉单位时间流进或流出的动设。在时间间隔山内流进 C 
内的流体质 M 为 dm = 带进的动 

疳为 （ t /+ o ) & m = - p ( U + v )[( U + v ) - dS )) d <, 

相应的作用力为 

( t / + i ;) dTO / d « = - p ( U + v ) l ( U + v )- dS )). 

综上所述，作用在圈在 C 内物质薄层上的力为： 


(5.45) 

取紧貼着物体表面，（7 2 远离它，因为流 
场定常，处于 C , 、 C 2 之间环状体积内的 动量是 
不随时间变的。这就是说，单位时间里从流 
人的动最与从 G 流出的动量相等。以上的论述 
告诉我们，取 C 紧贴着物体表面和远离它，算出 
来的力是一样的。若选紧貼着物体表面的回路. 

好处是上式右端第二项为0 ( 因为没有流体流进 
物体表面， EP ( fA + p )- d 5=0, 从而不可能有动量 
流人它）， 然 而压强项里扰动流场 p 的二次项不图 5 -49 茹可夫斯基公式的推导 
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好处理.我们不作这样的选择。现分析一下扰动流场 P 在远处的渐进行为。无论固体在 
( x . y ) 平面内的截面是什么形状，从远处看它所引起的扰动流场的分布，都渐近地趋 
于圆柱的情形 c 理论计算表明，后者的径向分量反比于距离的平方®，从而《的二次项 
反比于距离的4次方 = 如果我们大致以物体所在位置为中心，作一个半径为7?的大圆 
其周长正比于 ■« 的一次方。在 C 上作上述积分，则当»时，含的二次项积分趋于 
0- 我们将选这样的回路 C ( 在物理上不需要真的让,只要圈子足够大，使《二次 
项的积分能忽略就可以了 K 


先考虑上式右端的压强项。利用伯努利方程,把回路 C 上的变量和上游未受扰动的 
远处联系起来。在那里压强为 p D =常量.流速为常*。假设高度的影响是不大的，从 


而有 

即 


V + 


+p(l/ + p) • (U + o) = p 0 + 

P = Po -pV • O - ypU 2 , 




其中 Po 项为常数，闭合积分自动为 0; 项积分时可忽略，故只笛保留第二项。 

在 (5. 45) 式的被枳函数中动霣流一项可以作如下 展开： 

(U + p )( ( t / + v ) • dS ) = V { (U + v ) • d 5] + p(U • dS ) + v (v • dS ), 

上式右端第一项 t / 是常量 因子，可提到积分号之外，剩下 P (U + P ) . dS 的积分是流人 
(:的 流体质垣。在定常流的情况下此项为 0. 末项为 p 二次项，可忽略。故只需保留第 
二项。 


综上所述,我们有 


/[( U - v ) dS - 

(Sc) 


v ( U - dS )) 


= ~ P ^ U x (v x 6 S ) = - p (i U x [v x (di x zAz )] 

(S C ) Co 

=pAz j U x [z (v • dl) - dl (v • z)) 

=V(x xi) (p • dl) = -pUz Uyi o ■ dt, (5.46) 

<C> (t) 

上面推导时用到 ： T P . i =0 ( 二者相互垂直）和“<=-<等关系式。(5.46> 式已具有茹 
可夫斯基定理(5. 4 3)和 (5. 44> 式的形式了，余下要说明的是，只要问路 c 围绕 闹体，无 
论大小，其上的环撖/ V 是相等的。这是因为流体内涡度处处为0,在所有 不围绕 固体的 
回路上环*恒为 0. 如图5 - 4 9 b 所示，有 C ,、 C 2 两个大小不间的回路，都围绕着固体。 
我们可以用一对无限靠近的双线 a 6 和 a '6’ 把 C , 和 C 2 连通，形成 一个不 绕固体的回路 
CkCVfab - Cj + fcV ， 则 


厂 c. = ^c, + I v • dl - 


O 如果圆柱能够带动附近的流体转动，则扰动流场的切向分量反比于距离的一 
次方， p 的二次项反比于距离的2次方， * 时积分亦趋于 0. 
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式中沿双线和 w —来一回的积分抵消 ，故有 r Cl - r C2 = 0 ,即 r C| = r C 2 . 这样一来， 
虽然在我们推导(5.45〉式时用的是足够大的回路，但所得结果却是与回路大小无关 
的。簪如.我们可以把此式中的 c 理解为紧贴物体表面的回路 3 

开尔文涡定理说，在理想流体中环 M 是守恒的。如果在流体中原来没有环量，就产 
生不出来。如果没有环最，则理想流体对在其中作匀速运动的固体不施加任何力（既没 
有逆向的阻力，也没有横向的升力 h 这结论看起来有点荒谬，也不符合实验亊实，即使 
黏滞力趋于0的情况也并非如此（见下节）。这便是著名的 达朗贝尔伴谬 （ d’Alembert 
paradox ) 。这佯谬提醒我们想起冯 • 诺埃曼有关“乾水”的告诫（见 3. 1节）。 

运动物体周围出现环流的一个重要场合是运动物体的旋转造成的。如果固体表面 
和流体之间有一点摩拫力.固体的旋转就会造成环流。茹可夫斯基定理虽然是对二维流 
动而言的，但对三维流动也定性地适用。 

§5. 黏滞流体的流动 


5.1 流体的黏滞性 


在本节里我们开始考虑流体的黏滞性，亦即，我们开始比较认真地讨论 
实际的流体，而不再是“理想流体"。 

我们曾指出，諍止流体中是不存在剪应力的。但当各层流体之间有相 
对滑动时，在它们之间有切向的摩擦力（叫做黏滯力）。用固体之间“乾摩 
擦”的语言来描述，就是流体之间的“湿摩擦"只有滑动摩擦，没有静摩 
擦。 

如图5 - 50所示,设流体中相距 AZ 的两个平面上流体的切向流速分别 
为 v 和 w + Av , 则 

,im (5-47) 

A / dl 

称为速度梯度 3 实验表明，两层流体之间的黏 
滞力/正比于速度梯度和面积 A 5: 


AS 






图 5 -50 浼体的黏性系数 



式中比例系数 r ; 称为流体的黏性系數，其量纲为在 MKS 单 
位制中黏性系数的单位为帕秒 （Pa • s ) ,在 CGS 单位制中为泊 （ poise ) ，符 
号为 P , 1 P = 1 dyn - s / cm 2 =0. 1 N . s / m 2 =0. 1 Pa - s . 

黏性系数 W 除了因材料而异外，还比较敏感地依赖于温度，表5 - 3列 
出了一些液体和气体的黏性系数。液体的黏性系数随温度的升高而减小，气 
体则反之，77大体上按正比于#的规律增长 （ r 为热力学温度）。液体与气 
体的黏滞性有此差别，是因为微观机制不同。 
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由于存在黏滞性，附着于没在流体中的固体壁上的流体与固体表面的 
相对速度总是为 0. 要保持流体作定常流动，必须有压 力差； 要保持固体作 
匀速运动,必须有支持力。这就是说，流体与固体的相对运动受到了一种阻 
力。这种阻力来脒于流体的黏滞性。下面我们介绍两个这方面的著名公式。 
5. 2 泊肃叶公式 Q b 

考虑半径为 R 、 长为 I 的一段水 ~1[\ 
平管子叻，流体在管中沿轴流动。如 - ferj ■— • ^- Hk 

前所述，由于有黏滞性，附#在管壁上 V - - -- V / 

的流体速度为0_在压差给定的情况 "* 1 ^ 

下，流体的速度沿径向有个分布，在中 S 5 -51 泊肃叶公式的推导 

央管轴上 （ r =0) 速度 vM 大，周围随 r 

-递减到 0. 下面我们先确定速度的径向分布函数 w ( r 〉. 为此设想在流 
体内隔离出一个圆筒状的薄流层，内、外半径分别为 r 和 r + dr (见图5 - 
51), 侧面积分别为 2 irr < 和 2 ir ( r + drH ， 受到的黏滞力分别为 

\ f ' = -0 2itW ， 


-(g) 


2it (r+dr) l y 


这里的速度梯度 dw/dr <0, 式中的正负号是具体地分析了此薄层两侧所受 
黏滞力的方向后（见图）确定的。流层受到的黏滞力的合力为 

2, V 1[( r + dr) (r(g) J = 2.^ £[r (|) J dr. 







在定常流动的情况下此力应与端面 2 Trrdr 上的压力差 平衡： 
(Pb - Pa) 2 irrdr = £;( r ^) dr , 

或 d ( v ,) = p - rr ^ 

两边从 r =0 到/ •积分.得 

„ du Pb - Pa ^ + J Pb - Pa 」 

= 或 dv = ^ r rdr ' 

再从 r 积分到 i 2, 得 

v(R) -v{r) = \^JlZ1s.A R = 匕二^(炉 _〆 ） 

1 4tjI \ ^r)l 

因管壁上 v ( ft ) =0, 最后得到管屮流速的径向 一^-―— 
分布： 

V(r) =? 4^ ( ^ (5 . 49) IZL^.V 

它的形式是旋转抛物面（见图5 - 52) 。 

现在计算流贵。通过圆环面积 ® 5 " 52 

2 irrdr 的流 g 为 dQ v =2 irvrdr ， 故管中的总流谩为 

Q v = 2 t\ C v{r) rdr 




2 v l i 

H Pa ~ Pb 


此式称为泊肃叶公式，是由泊肃叶 ( J . L . M . Poiseuille ) 于 1840 年导出的。 
前此，哈根 （ G . Hagen ) 于1839年用实验方法确立了 Q v 与压差 p 。-% 和 ff 4 
的正比关系。 


泊肃叶公式也可表述成另外一种稍有不同的形式。管中的平均流速 v 
可定义为体积流量除以横截面积 Ssiri ? 2 : v = Q v /- nR 2 . 此外，压强差 p a 
-巩除 以管长《是沿管的压强梯度，再乘以管的横截面积 S , 则为压力:^ 
度，用 AF / M 表之。于是按 (5. 50) 式有 


孕_— 


即克服黏滞力迫使流体沿管流动所需的压力差，正比于平均速度 f 和黏性 
系数 77. 
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利用泊肃叶公式可以制成测量液体黏性系 
数的装置。如图5 - 53所示，让液体从接在容器 
器壁上的水平细管中流出。开和 i 是已知量，压 
强差由竖直细管中液面的高度差计算出：凡- 
有了这些数据，即可从泊肃叶公式计 
算出黏性系数7；来。 

5.3 斯托克斯公式 




图 5-53 测董黏滞 
系*的装置 






理想流体模型预言，固体在流体中作匀速运动时不受阻力。考虑了流体 
的黏滞性，情况当然不同了。作为典型，可考虑球形物体在流体中作匀速运 
动时所受的阻力。我们在图5 -26 和5 - 27 中曾给出圆柱体 
穿过流体时的流场分布，可以看出，它比泊肃叶流动复杂多 
了。球体的情况不会比这简单。所以推导球形物体在流体中 
所受阻力的公式，在数学上也不会像推导泊肃叶公式那样 
简单。这里我们仅给出结果，略去理论推导。下面的公式是 
英国数学和物理学家斯托克斯 ( G . G . Stokes ) 于1851年导 
出的： 

F = 6 vrjrv , (5.52) 

式中 r 和*;分别是球的半径和速度, F 为它在流体中所受的 
黏滞阻力。这便是著名的斯托克斯公式„ 

斯托克斯公式提供了一种测量黏性系数的重要方法。 

如图5 - 54所示，让一个质 M 为 m 、 半径为 r 的小球在盛有 
待测液体的最筒中降落。由于黏滞力很快就会与小球所受 
重力达到平衡 = 小球将以匀速 W 在筒中降落。如能 
测出此速度，即可由斯托克斯公式算出黏性系数 T ? 来： 


图5 - 54 利用 
斯托克斯公式 
测»性系数 




(5.53) 


顺便说起，已知空气的黏性系数 T ； = 1.8 xlO _ 5 P a . S ， 如果想从上面的公 
式 (5. 53) 倒过来求小孩玩的气球在空气里下降的速度 w 的话，可以设气球 
皮的质置为 m = 10 g , 吹胀后直径达 30 cm , 认为空气浮力与球内气体重最基 
本平衡，则有 

v = - = - 10_ 2 kg x 9. 8 m / s 2 _ = 1 9xlQ 3 _ 

6iT77r 6 it x 1. 8 x 10' 5 N - s / m 2 xO . 15 m 


这速率接近声速的 6 倍,显然是荒唐的。问题出在 哪里? 请看下节分解。 
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5.4 流体的相似性原理 

在工程技术以及其它许多领域中，人们常希望利用模拟试验来代替对实际现象的 
研究，例如用水代替石油来研究它们在管道中的流动.把设计好的飞机缩小成模型放在 
风洞中试验其性能，等等。这样做不仅在经济上有很大好处，并带来很大方便，而且还使 
我们可能在一定程度上预言某些目前尚无法达到的条件下出现的情况。怎样才能使我 
们模拟试验的结果真的对实际有指导意义呢?在 1.5 节里我们已经看到过弹性静力学 
结构的模拟试验问题，关键是要做 M 纲分析。在流体力学中量纲分析将发挥更大的作 
用。 

先考虑水平管道流动问题。设管道的横截面为圆形.直径为 d , 从而面积为 S = TT 
dV 4 . 与我们当前所考虑的问题有关的物理量，还有流体的密度 p 、 黏性系数 TJ 、 平均流 
速云=(? 〆 《,以及压强梯度 Ap / AZ . 选 P 、d、 云为主定参最，列出所有这些物理 M 的量纲 
如下： 


P 

d v v 

Ap / A / 

M J 

0 0 J 

J 

L -3 

1 1 1 

•2 

T 0 

0-1-1 

•2 


由此决定出两个无请纲参敏 

这里/7,的倒数称为 雷诺數 （Reynolds number ), 记作是流体力学中的一个非常取 
要的无 a 纲 a 根据/7定埋,管道截面上的总压力梯度可写作 

笔 = 窀 8= 今 0 ㈤ (5.54) 

这 M 的无 M 纲函数 0 ( 义） 称为管 道阻力系数, 它只依赖丁-雷诺数，与流体的其它具体 
性质无关。如果我们希望要流量的表达式，则有 


Qy = V S = 


d \F _ tt Ap_ird 4 

pv<P(^B) A/ = i P V(p(^) 厶 / = Ar 


或 Qv = nJg ) l ；% (5.55) 

式中的另一个无量纲函数厂(货） 


从以上<5.5 4 > 和 （5. 55) 式可以看出，全部 N 题已归结为求函数关系0(%)或 
厂 (. 邊).如果我们在一定直径的管道中用实验方法测水在其中流动时胆力系数 0(^) 
与雷诺数 .：《 的依赖关系，所得数据可在研究其它液体（如石油、 水银） 在不同直径的管 
道中流动时加以利用 c 甚至可在许多情况下 （速度 远小于声速，从而压缩性不重要时） 
运用到空气在管道中的流动。图5 -55 很好地说明了这一点，水和空气的实验数据的 


确差不多落在同一曲线上。与泊肃叶公式 (5. 50) 对比即可看出，厂(.及） = y ^， 从而 
图5 - 55 中左边的 一段曲 线就是按照泊肃叶公式画的，可以看出，在 
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图5 -55 圓形管道的阻力系数 

小雷诸数时它与实验数据符合得很好。可是在笛诺数.及=2000 -2600 范围内实验数据 
分敗了，在更大的雷诺数区域里实验®新聚敛到一条曲线上，但这是一条与泊肃叶公式 
的预言完全不 N 的曲线 c 

现在我们来宥在流体中以匀速 v 运动的物体所受的阻力问题，这也是物体不动， 
流体以速® w 流动时给物体的曳引力。姑且认为曳引力/正比于单位体枳内流体所含的 
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图 5 -56 球体的曳引系数 
动能和物体的横截面积 S, 于是有 


- r 


式中 c d 叫做曳引系数 （drag coefficient) ，从量纲上看，它应是个无最纲的系数，只可能 
与无量纲的雷诺数.肩有关=对于球体，5 = 1 7/=7^ 3 / 4 ,与斯托兖斯公式(5.52)对比可 













§5. 黏滞流体的流动 
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知， C d =24/ J «, 而义 spduAj . 图5 -56 给出曳引系数随雷诺数4变化的实验曲 
线。由图可见，实验数据还是很好地聚敛在同一条曲线上的。在3小于 10 ° = 1时， G 服 
从与龙成反比的斯托克斯 定律； 当 -10 5 时， C d ~0.4, 几乎与篇无关。故可定 
义某个临界雷诺数,当时，我们可以用斯托克斯公式 (5.52) ; 时， 

则可用常曳引系数的 (5. 56> 式。归纳起来 .有： 

/ = 6 mirv oc jj % r , v , (%<. 薄 *) (5.57 a ) 

/ =0_2 tt P tV oc〆 、® 2 , 与 tj 无关，（货》 龙 *) (5. 57 b ) 

从图 5 -56 还可看出，当雷诺数再增大到一定程度.曳引系数 (^会 突然急剧下降，这现 
象叫做戈引力崩溃 （drag crisis ) 8 

前文中提到在空气中降落的气球，读者可以估算一下 .雷诺数及达 10 5 的数被级， 
这显然 厲于 大笛诺数悄况，难怪斯托克斯公式不适用了。 

从上面所述我们看到，无量纲参数.潘亨在流体力学里的重要性。这里 < 是我们 
所讨论的问题里的特征长度，如管道的直径、飞行物的几何线度等。新设计的飞机是要 
在风洞 （wind tunnel ) 里做模拟实验的。換59飞机的尺寸 i 变小了，要保持雷诺数不变， 
其它参撤就得改变，或#加大或者加大或者 减小不 气体动理学理论 （kinetic 
theory of gases ) 告诉我们，在一定的温度下^与 p 无关，故可以加大空气密度和风速来 
维持甫诺数不变。所以，在现代航空技术中人们 a 造压缩空气在其中作离速循环的密封 
型风洞来做模拟 试验。 

理想流体模型中完全忽略流体的黏滞性,现在我们又#到，宙诺数反比于黏性系数 
V. 1 — 0 相当于.龙―即大笛诺数极限,可是我们从图5 -55 和图5 -56 的实验曲 
线肴，在大锈诺数极限下流体的行为并不趋于理想流体模型所预言的结论，即4>(.«) 
和 C d ( .潘〉 —0. 这正是 4.3 节里提到的达朗贝尔佯谬。由此可见，即使在黏滞性极小的 
悄况下，理想流体樓型也未必给出比较符合实际的物理图象。问賊出在哪里?因为出现 
了湍流。 

5.5 层流与湍流 

1880年前后，英国的实验流体力学家雷诺 （0. Reynolds ) 用在长管里 
的均勻流动来研究产生湍流的过程。图5 - 57所示的装置基本上与雷诺所 
用的一样，只不过在某些地方 
作了简化。在盛水的容器下方 
装有水平的玻璃管，管端装有 
阀门以控制水的流速。容器内 
另有一细管，内盛带颜色的液 

体，可自下方小口 A 流出。实验 B 5-57 层流与潘流 

时先令容器内的水缓慢流动， 



b 
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这时，从细管中流出的有色液体呈一线状，各层流 
体互不混杂，这称为层流 （laminar flow ) 运动 c 随 
着阀门加大，流体的流速也增大，这时，出现有色 
液体与周围流体互相混杂的情形。用火花放电产 
生高速闪频的光照明，还可观察到流动的涡状结 
构，这是湍流 （turbulent flow ) 运动。雷诺用不同 
内径 f 的管,在各种温度下（对应着不同的黏性系 
数）做此实验,显示出发生湍流的临界速度 W 总与 
无童纲组合 pwiA ; 的一定数值相对应。后人 （ 索末 
菲）把这无 ft 纲的组合参数命名为“雷诺数”。由 
层流向湍流过渡的雷诺数，叫做临界雷诺教，记 
作图5 -55 中实验数据弥散的区域，就是从 
层流向湍流过渡的区域，对应的雷诺数 
-2600 即为圆形管道的临界雷诺数，可见，临界雷 
诺数往往不是一个明确的数，而是一个数值范围 3 
如图5 - 58所示,点燃一支香烟，青烟一缕袅 
袅腾空。开初烟柱是直的，达到一定高度时，突然 



田5 - 58 烟缕 
向漼流突变 


变得紊乱起来。这是 在热气 流加速上升的过程中，层流变湍流的绝妙演示。 


从层流到抽流的转变过程往往是极端复杂的，中间有许多阶段。以流体绕过圆拄体 
的流动为例。如图5 -59 a 所示，当笛诺数篇<1 时，* 线始终貼着柱体表面，不与之分 
典 。当货 -10-30 时,可以现察到流线在圆拄的某处脱离.后面有一对对称的涡旋（图5 
-59 b )。 其实涡旋可能在％略大于1时已经产生了。它们究竞是随着笛诺数的增大突然 
产生的还是连续生成的，尚不淸楚。 

当货达到40左右时又发生另一次 突变: 一个涡旋被拉长后摆脱柱体，漂向 下游; 柱 
后另一侧的流体弯转过来，形成一个新的涡旋。就这样，两侧涡旋交替脱落，向下游移 
去，如图5 -59 c 所示。这称为卡尔 曼涡街 。此阶段与前两个阶段最大的区别，是流动从 
定常变为不定常,从对称变为不对称。 

从货达到几百时开始，就会发生如图5 -59 d 所示的另一次转变。由边界层里产生 
的细小涡旋充满一条条细带•其中的流动是紊乱无规的，处于湍流状态。同时流线在三 
维空间里扭曲纠缠，流场的分布不再限于二维。但是在湍流之上，仍叠加有有规律的交 
替流动。 

大约当及大到10 5 -10 6 时，湍流一直延伸到流线与柱体脱离后的整个区域，如囝 5 
-59 e 所示。这对应图5 - 56中“曳引力崩澳”的阶段。 

在流体力学方程中就这么一个无量纲的雷诺数•它数值的增减却能引起如此多样 
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的转折，实在令人叹为观 
止!理査德 • 费曼因而发 
出感慨，其大意如 下：很 
难设想方程式中丢了什 
么，只是除了小雷诺数 
外,我们今天的数学能力 
还不会解它。所以仅把流 
体力学方程式写出来，还 
不能消除流体流动带给 
我们的魅力、惊讶和神秘 
感。人们常常怀着一种对 
物理学无名的敬畏心情 
说,你们能写出描写生命 
的方程式吗？呢，或许我 
们能。很可能在相当近似 
的程度上我们已经有了 
这样的方程式，那就是置 
子力学里的薛定谔方程。 
但要知道，尽管简单的方 
程式可以有非常复杂的 
解，为了解释也界的全部 
簏杂性 ，只写出方程式而 



d 

e 

^ = io 6 

图 5 -59 不 同曾诺 教下的 ffl 柱绕流 



不会解它也是枉然 。參 
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1. 应 力：连 续体内部各部分之间单位面积上的相互作用力。 

t = ^, 为连续体中某一假想面元。 

其分量 T ± -正应力， T // -剪 应力。 

固体中可以同时有7^和！^,静止流体中0=0, = P (各向同性压强）。 

2. 胡克定律 

參见费曼，莱登，桑兹.费曼物理学 讲义： 第二卷.王子辅译.上海：上海科学技 
术出版社， 1981. 526 - 528 
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(1>体形变 情形： r , = Ke % , 体应变 = 


AV 
V ， 


其中 X —体弹性模量。 

(2) 剪切形变情形（见图5 -2 a ) 

r // = Ge ， ，剪应变 e , 
其中 G ——剪变 模量。 

(3) 直杆的拉伸或压缩（见图5 -3) 


=剪变角£， 


其中 r = 


纵向: 
两端施力/ 


横截面积 S ’ 

纵向应变^ = Al 

弹性楔量之间的关系 

[ Y = 9GK 


- Ye, 横向 <r = 
Y ——杨氏模量 ， tr 


£* 


泊松比 c 


橫向应变… 


3 K + G ' 
j 3 K - 2 G 
卜 = 2 ( 3 K + GY 

弹性摸蒼尺、 G 、 K 的数量级为 10 ,o Pa (I Pa 



2(1 + a)' 

1 N/m 5 ), 0 • 


梁的 弯曲： ㈣ 宽度高度 h 


圆柱的 扭转： 

扭转常龙 Z ) = 


: D 

: Git 
21 


= c 扭转角 
半径 i ? 4 , 长度 r 


鄕 ■ r = 2 lT Vl#fo- 

5. 流体睁力学 

压强分 布：各 向同性，只随高度 A 变化，= pgAh . 

帕斯卡 原理： 作用在密闭容器中流体上的压强等值地传到流体各处和 
器壁上去。 

阿基米德 原理： 物体在流体中所受的浮力等于该物体排开同体积流体 
的重量。 

6. 表面张 力：液 体表面单位长度上的相互作用力， 

或单位面积上的表面能。 


表面张力系数 y 


M 


AS 
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毛细 作用： 管内液面高度 


h = 


2 y COS 汐 
P9r ’ 


o ( 液柱下降）, 


其中 P ——液体密度， r —毛细管半径。 
fl r < ir /2, 润湿情形， > 0 ( 液柱上升）， 
^ ^ 1 > - n / 2 , 不润湿情形 ， A 

7. 理想 流体： 不可压缩，无黏滞性。 

定常流动：流场 p = c ( x , y , z ) 不含时间变量 <• 

流场可用流线或流管来描绘。 

f 体积流量= ' 


d5. 


流量, 


I 质量流 i : = I p v • dS . 

(S) 

环量： r c = j 


dl. 


在理想流体中随流体流动的任何闭合回路 c 上环 s r c 守恒< 
(角动董守恒的一种表现〉 

8. 连续性 原理： 定常流动时，沿任意流管的横截面 dS 上 

pvdS =常量。 

若流体不可压缩，则 vdS = MS 。 

流体的反 作用： F ' = -F = Q n { v x -» 2 ). 

9. 伯努利 方程： 在理想流体的定常流场中沿任一流线有 


7 


+ pgh =常量。 


实例： 旋转物体的马格纳斯效应，上下不对称机真所受的上举力。 
茹可夫斯基 定理： 在流体中以速度 = 运动的物体受到的橫向力（升力） 

正比于流体密度 p 和绕物体的环量 7 V : 

=- pUr c y , 

10. 流体的黏滞性 

黏性系数7；:在剪切流中黏滞力/正比于撗向速度梯度 dv/df 和面积 AS 
的系数， 

单位： Pa • s (帕 •秒） ， Pa • s = N • s / m 2 . 

雷诺数％ =^, 

V 

其中 P ——流体密度， d ——物体几何线度（如直 径）。 
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[小雷 诺数： (泊肃叶公式）。 


大雷 诺数： 


速的作#型分布。 

圆管流量 | 4 

大雷诺数 ： Qv = 4 r ^4>( JB ) 竞， 

函数少（龙）见图5-55。 

'小雷诺数：/ = 6 - n-qrv 

《半径 r , 速度 t ； (斯托克斯公式） 0 
大雷诺数：/ = 0. 2 - n-p r 2 V 2 

« 〆 ， w 2 , 与 T ； 无关。 

11. 当雷诺数尨由小变大时，层流—湍流。 


对运动球体的阻力. 


思考题 


5-1 在图5 -4 中我们分析了横梁弯曲时横断面上的正应 
力，你能想象其 h 下各层分界面上剪应力的情况吗？ 

S -2. 在图5 -7 中我们分析了圆柱扭转时各同轴薄层界面 
上的剪应力，你能想象径向戴面上正应力的情况吗？ 

5-3. 用桨向后划水，在水中平行于桨面和垂直于桨面的截 
面上,压强哪个大？ 

5 -4. 如本題图，在一平底锥形烧瓶内盛满水银，放在台秤 
上。若忽略烧瓶本身的重 *, 水银给瓶底的压力和瓶底给秤盘的 
压力一样吗？ 囑 个大？ 

S - S . 如本题图，把一段宽口圆锥形管的下面管口用一块平 思考* 5 - 4 

玻璃板 ABiS 住，使水不能透人。放进盛 
水的容器以后，水对底板向上的压力为1 
kgf- 在下列情况下，底板会不会脱离？ 

(1) 从上口向管内注人 I kg 的水； 

(2) 轻轻地在底板上放一个 1 kg 的 
砝码。 

5-6. 本题图中所示的装置叫做“笛 
卡儿浮沉子”。将一只不满的小试管倒扣在大水瓶里.瓶口用橡皮膜 
封住。压橡皮膜时试管就 下沉; 放开手，试管浮起。什么 道理？ 




S -7. 伽利略年轻的时候,他很喜欢阿基米德鉴定王冠的故事。一想到阿基米徳从 


澡盆跳出来，喊着“我知道了”直奔实验室的情录，心情就非常激动。然而他对这个故亊 
感到有点不满足，因为故事中没有介绍测定王冠中金、银含量的方法。他想出了一个很 




简单的方法。 

他做了一杆小秤，先在等的情 
况下测一纯金块的重童（图 a ) ,然后 
将金块浸人水中,保持砝码数量不变， 
但将其悬挂点移近到4点，以使秤杆 
恢复平衡，并在4点做一刻度（图 b )。 
下一步用纯银块代替金块重复上述步 
骤，于是得到又一刻度 执图 c 与 d )。 
最后用待测的王冠代替银块，得到王 
冠在水中时砝码的位置 <7( 图 e y ) 。 
2、落在杠杆上的区间，从 Z 和 
&的比例即可确定王冠的成分。试 
解释伽利略小秤的原理。刻度 A、B 
的位置与所用金、银块的重量有关 
吗？ 

5-8. 如本埋图，用手捏住悬挂 
细棒绳子的上埔，慢憒地把棒放人水 



中。如果是木棒，它总要倾斜，最后横躺着浮在水面上;如果是铁 
棒.它就竖着浸人水中，直触水底而不倾斜。为什么？ 

5-9. 分析上题中下放木棒的过程中棒和绳的倾斜情况。 
5-10. 什么是定常流动？飞机在离空平稳地匀速飞行时， 
周围空气的流动是定常的吗？把飞机做成供型，悬在风洞里做棋 
拟试验，风洞里的气流能看成定常的吗？ 

5 -11. 什么是流迹？什么是流线？它们之间有什么区别？ 
为什么说在定常流动中二者相符？ 

5 -12. 在使用伯努利原理分析问埋时，我们总是要比较同 
一流线上的两点。这是指同一时刻上、下游的两液块呢，还是比较 
同一液块从上游流到下游先后的情况？ 



5-13 有人对网球的运动是这样分析的 ：当球 沿逆时针方向旋转，自右向左运动 


时（见本题图），球上部的质点4的线速度比下部的质点 B 的线速度 
大，因而通过黏滞力带动的空气流动的速度也大，根据伯努利原理, 
球下面的压强较上面大，从而受到向上的升力。这结论和书上的相 
反，怎么回事？ 

5-14. 当火车飞驰而过时，为什么站在路旁的人容易被卷人 



铁轨？ 


思考 *5 -13 


5-15- 打乒乓球时上旋球和下旋球有什么不同的特点？哪种球容易使对方推挡出 


界，哪种球容易触网？ 
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5 -16. 大气中水滴的直径从 10 _ 3 _到2、 3 mm , 大小相差许多数景级。但是为什 
么没有更大的，譬如俅人的脑袋那样大的雨滴？试分析雨漓直径上限的数*级。[提 示： 
使雨滴破碎的主要因索是气流，气流作用力的大小与雨滴本身的重童是同数貴级的（为 
什 么？〉 ，而维持雨滴不散的因素是表面张力。] 

5-17. 大雨点还是小雨点，哪个在空气里降落得快？ 

5-18. 为了计算雨滴在大气中降落的终极速度，需要用到阻力公式，但是我们至 
少有两个这样的公式 :<5.57 a > 和 (5.5"7 b ) 式，它们分别适用于大、小雷诺数。要判断对 
于大气中多大的水滴应该用前式，多大的水滴应该用后者,我们可以分别用两式去计算 
终极速度由此得到两条不同的和半径 r 依赖关系的曲线。从两条曲线的交 
点可定出一个临界半径 r * 来，当 rcr * 时 (5.57 a > 式，即斯托克斯公式 成立； r » r . 
时 (5. 57 b ) 式成立。上述两种依赖关系各具有什么形式？对于大气中的水滴， r * 
具有怎 样的数量级？ 

按你的判据，本章与此问题有关的习埋5 - 27和5 - 28是否合理？ 

5-19. 估算一下 5. 3节末所讨论的气球在空气中降落时笛诺败的数霣级。 


习 题 


S -1. 本题图所示为脚简状锅炉的横裁面，设气体压强为 p , 求 
壁内的正应力。已知锅炉直径为 D , 壁厚为 d , 应力在壁内均 

匀分布。 

5-2. (丨）矩形横截面杆在轴向拉力的作用下产生拉伸应变为 
此材料的泊松比为 cr , 求证体积的相对改变为 
V - V . 

―^— = e(l - 2a ) , 

式中 K 和 「分别 代表原来和形变后的体积。 

(2) 式中是否适用于压缩？ 



习戆5 -1 


(3) 低碳钢的杨氏模童为泊松比为 tr =0.3, 受到的拉应力 
r = 1.37 Pa , 求杆体积的相对改变。 


5-3. 在剪切钢板时，由于刀口不快，没 有切断 .该材料发生了剪切形变。钢板的横 
截面积为 S =90 cm 2 , 二刀口间的距离为 d =0.5 cm ， 当剪切力为/时，已知钢 
的剪变模贵 0 = 8 x 10"^, 求 

(1) 钢板中的剪 应力； 

(2) 钢板的剪 应变； 


(3) 与刀口齐的两个截面所发生的相对滑移。 

S -4. 矩形横截面两边边长之比为2: 3的梁在力偶矩作用下发生纯弯曲。对于截 
面的两 个不同 取向，同样的力偶矩产生的曲率半径之比为多少？ 





5 -5. 试推导钢管扭转常釐 O 的表达式。 

5-6. 一招管直径为 4 cm , 壁厚 1 mm , 长 10 m , —端固定，另一端作用一力矩50 
N . m , 求铝管的扭转角 ft 对同样尺寸的钢管再计算一遍。已知铝的剪变模量 G =2. 65 
xlO '° Pa , 钢的剪变模量为 S . OxHTPa ^ 

5-7. 用流体静力学基本原理，论证液面上有大气、物体全部浸在液体中的情况下 
的阿基米德原理。 

5-8. 灭火筒每分钟喷出 60 m s 的水，假定喷口处水柱的截面积为 15 cm 2 , 问水 
柱喷到 2 m 高时其截面积有多大？ 

5-9. —截面为 5. Ocm 2 的均匀虹吸管从容积很大的容器中把水吸出。虹吸管最高 
点离于水面 1.0 m , 出口在水下 0.60 m 处，求水在虹吸管内作定常流动时管内最高点的 
压强和虹吸管的体积流 M 。 

5-10. 油箱内盛有水和石油，石油的密度为 0.9 g / cm 3 , 水的厚度为 lm , 油的厚度 
为 4 m 。 求水自箱底小孔流出的速度。 

5-11. —截面为>1的柱形桶内盛水的高度为底部有一小孔.水从这里流出。设 
水注的最小截面积为 S , 求容器内只剩下一半水和水全部流完所需的时间 t , 和 I 

5-12. 在 一 20 cmx 30 cm 的矩形截面容器内盛有深度为 
50 cm 的水。如果从容器底部面积为 2.0 cm 2 的小孔流出，求水 
流出一半时所需的时间。 

5-13. 如图5 -35 b 所示，在一高度为//的置简侧壁上开一 
系列高度 A 不同的小孔。试证 明：当 A = H / 7 时水的射程最大。 

5-14. 推导文丘里流置计的流量公式 (5. 41)。 

5-15. 在® 水圆筒侧壁上有离低两个小孔,它们分别在水 
面之下 25 cm 和 50 cm 处。自它们射出的两股水流在囑里相交？ 

5-16. 如本埋图， A 是一个很宽阔的容器 . B 是一根较细 
的管子, C 是压力计。 

(1) 若拔去 B 管下的木塞，压力计的水位将处在什么地方？ 

(2) 若 B 管是向下渐细的，答案有何改变？ 

5-17. 一桶的底部有一洞，水面距桶底30 cia 当桶以 

120 m / s J 的加速度上升时,水自洞漏出的速度为多少？ 

5-18. 如本®囝，方形截曲容器侧壁上有一孔，其芥 
缘的高度为&将孔 
封住时，容器内液面 
高度达到此容器 
具有怎样的水平加 

速度 a , 即使将孔打开，液体也不会从孔中流出？ 
此时液面是怎样的？ 

5-19. 使机车能在行进时装水，所用的装置 
如本 S 图所示，颗着铁轨装一长水槽，以曲管引 
至机车上。曲管之另一端浸人水槽中，且其开端 
朝向运动的前方。试计算，火车的速度多大，才能 
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使水升髙 5. 1 m?( 不计水的黏滞性） 

5-20. 试作下击式水轮机最大功率和转速 
的计算。如本题图所示，设水源髙 A =5 m, 水流 
截面积 S = 0.06m 2 , 轮的半径及 =2.5m; 还假定 
水连续不断地打在桨叶上,打击后水以桨叶的速 
度流去。 

5-21. 在一截面积为 50cm 2 的水管上接有 
—段弯管，使管轴偏转 75' 设管中水的流速为 
3.0m/s. 计算水流作用在弯管上力的大小和方 
向。 

5-22. 在重力作用下，某液体在半径为及 
的竖直圆管中向下作定常层流，已知液体密度 
为 P ， 测得从管口流出的体积流置为0,求 

(1) 液体的黏性系数 7J: 

(2) 管轴处的流速 u 

5-23. 黏滞流体在一对无限大平行平面 
板之间流动。试推导其横截面上的速度分布公 习题 5 _ 2 1 

式。 

S-24. 密度为 2.56g/cm 3 、 直径为 6. 0_的玻璃球在一盛甘油的简中自静止下 
落。若测得小球的恒定速度为 3. 1 cm/s, 试计算甘油的黏性系数。甘油的密度为 
1.26g/cm 3 0 

S -25. —半径为 0.10cm 的小空气泡在密度为黏性系败为 0. 11 
Pa-s 的液体中上升，求其上升的终极速度。 

S -26. 试分别计算半径为 l.OxU^mm 和 5.0xH^min 的雨滴的终极速度。已知 
空气的黏性系败为 1. 81 xlO- 5 Pa-s, 密度为 1.3xlO Vcm 3 . 

5-27. —直径为 0.02mm 的水滴在速度为 2cm/ 3 的上升气流中，它是否回落向地 
面（不必考虑浮力）？空气的黏性系数可取 18xlO- 5 P. 

S -28. 在直径为305_的输油管内，安装了一个开口面积为原来1/5的隔片。管 
中的石油流置为 70L/S, 其运动黏性系数 ( 》-7 ? /^=0.00011^/8_石油经过隔片时是否变 
为湍流？ 







第六章振动和波 

人们习惯于按照物质运动的形态,把经典物理学分成力（包括声）、热、 
电、光等子学科。然而,某些形式的运动是横跨所有这些学科的，其中最典型 
的要算振动和波了。在力学中有机械振动和机械波，在电学中有电磁振荡和 
电磁波，声是一种机械波，光则是一种电磁波。在近代物理中更是处处离不 
开振动和波,仅从微观理论的基石——量子力学又称波动力学这一点就可 
看出,振动和波的概念在近代物理中的重要性了。尽管在物理学的各分支学 
科里振动和波的具体内容不同，在形式上它们却具有极大的相似性。所以， 
本章的意义绝不局限于力学，它将为学习整个物理学打基础。 

§1. 线性振动 


1.1 简谐振动的描述 

在第三章 3.1 节中已经指出，只要势能曲线有极小值，就会有振动。若 
势能曲线的极小处呈抛物状，即除了任意常量项外，势能只包含从平衡位 
里算起的位移 S (或角位移）的平 方项： 则 恢复力与位移 

S 方向相反，且呈线性关振动可用正弦函数来表 
达〔见 (3. 35) 式〕: 

s ( t ) = Asin ( u , t + v>0 ) , (6.1) 

这里位移 s 即 （3. 35) 式中的 x , 而 

f A=y2E7U^, (6.2) 

1 w = yt / 0 Vm . (6.3) 

由于 sir ^ W + A ^ coskf + po - Tr / ahcosbf + W ) ，其中以=史 0 -贫/2，故 
(6.1) 式又可写成 

«(0 = Acos(cot + v ' 0 ) , (6. 1’） 

这种 用时间的正弦或余弦函数来描述的振动， 称为简 谐振动 。小振幅的单摆 
作近似的简谐振动，此时 f / 0 " = mg / f ,*(6.3) 式得 

w =-/ g 7 i 3 ( w 0 ) s ； (6.4) 

服从胡克定律的弹簧振子做严格的简谐振动，此时^ = 由 （6. 3) 式得 
w =Vk/m = (co 0 ) m . (6.5) 

简谐振动与匀速圆周运动有密切联系。如图6 - 1所示，设质点尸在一 
半径为4的圆周上以勻角速 0) 沿逆时针方向旋转。以圆心0为原点取直角 
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图 6-1 简谐 运动与 参考固 

坐标系 arOy , 则位矢#在纵横坐标轴 t 的投影长度分别为 y = A sin ( wt + 
Vo ), ， 即 （6.1) 或 (6. r ) 式所描绘的简谐振动形式。 

描绘一个简 i 皆振动的特征参量 有三： 

(1) 振幅4代表质点偏离中心（平衡 位置〉 的最大距离， （6. 2) 式表明， 
它正比于#，即它的平方正比于系统的机械能 £■: 

A 2 ec E . (6.6) 

(2) 角频率 w 与周期 T 的关系 如下： 

7 = ^, (6.7) 

0 ) 

频芈"为周期的倒数 u = 1/ r ) ,故 

(0 = 2 -nv. ( 6 . 8 ) 

周期 r 的单位是秒 ( S ), 频率^的单位是负一次方秒 ( s - 1 ), 并有专门名称 
赫兹 （ Hz ), 角频率 W 的单位是弧度每秒 ( rad / s >。 

每个动力学振动系统都有自己固有的角频率， （6.4) 、（6.5)式中所定 
义的 （叫） a 和（叫） * 分别为小振幅单摆和弹簧振子的固有 角頻芈 。动力学 
振动系统固有角频率的一般公式为 

w 0 = ■/ Uq / in . (6.9) 

(3) 相位史=6^+史 0 ,其中史 0 为<=0时刻的相位，称为初相位。相位史对 
应于图6 - 1中参考圆运动的角位移，它代表简谐振动在一个周期内所处的 
运动状态。《相位没有量纲，其单位是弧度 （ rad )。 

相位是相对的，因对单个简谐运动来说，通过计时零点的选择,我们总 
可以使初相位 P < pO , 而多个简谐运动之间的相位差是重要的。图6 - 2 a , b , 


參在一个月内月亮由新月（朔）经上弦到满月（望），再由满月经下弦到新月。朔、 
望、和上、下弦等称为“月相”。月相的这种周而复始的变化与简谐振动的相位 （phase) 
很相似，中译名"相位”中的“相”字来源于"月相”。 





厶沪 = -jt/2 


c , d 中分另 lj 给出相位差 A 史 =0, - tt /4, - tt /2, — it 的两个同频简谐 
振动 s ,(0 和 s 2 ( t ) 的曲 Si 

线。可以看出，相位差 s 

反映着两个简谐运动步调 ° ^~ r 

先后差多少。以后我们会 K ^*^#=0 

逐步体会到，“相位”的概 S 

念不仅在传统的物理学和 0 r 

工程技术上有着重要的意 

义,在物理学近年来发现 I S| b . A ^-,/4 

的许多新奇现象里（如 AB s 

效应、 AC 效应、分数 M 子 0 t 

霍耳效应等），相位也扮演 / „ 

着有卢有色的角色。 si 5 , 0 = _n 

我们说振幅、角频率 ____^ 

(或频率、周期）和相位是 - 4 

描绘简谐振动的三个特征 d -^ = "" 

参摄，是因为有了它们就 图 6-2 不同相位差的同频简谐运动 

可以把一个简谐振动完全确定下来。比方说,我们需要将图6 - 1中的一条 
振动曲线传送出去，如果用扫描的办法，所需的信息量是很大的。其实我们 
只需将上述三个特征参龟传送出去就够了，信息量被大大压缩。 

例題丨半径为 r 的小球在半径为 ft 0 

的半球形大碗内作純滚动，这种运动是简 r t I 

谐搌动吗？如果是，写出它的周期表达式 \ A / 

来。 \ \ J 

解 ：如图 6 -3 所示，设大球心 O 到小 
球心 c 的联线与铅垂缦之问的夹角为 
显然0 = 0为平 ㈣ 置。小軸质心 （7 在- 

个半，为及 - r 的弧线上运动，设它，过 W 图 6 _ 3 例題！—碗内滾球 

弧长为 S , 故其速度 v c =s = ( R - r ) O . 设小 

球相对于自身中心的角位移为史，纯滾动的条件为 w c = r / 从而两个角速度之间的关 

系为： 、 • • 

(R - r ) 0 = r < p 9 

小球的势能为 

e 9 = rng(R - r ) ( 1 - cos ^) * ^ mg(R - r )$ 2 9 ( OCl ) 

此公式与摆长为 /?- r 的单摆势能表达式完全一祥，只在小振椹 （分 <: i ) 的情况下正比于 
位移的平方，振动才是简谐的。小球的动能为 




图 6-3 例題1——琬内滚球 


(R - r ) e = r '< p y 
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= Ymv c 1 + y Ic ( R - r ) 1 e 1 +- j - r 1 ( g'j ]=^ m ( R - r ) 1 0 1 , 

总机械能为 7 .. 

E = E k + E t —^ m ( R - r ) 1 〆 * •士 mg ( R - r ) e \ 

求它的周期可利用 （3.36) 式 r =2 v ^7 l ^, 不过当时推导此式时，只有平动，没有转动， 

动能项的系数是这里有了转动，上式动龅项的系数是所以援用 （3. 36) 式时 

应将该式中的 m 代之以 fm , 而=#,故周期为 

例题2水面上浮沉的木块是在作简谙搌动吗？如果是，其周期为多少？ 

解 ：如图 6 -4 所示，当木块上下傭离平衡位置的 
距离为: r 时，它所受到的浮力与重力之差为 
f : ~Pi,Sgx, 

式中 S 为木块的橫截面积，为水的密度，负号表示 
此力的方向总与位移相反.亦即是一个恢复力。上式 
表明，木块受到的是一个相当于劲度系数 A 为知 的 
准禅性力，它的运动是简请搬动，其周期为 

T ~ 2 nJ ^. I 图 6-4 例题2——沉浮的木块 

概括起来，从动力学的角度看一个物体是否在作简谐振动，可以从势 
能与位移之间的平方函数形式来判断，也可以从力与位移之间的负正比关 
系来判断。简谐振动在运动学中表现为时间的正弦或余弦函数，但并非所有 
作正弦或余弦运动的物体，在动力学中都符合上述判据。 

例題3如图6 -5 所示，劲度系数为*:、质董为 M 的弹簧搌子静止地放置在光滑的 
水平面上，一质量为 m 的子弹以水平速度 W | 射入 M 中，与之一起运动。选 m 、 W 开始共 
同运动的时刻为 t =0,求固有角類率、振幅和初相位。 

解 ：碰后 搌子的质置为 M + m , 故固有角頻率为 



岣 = 士7^. 

选如图所示坐标， 由砝撞 过程中动量守 
恒得碰撞后的共同初始速度 




mv t 

Af + m ， 


—WWWW— w 


图 6-5 例题 3 ——子弹射入弹簧振子 


这里《，和％都取负值。初始动龅为 +( 汾 + m ) t >。 2 , 在最大位移处它全部化为弹性 
势能由此得 
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“風 4 




x 

v 


"V k ^ ~v k(M^m) 

初相位的定义有赖于位移: r 采取正弦还是余弦表达式。若采取后者，则 
x = Acos (^ 0 i +^ 0 ) , 
dr 

V = dF = ' 

在 Z » 0时刻有 

= Acos < p 0 = 0, ( a ) 

=- WoAsixupo = v 0 <0, ( b ) 

由 （ a ) 得史 0 =± ir /2, 再由 （ b ) 判断，应取正值，即 p 0 = ir /2. | 

例題 4 如图6 -6 所示，在一劲度系数为 A 的弹费下面挂一质量为 Af 的水桶，以振 
幅'上下振动。水桶底上有一小洞，水慢慢从中向外滲出。当水桶从上向下经过平衡点 
时，一滴质董为 m 的水大到表面张力不能支撑的地步而滴落下来。求此后水桶的运动情 
况。 

解 .•水滴滴落后水桶仍作简谐振动，不过它的角频率由0>。= 
vOT 变为新平衡位置在原来之上距离为的 
地方。取: r 轴向上，设水滴滴落后水捅的振动为 
X = Acos ( wt ^ tp 0 ) 9 
取水滴滴落的时刻为 f =0,则在此时 

x = i 4 cos ^> 0 = 一 mg / k ， 


由此得 


x = -Wi4sin^> 0 = -wqAq. 




从 tan < p 0 < 0 知沪 。可能在第二、四象限，由 cos ^> 0 <0 和 sin ^ 0 > 0 知 
<Po 应在第二象限。有了频串似、振幅4和初相位 Vo , 对水桶运动的 
描述就完备了 。I 
1.2 简正槙 


图 6 -6 例题 
4——弹簧 
与漏捅 


一个较复杂的系统，臂如由多个弹簧振子耦合在一起所组成的系统，各 
振子可能有不同的固有频率。整个系统将怎样运动？它们将按某个或某几 
个统一的频率振动，还是系统内各部分自行其是,各唱各 的调？ 如果这系统 
是孤立的，它与外界没有牵连，则因系统的总动量守恒，不按统一的频率振 
动是不可能的。那么，统一的频率由谁决定？下面我们将用一个较为简单 
的例子来说明。不过在此之前,我们还请读者做点数学上的准备。 

下面我们要用复数来表示简谐振动。复数 Aza + iv ( i =/ TT ) 的概念 
是大家在中学代数中就已经学过的，但这还不够，请读者先读—下附录 C ， 
有关的内容就不再在这里重复了。 

在图6 - 1中我们已经看到，简谐振动可以用一个勻速旋转矢置的投影 





来表示，而平面上的一个矢量又与一个复数相对应，故简谐振动 

s(t) = Acos(cot+ip 0 ) 

也可用一个复数 

s(t) = Ae Ha,tV0> 

的实部或虚部来表示。上式右端又可写为其中 

A = Ae >ro 

称为 复振幅 ，它集振幅 A 和初相位 < p 。 于一身。于是，简谐振动的复数表示可 

写为 s(0 = 2 e '-*. (6. 10) 

如果釘<> 代表位移的话，则速度和加速度为 

v = = iws, 

at 


=^ = (*<o ) 2 s = - (O 2 s, 


亦即，对 f 求导数相当于乘上一个因子 iw , 运算起来十分方便。 

例題5 (1) 图6 -7 为一个线形三原子分子 t mA 

的棋型。假定相邻原子之间的结合力是弹性力，它们正 o-vwh§-vw v -C 

比于原子的间距，求分子可能的纵向运动形式和相应 A 8 A 

的振动角頻率。<2) CO : 分子的两个振动纵摸 的頰率 图6 - 7 例题5—三原子 
分别是 3.998 xlO l 3 Hz 和 7.042 xl 0 n Hz , 试求 CO 鍵的弹 分子 4 B 的振动 

性劲度系数 fc 原子质 t 单位>1 = 1.66(^10^ 7 1^,碳的原子纛=12,氧的原子量=16. 

解 :（1)从左到右设三原子的坐标依次为 X ,、 4、則它们的运动方程为 


I =-k(x 2 -x l ) - 

= -k(x 3 -Xj). 


- fc ( a : z - a ： 3 ). 


设解具有复数 形式： 〜 

= A, e- (< = 1.2,3). 

代入上列运动方程，注意求导算符 dVdt 2 相当于 （ iw ) 2 =~^ 2 , 消去公共因子 e w ，经移项 
并整理，得总的线性齐次联立代数方程组： 

卜 2 部々 卜 0 ， 

' ^ + (^-^ + ^ =0 ' 


$ + 卜 2 -忐 H 3 = 0- 
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此齐次联立方程组可解的条件是 




忐 =0 . 


)-2 

V mj \ m B / ' m A /m A »» B 

因式分解，得 

= 0 . 

' m A /V m.m B / 


由此得 o ; 2 的三 个根： 

2 k 2 _ *(2 m A + m B ) 



d> 3 2 = 0. 


将三个 d 的根分别代回联立方程组，得每个运动模式中琢子振 幅之间 的比例 关系： 
对于 叫： X , =- X it a 2 = o ； 

〜 *v , *v 

对于 ti > 2 : A { = A, = - ( wi B /2 m A ) A 2 { 

对于 o >，： A, = ^2 = 木. 

可以看出，零麵叫代表*个分子剛性平动（见图 6-8 a ), 并非内部的搌动棋式，我们不 

感兴趣。 

o >, 代表的搌动模式如图6 -8 b 
所示，中央原子2不动， 两恻原 子丨和3 
相对运动；叫代表的振动模式如图6 
-8 C 所示，两側潭子丨和3相对静止， 

它们整体与中央原子作相对运动。叫 
和％便是这种 ' B 线形分子两个可 
能的纵向振4糢式（称 为简 正模）的 
固有*率。 

(2) 将二氧化碳分子的两个纵摸 
振动频率数据分别代入和叫的表达式，各求得一个 Jk 的 数值： 
k , = m 0 ( o, 1 = m 0 ( 2TTv ,) 1 = 16 x 1. 660 xl 0' ：7 kgx (2 irx 3. 998 xlO ' 3 Hz ) 2 = 1676 N / m ； 



M^^ J = 2 ~^( 2 -^=i^xL660 xl0 -”k g x (2lrx7 .04 2xl0 i3 Hz) : 
=1418 N/m. 

如果我们的模型是对的，則算出的两个 A 应当相等。现在的结果表明，这个化学鍵的经 
典禅簧楔型大体上还能说明一些问*,但不够猜确 。I 

从上面的例子我们看到 ，一 个多自由度的线性动力学系统将按一些简 



正模的频率 （ 简正频率）来振动。一般说来，简正模是系统中各自由度运动 
的某种特殊组合，是整个系统集体的运动方式,不是由其中个别振子的行为 
所决定 的。® 

1.3 阻尼振动 


在 1. 1节里我们讨论的是保守的动力学振动系统，按照牛顿第二定律， 
它们的运动方程为 


或 f |_4 = 0 . 

dr m 

然而，保守系统只是理想的情况，实际中总不可避免地存在阻力。在有阻力 
的情况下，运动方程应修改为 


在简谐近似下 


去 (/«+/*) = 0 _ 


4 


即它正比于是 S 的线性函数。 / a 的方向总与速度 W 相反，其大小也与 
速度有关，而且常常是复杂的非线性关系。在一定条件下〔如低雷诺数下的 
流体阻力（见第五章 5. 4 节）〕 f a =-yv, 是 w 的线性函数, 于是： 

m m 

式中 <8 =y/2TO. y 叫做阻力系數，卢叫做 f 且尼 常量 。•将 以上两式代人 
(6. 11) 式，得线性阻尼振动系统的运动方程 如下： 

d? + S + s = °' (6 - 12) 


o —个系统的不同简正模彼此互相独立,可以线性叠加。如果初姶运动状态符合 
某个简正模的模式,动力学系统将按此模式振动，其它模式不激发；如果初始运动状态 
是任意的，动力学系统的运动状态将是各简正模按一定比例的叠加。对于一个微观系 
统，由于热运动引起的能量涨落，只要温度足够高，各简正模都会在一定程度上激发起 
来。在这种意义下，简正模是当今凝聚态物理学中重要概念“元激发”的萌芽。 

• 物理学中物理 M 的大小都是相对而言的。因为只有量纲相同的量才能相互比 
较，引进阻尼常 ft 0的好处是它具有与角频率相同的量纲。为了更好地描 述—个 振动系 
统阻尼的大小，人们还引 进一个 无量纲的参董 A 叫（叫做阻 尼度） 来刻画一个振动 
系统阻尼的大小。 




采用振动的复数表示 


8( t) = Ae'-', 


将它代人 (6. 12) 式，得 

-(&> 2 - i 2 p<o - ( o 0 2 ) s ( t ) =0. 

s ( t ) 有非零解的充分必要条件是 w 满足下列特征 方程： 

w : — i 2^0) — eo 0 2 =0 (6. 13) 

这个二次代数方程有两 个根： _ 

to = : tVW - p 2 + ip, 

按照叫 2 大于、等于或小于0 2 ,系统的行为分成三种不同情况。 

(1>当 W >) S 2 ( g 卩阻尼度4=/3/叫<1)时，根号下是正数， w 有一对复 

根 w = ± Wr + i 沐 其中叫 =7^^. 这时釘《)是两指数项的线性 组合： 
s ( t ) = e ，； e i •^' J + A 2 e - ,^ " , ), 

为了得到实数的 s ( t ) ，可令；则上式化为 

s ( t ) = ye ^ , ( e l< *" i * f, ° , + e -1 (一。> )= Ae ' e ， cos ( a ) r t +< p 0 ). 

这时振动类似于简谐振动，只是振幅随时间 
按指数律 衰减： A ( t ) =A （见图 6 -9 )。 

这种情况称为阻尼振动。 

从理论上看,无论 /3 是大是小，振幅都需 
要无穷长的时间才能衰减到 0. 为了比较衰 
减的快慢，人们常把々的倒数作为衰减的特 
征时间，在此时间内振幅衰减到原来的 1 /e 
-37%.々愈小，表示衰减得愈慢。在阻力系 
数 y —定的情况下，质量 m 增大可使减小。因此为了减小阻尼，往往采用 
密度较大物体（如铅球）作为摆锤或振子。 

在实验中为测量阻尼的大小常常引人一个叫做对数减缩的量，其定义 
为相隔一个周期7 1 前后两振幅之比的自然对數。记对数减缩为乂，则 

A = HaV^\ = P T - (6.15) 

这里 T =2 ir /( o r . 实际测量时，人们往往采用相隔 n 个周期的两个振幅之比， 
即 


(6. 14) 
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若《较大，测量的结果可以较准确 a 


(2) 当 〆 < 〆 （即阻尼度4=沒/0>。>1)日寸，根号下是负数，0>有一对纯 
虚根 w = i (卢±况），其中 j 8 r = v ^^. 这时 

s (0 = A , e __' + A 2 e - (0 - $r，t , (6. 16) 

这时偏离平衡位置的距离随时间按 
指数律衰减，而不振动 （ 见图6 - 10) 。 

这种情况称为过阻尼。 

(3) 当即阻尼度 / I #/% 

= D 0' t . 根式等于0, w 有一 对重根 w 
= iA 这是介于上述两种情况之间的 
临界状态，称为临界阻尼。在临界阻 
尼的状态下，运动物体回到平衡位置， 图 6 - 10 临界咀尼与过阻尼 

并停在那里，所需的时间最短（见图6 - 10)。 

在不同的阻尼情况下，灵敏电流计的指针可以围绕平衡位置（读数）作 
上述三种之中的任何一种运动。为了尽快得到读数，阻尼振荡和过阻尼的状 
态都是不希望有的。我们需要调节电 路参摄 ，使电流计处于临界阻尼状态。 



在第三章 3. 2节里我们给出了一些保守系统的相图（如图 3 -18, 图 3- 
20,图3 -23,图3 -24), 在那里相空间的“体积”是守恒的 3 耗散系统则不 
同，它们的相空间是收缩的。图6 - 11给出一个 
阻尼弹簧振子的相图，从中可以看出，随着振幅 
的指数衰减，相轨向内卷缩，呈螺线状。如果我们 
在相平面上任意划出一个区域来,这个区域的大 
小也将按指数律6_ 2 〜收缩,最后趋于中心的不动 
点 0( 稳定平衡位置）。我们说,在这里0点是动 
力学系统的一个吸引子 （ attractor )。 

14 受迫振动 图6 - 尼振动的相图 



没有外部能源，耗散系统的振动是不能持久 
的。激励振动的方式主要有用周期力和单方向的力两种。这里只讨论前者， 
到本章§3中再讨论后者。 

用周期力驱动的振动，叫做受迫振动。受迫振动系统的运动方程比 （6 . 
11) 式又多一项驱动力 

/ S = Fcoswt . 

从而整个运动方程为 
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砮 - (6,7) 

或 + ^7 + = ~ coscot . (6. 18) 

d t Qfr 77Z 

这个方程右端多了一个非齐次项，仍是线性的。凡线性的振动方程都 
可用复数法来解。为此我们把右端的非齐次项也写成复数 形式： 

U +2p ft +toli= m e，U， - (618 ’) 

设上式的解具有复指数 形式： 

g = 

代人 (6. 18') 式，得 

- (<o 2 -i2fi(o -iol) Ae lv, = £e'-*, 

消去公共因子 e 1 * 11 , 解得复振幅为 

h F 

Tti( 6>o 一似 2 + i2pw) ' 

为了得到受迫振动的振幅和相位，我们下一步需要求复振幅的模和辐角，为 
此只需求右端分母的模和 辐角： 


故 


! (ol - a> 2 + i 2(3 co I = y/((ol - ( o 2 ) 2 + 4/3 2 


^8(^0 ~ + i 2^8 o >) 

振幅力=|2| 

相位 


L 20 (o 

0)q ~~ (O 


F 


^(<ol - co 2 ) 2 + 4fi 2 
= arg ^ = arctan ~ 2 2 ^ w 2 . 

<o 0 - (O 


(6. 19) 
( 6 . 20 ) 


与前面相比 （6. 20) 式右端宗量里出现负 
号，是因为前面是复振幅分母的辐角。应注 
意：（6.20)式中的相位 p 是振动的位移 
*(0相对于驱动力而言的，因为我们前面 
已设驱动力的振幅 F 为实数，亦即它的初 
相位为 0. 

上面所讨论的是在驱动力的持续作用 
下系统所达到的定态。实际上，在开始的一 
段时间里有一段暂态过程，它是 1. 3节中所 
描述的某一过程，臂如说阻尼振荡过程（见 


定态 


皙态过程0 


二者叠加 


( RF 曙關 


tea 


图 6-12 定态与暂态过程 
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图6 - 12 b ) 与本节所给出的定态解（见图6 - 12a) 的叠加（见图6 - 12 c )。 
除了位移之外，有时我们更感兴趣的是速度 V ，因为 
ds . 〜 


v = 


dt 


并注意到 i = e iv /2 ，所以，速度的振幅 V = w A , 速度的相位化=|作.亦即, 
对于速度来说， 

振幅 wF 


y/(u>0 - (i) 2 ) 2 + 

相位 <P V = ^ + argA = 令- arctan f 卩 

L z (O 0 - 0) 

驱动力在一个周期内所作的平均功率为. 

P = ~ ^ v dt = 盖丄 FVcoscotcos(<ot + <p v ) 


( 6 . 21 ) 
( 6 . 22 ) 


cU 


(oFV 

4ir 


I ( cos^„+ cos(2iot + <p v )) dt 


=yFVcosv>„ (6.23 〉 

它直接与速度的振幅 V 和相位有关。 

1.5 共振 


现在让我们来仔细讨论一下由 （6. J 9)-(6. 22) 诸式所给出的振幅和 
相位随频率变化的情况。无论选 w 或 o ;。 作变量，位移和速度的振幅都有一 
个极大值。阻尼/3愈小峰值愈尖锐。这种现象叫做共振。这里应注意到，在力 
学里和电学里考察的着眼点还有所不同。在机械的振动系统里，往往系统的 
固有频率似。是固定的，驱动力 的频率 w 可以 调节; 此外，机械振动系统中的 
位移是比较容易观察并产生直接效果的。然而，在振荡电路里，固有频率叫 
是可调的，驱动力是外来的讯号，其频率 w 是给 定的; 此外，电路中重要的变 
量是电流，它相当于这里的速度。所以，在力学里应着重考察位移随驱动频 
率 w 的变化，而在电学里应着重考察电流（速度〉随固有频率 w 。 的变化。然 
而从功率的角度看，在任何情况里我们都应着重考察速度。 

(1) 位移振幅 A 随 w 的变化 

取导数 AA /6 oj =0 不难求出位移共振峰的位置 

CO = y«Uo - 2/ S 2 (6. 24) 

和高度 乂扱 * = - - (6.25) 

2m^/a) 0 - p 2 




图 6 - 13给出曲线（幅频响应曲线）的全貌，由此可以看出， （ a ) 
共振峰的高度随的减小而急剧增长，且变得愈来愈尖锐。 *( b ) 阻尼月—0 
时共振峰的位置趋于 w =%处。随着/3的增大共振峰的位置略有偏移。 （ c ) 



图6 - 13位移共振惓頻响应曲线 图 6-14 速度共振椹频响应曲线 

当0吋，无论卢为多少， A 趋于一个定值以弹黄振子为例， 
o 4= fc / m ， 于是所以4。的物理意义是用大小为尸的静力（零频力） 
所产生的位移。我们可定义 a = 为“动力学放大因子”，以表征共振所 

产生的动力学效果。在发生尖锐的共振时， a 可以远大于 1。 （ d ) 当 
时，无论卢为多少，4和**->0。这表明，若驱动力的变化太快，由于存在惯 
性，物体来不及跟随，它就静止不动。 

(2) 速度振 幅随％ 的变化 

取导数 dV / da ;。 =0不难求出速度共振峰的位罝 

(o 0 = <o ( 6. 26 ) 

和高度 V s >； = 2^0 (6.27) 

图6 - M 给出。幅频响应曲线的全貌，由此可以看出与 （1) 相同的特点 
( a ) ，即共振峰的高度随沒的减小而急剧增长，且变得愈来愈尖锐。然而，共 
振峰的位置叫= w 是不随沒而变的。 * 此外，无论叫》 w 还是叫 《 w ， V 都 


O 在无线电电路中谐振峰的尖锐程度意味着电路选择性的好坏。在那里人们常 
用另一个无量纲的参 《0=叫/2/3( 叫做 0值,或品质 因数） 来刻画电路的选择性能 。可 
以看出，<3值与我们前面引人的阻尼度/ I 的关 系是 ： Q = \/ 2 A . 

♦取 dV / dft ^ O 或 < L 4/ d^ D =0求极值.所得共振峰的位置皆 位于叫 =6>处，不随泠 
而变。 
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趋于0,物体静止不动。 


(3) 相位的变化 


在图6 - 15中给出了位移和速度的相位^和随频率变化的曲线（相 
频响应曲线 ） 0可以看出 ,^E CO =(0 0 处史 =- tt /2, (P v =0. 此时 （6. 23) 式中的 
功率因子达到极大值 1. w/o> 。一 *0 时， 屮一 *0, <p „— *• tt/2 ； to/a> 0 — + oo 
日才 ， <p —»- ti , ip v -*-ti/2. 


人类观察到共振现象的最早文 
字记载 ，可上溯到公元前3世纪。<庄 
子 • 徐无鬼》中有这样一 段话： “为之 
调瑟（一种弦乐器），废（放置）于一 
堂，废于一室，鼓宮（音调名）宮动， 
鼓角（音 调名〉 角动，音律同矣。”这 
是说，如果两个瑟音调（音律）相同 
的话，则拨响了这只瑟的“宫（或 
角）”弦，另一只瑟的“宫（或角 ）” 弦 
就会受前者的影响而振动起来。宋朝 
的沈括 （11 世纪）在 《梦溪 笔谈》里 
说: “予友人家有一琵琶，置之虚室， 
以管色奏双调，琵琶弦辄有声应之。 
奏他调则不应，宝之以为异物，殊不 
知此乃常理 。二 十八调中但有声同者 
即应……”他以科学的道理破除了 
友人的迷信。 



图6 - 15共振 
相频响应曲线 


据说，160多年前，不可一世的拿破仑率领法国军队人侵西班牙时，部 
队行军经过一座铁链悬桥,随着军官雄壮的 U 令，队伍跨着整齐的步伐趋向 
对岸。正在这时,轰隆一声巨响，大桥坍塌，士兵、军官纷纷坠水。几十年后， 
圣彼得堡卡坦卡河上，一支部队过桥时也发生了同样的惨剧。从此，世界各 
国的军队过桥时都不准齐步走，必须改用凌乱无序的碎步通过。一般认为， 
这是由于军队步伐的周期与桥的固有周期相近，发生共振所 致。！ 940年，美 
国的一座大桥刚启用四个月，就在一场不箅太强的大风中坍塌了。风的作用 
不是周期性的，这难道也是共振作用?其实，风有时也能产生周期性的效果， 
君不见节日的彩旗迎风飘扬吗？图6 - 16是一张在风洞里拍摄的激光干涉 
照片，它显示了气流经过圆柱体时产生的左右相间的旋涡。在流体力学中， 
这现象叫做卡尔曼涡街 (Karman vortex street , 参见第五章 5 . 5 节），它是 
流速（更确切地说，应是雷诺数〉超过一定限度时产生的一种对称破缺现 
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图6 -16 卡尔曼涡街 

象。正是这种不对称的卡尔曼旋涡摇撼着钢索，在共振的条件下摧毁了大 
桥 0 

看来，在我们的生活里，特别是现代化的生活里，充满了各种自然的和 
人为的振动,必要的、不必要的、以及有害的振动。汽车在颠簸的道路上行 
驶,会引起车厢的 振动; 机器的运转，会引起基座、乃至整个厂房结构的振 
动; 更不要说狂风和地震造成大规模破坏性的振动了 。减 振和防振是工程技 


*審 



a . 汽车的誠 穠系統 b . 臧振包装模9 c . 多级低邏濾波 


图6 -17 机械滤波装置 


术和科学研究里的一项重要任务。减振和 
防振的办法，除了使用阻尼器吸收振动的 
消极办法外，枳极的措施是利用共振的原 
理来设计各种机械滤波装置，把最有害波 
段的振动滤掉。我们把弹簧-质量系统作 
为典型的机械振动模型，图6 - 17 a 是一辆 
汽车的减振装置模型，这里有三级滤 波:最 
下面的一级是轮轴和轮胎组成的弹簧-质 
量系统，车身和底座弹簧构成第二级，乘客 
和座椅弹簧构成第三级。当质量较大而弹 
簧的劲度系数相对来说较小时，各级振动 



图 6-18 中山大学引力波 
检测器的隔振系统 


系统的固有频率足够低，就可形成一个低通滤波器，把大部分有害的高频振 
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动滤掉。图6 - 17 b 是运载精致物件所用两层减振包装的模型，这也是一个 
低通机械滤波装置。一些现代的精密仪器，如扫描隧道显微镜，需要高度防 
振，也可采用类似图6 - 17 c 所示的多级低通滤波系统。作为一个实例，见 
图6 - 18所示的中山大学引力波天线隔振装置。引力波是极其微弱的，对 
系统的隔振要求非常高，单一的系统难以达到,需要采用多级串联的方式。 
该装 W 的隔振台由附加阻尼的空气弹簧隔振平台、金属-橡胶声学隔振堆 
和天线悬柱支承组成，重40吨。整套装置建立在半开放式的地洞中，以进 
一步衰减地面的振动。 


§2. 振动的合成与分解 


f 

9 


(6.28) 


(6.29) 


2.1 ■- 维同频振动的合成 

设有两个同频的简谐振动 

5 , ( t) = A x cos(cot + <p i 
S 2 (t) = A 2 COS(a)t + <p 2 ) 

它们的和仍为同一频率的简谐振动 

s(t) = s, (0 +s 2 (0 = i 4 C 0 S((c>t + (p ), 

求此合成振动的振幅 4 和初 相位心 这就是一维同频振动的合成问题。这里 
W S | («)、 S 2 U ) 和 s («) 可以是机械振动的位移，也可以是交流电中的电压 
或电流，或声波中的流体压强,电磁波中电场、磁场的某个分量，等等。所以， 
这类叠加问题在力学、声学、电学光 
学中广泛存在。尽管研究对象不同， 

但处理的方法是一样的。现在我们 
来介绍处理这类问题的一般方法。 

直接采用三角函数方法来处理 
这类问题是可能的，不过计算起来 
比较麻烦。首先我们还是利用图6 - 
1 中介绍过的参考圆周运动。如图6 
- 19所示，用 M 、$分别代表简 
谐振动和5 2 («),即《=0时刻 
这两个矢量的长度和仰角分别为 
為、木和 A 由于频率相同，它们 
以共同的角速度 W 旋转，从而保持 



图6 -19 同频简谐振动的矢量图解法 


彼此的相对位置不变。用平行四边形法则求出合成矢量5?=，则 
合成矢贵 M 的长度 A 即为合成振动 S ( f ) 的振幅，仰角即为 S ( t ) 的相位， 
它在横轴上的投影即为 s ( f ) 本身。从图6 - 19中的几何关系不难写出 
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A = y/(A { coS(p ， + A 2 cos^ 2 ) 2 + (A, sin^p ， + i4 2 sin^ 2 ) 2 
=V^i + ^2 +2A l A 2 cos((p 2 -(p l ) 9 


(p = arctan 


^4, sin 妒 [+A 2 sin 屮 2 
A, cos 妒 ,+i4 2 cos 妒 2 


(6. 30) 


我们也可以用附录 c 介绍的复数方法来处理这个问题。用复数 
»|(0 =^1 e i(o ， w ， ,, =A 1 (cos(w<+^ 1 )+isin(<u«+^ l )] ,l 3 
s 2 (t) =_A 3 e 1( — 2> = A 2 〔 cos(<^+^)j)+ isin(wt+ 炉 2 )〕. t 


来代表简谐振动 S , (t)、s 2 (f), 则二复数之和 

s(t) =A[cos((ot+<p) +isin((ot+^>) J 

s ,( t ) + s 2 ( t ) = A l cos ( mt + tp l ) + A 2 cos ( a>t + < p 2 ) 

+iCi4,sin(wi+ ( p l ) +A 2 sin(ftj<+a> 2 )]. 

取 t=0, 则有 

^(cos<p+isin(p) = >l l cos^) l +i , l2Cos^ 2 +i(i4 1 sin^> 1 +yljSin^ 2 ), (6. 32) 
不难看出， s ( t = 0 ) 的模 4 和辐角史的表达式与 (6_ 30) 式是一样的。 

简谐振动合成的重要特点之一是，合成振幅4的大小与分 S 的相位差 
△史 =A-<Pi 有密切关系。例如，当两分量的振幅4 =4 2 时，若 Ap=0, 力= 
•A, +>i 2 =2_A, ;若 Ap = tt , 贝 ij A =_A_ =0. 

2.2 二维同频振动的合成 


现在我们考虑两个相互垂直的同频简谐振动 

x{t) = A x cos (&>< + <p r )] 
y(t) = A y cos(<ot +Vy ) / (6 33) 

的合成问题。合成运动的情况与相位差△史有关，轨迹一般是楠圆。 
在 A 史=0、±11时退化为 直线； 在七 =A y 且时退化为圆。合成的 
详细情况见图6 -20, 椭圆轨迹总内切于边长为2^^的矩形，当 - tt < 
A^<0 时沿逆时针方向旋转, 0 < < T7 时沿顺时针方向旋转。 



图 6-20 二维同頰振动的合成 
从 (6. 33) 两式中消去可得轨迹 方程： 

^ + A ^ ~ A ^ A~ y COSA<p = sin2A ^- (6.34) 





前面的结论都可通过求解轨迹方程得出。 

2.3 不同频振动的合成和同步锁模 

频率不同的振动合成问题一般比较复杂，我们在这里只讨论某些简单 
而有兴趣的特例,或只给出一些定性的结果。 

(1) 一维情况 

考虑下列两个頻率不同、但振幅和初相位相同的振动的合成 问题： 
s,(0 = A cos( l 

s 2 (0 = A cos((o 2 t+(p) I (6.35) 

利用三角恒等式，有 

s(t) = S,(0 +S 2 (t) = j4[cOS(w,«+^) + COS( 6 » 2 < + 炉）〕 


= 2j4cos 宁叫宁 …) • 

我们感兴趣的是两振动的频率非常接近的情况，即 


我们感兴趣的是两振动的频率非常接近的情况，即 1^-^ |《力|^ «叫 

或这时上式中的第一个因子 cos 相对于后者在时间上是缓变 

的，它可看作是 SU ) 振幅的变化（见图6-21)。这种振幅时大时小的现象， 

S| ^ MM/WVWWWWWWWWW\A/WWW . 【 

的变化，所以振幅变 S : WV \ AA / WWWVWWWWW \ AAAAAAAA ^- 1 

1^11% ㈣ 

的两倍，即拍频是两 

振动频率之差的绝对 图 6 _ 2 丨差拍现象 

值： 

仿拍 = 10> 2 - ft >, | , (6. 36) 

或者说，振幅变化的周期是该因子周期的 一半： 

Tk = I ' ( 6 . 37 ) 


;:: w wwwwwwvwwwww wwvw—. 


田 6 -21 差拍现象 


拍是一个重要的现象，有许多应用。例如，我们可以利用标准音叉来校 
准钢琴的频率，这是因为音调有微小差别就会出现拍音，调整到拍音 消失， 
钢琴的一个键就被校准了。又如，超外差式收音机利用的就是外来讯号和本 
机振荡之间的差拍频率。 


上面 有关拍 频现象的计算只是从数学上考虑的，其中两振动是线性黉加的，并未计 
及任何物理上可能存在的相互耦合。当计及一定的非线性耦合时，就可能出现所 谓“同 
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步现象”，即两振动系统锁定到同 
一频率上。在历史上首先注意到 
此现象的是17世纪的惠更斯，他 
记载了家中挂在同一木板隔壁上 
的两个挂钟因互相影响而同步。 
19世纪的瑞利观察到两风琴管靠 
近时会同步,较远时才发生差拍。 
本世纪发展了无线电电子技术 
后，工程师们都知道，在本机振荡 
频率附近有一频段，在其中由于 
频率太接近而发生同步现象，超 
外差式接收机不能工作。在电子 
示波器中，人们则充分利用同步 
作用把波形锁定在屏幕上。 

(2) 二维情况 

当两个互相垂直的简谐 
振动频率不同时，合成的轨 
迹与频率之比和两者的相位 
都有关系，图形一般较为复 
杂,很难用数学式子表达。当 



迹是闭合的（见图6 -22〉， 
运动是周期性的。这种图形 
叫做李萨如 ( Liss ^ jou ) 图形。 


图6 - 23 给出一个演示 
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图6 -22 李萨如图形 


这类问题的一个简单^实验装置——沙漏单摆。当单摆 
前^动时.摆长为左右摆动时摆长为 i 互 m~^Ac 
和^的比例，我们可以得到不同的李萨如图形。演示李 
萨如图形的现代化手段是用电子示波器。当然，这也许 
没有上述机械装置来得直观。 

由于在闭合的李萨如图形中两个振动的频率严格 
地成整数比,人们可以在示波器上用李萨如图形来精确 
地比较频率。在数字频率计未被广泛采用之前，这是测 
量电信号频率的最简便方法。 


当两个相互垂直的简谐振动频率之比是无理数时，合成的运 
动永远不重复已走的路。时间久了，它的轨迹将稠密地分布在由 



图6 -23 李萨如 
图形的演示 
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图6 -24 
准周期运动 


振幅限定的整个矩形面积内（见图6 - 24) „这种非周期运动叫做准周期 
( quasi - periodic ) 运动。拓扑学家证明，准周期运动在结构上是不稳定的，稍有参量变 
化,譬如引入微弱的耦合，两个振动的频率就会锁定到一个相近的有理数比值上。这也 
是一种同步锁模或锁频现象，亦即，锁定的频率比可以是任何有理 
数，上面所说的1: 1同步只是锁频现象的特例。无论平行还是垂直 
的振动合成,都可能发生一般有理数的锁频现象，只不过约了分的 
分数分母愈小，锁频的范围就愈宽。 

顺便提起，同步锁模现象绝不限于两个振动的合成问題，任何 
物理现象，乃至整个自然界里的现象，只要内在机制中存在两个不 
同的周期（时间或空间 的）， 就可能发生频率的锁定现象。參本章例 
题4中吊在弹簧下漏水的水桶就是一个例子。水滴从小到大，达到 
—定的临界质童 w * 时就会滴落，这®要一定的时间 r ‘. 如果水 
滴-弹簧系统的振动周期 r 比 r ' 略短，当桶达到最低点向上回升 
之时,会给水滴一个向下的惯性力，促使它在即将达到临界质量之 
前滴落.于是滴水的周期 r 被锁定到 r 上。每个生物体都有生物化学反应等因家所决定 
的生理节奏.即所谓“生物钟”。有人做过实验,把生物体关在暗室里，生物钟是很不准确 
的，周期大约是25到26小时。当生物体生活在正常的环境里，它的生物钟就被锁定到 
24小时的昼夜周期上。近代喷气式客机可以在 不到— 天的时间内跨过几个 时区打 乱了 
乘客原来的生物钟节赛，他们霱要一定的时间来克 眼这种 “喷气机时差 （iet lag )” 效 
应。我们可以再举几个天文学里的例子。水星的自转周期与它绕日公转的周期为 2 : 3 , 
产生两个自由度之间耦合作用的显然是引潮力。土星的光环内有许多缝 （见图 6 -25), 
其中最大的是卡西尼 （ Cassini ) 缝•用幵普勒定律可以从它的半径推算出那里的粒子绕 
土星的周期。离那里最近的一个大卫星 
是土卫 一（ Mimas ), 卡西尼缝与土卫一 
公转周期之比是 1:2. 大家知道,太阳系 
里火星和木星之间有一个小行里带，在 
其中也有一系列细缝，称为基尔武德 
( Kirkwood ) 缝。它们显然是受太阳系中 
质量最大的木星的影响造成的。基尔武 
徳缝的周期与木星公转周期之比为丨： 2, 

味着那里粒子稀少，小行星带内还有"群” 

群的周期与木星周期之比分别为2: 3和丨： ... 

这些现象，尚不很淸楚。以上现象都可归之为同步锁模现象。 

2-4 傅里叶分解和次谐频 

上面我们讨论的基本上是简谐振动。对于非简谐振动，直接分析它们往 



恩克《 


卡西尼 * 


图6 -25 土星光环中的缝 
4, 3:4,2:5,3:5等等。‘ 

的现象.即那里粒子偏多。 Hilda 群和 Troian 
如何用万有引力的共振摄动理论来解释 


”意 


O 可参考 P . Bak , Physics Today , ( Dec . 1986), 39 ~45 


§2. 振动的合成与分解 


269 


往较困难。如果把它们分解为许多简谐振动，事情就好办得多。数学上证明 
这是可能的。我们不打算在这里讲有关的数学定理和相应的推导，只想给一 
个定性的概念。为此，看一个矩形波的例 
子。图6 -26 a 和 b 所示分别为振幅为4、 a 
13,频率为3^的简谐振动的波形曲 
线。将两个波形脊加起来，就成为图6 - b 
26 c 中所示的波形。不难看出，这波形已比 
较接近于一个矩形波了。如果我们在此基 
础上再叠加一系列振幅适当、频率为5〃、 c 
>、... 的简谐波形，结果将会更好地趋于 
一个矩形波。把上述情况反过来理解，就 
是一个矩形波振动可以分解成频率为 h 
: h /、5 v 、7 V 、 …的一系列简谐振动。频率^叫 做基頻 ，为基频幣数倍的频率叫 
做谐頻 。由 于矩形波的对称性,这里只有奇数的谐频，在一般的情况里，可以 
有奇、偶各种谐频。 

上述特例反映了一个普遍规律，即任何一个周期性的函数都可分解成 
—系列频率为基频整数倍的简谐函数。在数学上这叫做 傅里叶分解。 以频率 




图6 -27 傅里叶頬谱 

f 为横坐标、各谐频振幅4为纵坐标所做的图解，叫 做频谱 ，图6 -27 a 、 b、c 
分别是矩形波、三角波、锯齿波的频谱。不同乐器有不同的频谱 ，反映 在它们 
不同的音色上。 
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傅里叶分解的概念告诉我们，谐频的频率都是基频〃的整数倍。另外还有 一些现 
象 ，在其中会出现分数基频（例如〃/2、 …〉 的“谐频”，它们叫做 次谐頻 。历史上最早记载 
了有关次请频现象的是法拉第。他于 
1831 年观察到，一个浅容器以频率 k 
在铅直方向振荡时，其中的水以 〆 2 
的频率振荡.这便是所谓次谐频。瑞利 
在他的 《声学 原理》里对这类现象进 
行了理论分析，并提出另一个产生次 
谐频的简单实验。瑙利的装置如图6 - 
28 所示，一根弦一头固定，另一头系在音叉的一脚上，以频率 r 作纵向振荡。弹拨此弦， 
它将以频率 P /2 作横向振动。这个简单的次进频实验可以较方便地在课堂上演示。 

出现傅里叶谐频和次谐频，都是非线性效应，但二者是有区别的 £ 无论多么弱的非 
线性都可以产生基频整数倍的傅里叶谐频，但分数频率的次谐频却是一种阈值现象 ， BP 
非线性不达到一定程度，它是激发不起来的。这 -- 点是二者最®要的差别，也是次谐频 
现象更为费解和更令人感兴趣的地方。 1981 年，人们用现代化的手段重复了法拉第的实 
验,得到的不仅是二分频，还有 I / 4 、 1/12、1/14、1/16 等一系列分频，它们各有自己的 
阈值。分数频串意味着周期倍化，故在控制参董达到 一个阈 值时激发起次谐频的现象， 
又叫 倍用期分岔。 为什么 150 年后科学家们还要楕心地重复法拉第的实验？因为人们已 
经知道，一系列的倍周期分岔预示着当前非线性科学的热点一混沌现象的到来。 
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3. 1自激振动 

在 1.4 节中已提到，耗散系统的振动是不能持久的，激励振动的方式主 
要 有二： 周期力和单方向的力。用周期力来激励的振动叫做受迫振动，我们 
已在 1.4 节中讨论过了，•用单方向的力来激励的振动叫 做自激振动或自振， 
这是本节要讨论的内容。 

自激振动在自然界里和生活中是很常见的。例如，树梢在狂风中呼啸， 
提琴奏出悠扬的小夜曲，自来水管突如其来的喘振，夜深人静时听到墙上老 
式挂钟持续地发出滴答滴答的摆动声，这些无不是各式各样的自激振动。用 
车、铣、刨、磨等机床加工时,搞得不好，刀具自激振动起来，会在工件表面上 
啃出波浪式的纹路，严重地影响了加工的光洁度和机床的寿命。所以，自激 
振动是一种相当普遍的现象。 

线性系统不改变振动的频率，而自激振动把单方向运动的能源转化为 
周期性振荡的能量，这种转化需要靠非线性机制来完成。所以，自激振动本 
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质上是一种非线性振动。 

下面我们介绍两个典型的机械自激振动实例。 

(1) 千摩擦引起的自激振动 
不加润滑的物体在一起摩擦时 
发出的吱轧尖叫，弦乐器奏出的悦 
耳琴声，这些都是干摩擦引起的自 
激振动。我们用如图6 -29 所示较简 

单的模型来分析这种现象。传送带图 6-29 干 摩擦弓 | 起自激搌动的樸型 
以恒定 速度％ 前进，系在另一端 
固定的弹簧上的物体受传送带摩 
擦力/的带动而向 前移； 与此同时 
弹资被拉伸，以更大的力向后拉那 
个物体。当此力超过了最大静摩擦 
时，该物体突然向后滑动。于是弹 图 6 -30 张弛搌动 

簧缩短，向后拉物体的力减小，直到传送带又能将它带动向前为止。如此 
周而复始，形成振荡。在这种振荡过程中弹簧是逐渐伸张、突然松弛的， 
其波形如图6 -30 所示，这种振动属于张弛型振动。以上便是干摩擦引起 
自激振动的大致物理图象。 

下面我们对干窣揀引起自激振动作些细致的分析。摩擦力/是相对速度的函败，其 
形式如图 6 -31 所示，是非线性的。该物体的运动方程为 

ms +ys +ks =f(s -v 0 ), (6. 38) 

式中为加速度 ， S = 为速度，。是物体相对于传送带的速度。 

本系统有个相对于实验室参考系静止不动 (5=0) 的平衡位置 s=s 。，在这里弹簧的 
拉力与滑动摩擦力 抵消： *«„=/(^ o ), BPs 0 =- y <- i » 0 )/ fc . 取此平衡位置为坐标原点，即令 

x = s-s 09 ir = s , x = s 9 上式化为 • 

mx + yi + kx =/(i -v 0 ) - /( -v 0 ), 

在平衡点 =0 附近上式右蝻可近似写为移项后 
得 

mx + [y - /( - v 0 )〕ir + A:x = 0, (6. 39) 

上式方括弧内的量相当于有效阻力系数。当时， 

有效阻力系数为负，平衡态失稳，物体不再静止，开始振荡起 
来。 





图6 - 31 传送带的 

我们可以从摩擦力作功的角度来分析，如图6 -31 所 摩擦力和 它的功 
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示，振子的速度 i 矣％时，摩擦力的方向与 I 轴的正方向相同，即士>0时作正功， i <0 
时作负功。又由图可见，当 i ： 忘时，振子在正功区所受的摩擦力较负功区大，即振子来 


回一次获得的正功大于负功，能 fi 增大,速度幅值±„增加，直至若则 


振子受到反方向的摩擦力，落人到负功区,能量急剧减少，最终还是回复到 ：{;„ =叫的状 
态。换句话说，振子的能 S 不会无限积累，振幅将稳定在一定的水平上。 


上面的分析也可以在相图上看清楚 c 如图6 - 32所示， 
相图的原点0是平衡点，失稳后，所有附近的相点都背离它。 
数值计算表明，螺旋式扩展的相轨渐近地趋于同一个闭合曲 
线 （图 中的粗线）。如果我们的初始状态不在该闭合曲线之内， 
而是在它之外，则相轨将向内卷缩，终将从外面渐近地趋于 
它。所以，这根闭合曲线是内外所有相轨的极限,称为极限环。 
相图6 - 32里极限环 i ： 那段 i = v 0 的水平直线，代表物体跟 



了传送带走的平缓伸张过程（相当于波形图6 -30 里曲线沿 
斜线上升部分）；下面那段弯回的曲线，代表超过了静摩擦极 
限后，物体被弹策急剧拉回的松弛过程（相当于波形图6 -30 
里曲线的陡峭下跌部分）。这样一张弛.物体就持续地振荡下去。 


图 6 -32 干摩擦引起 
自激振动的极限环 


极限环的形状和大小由系统本身的 参瘡和 工作点（本例中取决于％)所决定，它决 
定了振荡的振幅和周期。在这 -- 点上瀲振动是与受迫振动不同的，受迫振动的周期由 
驱动力的频率决定。 


(2) 由机械控制的自激振动 


许多人工的振荡装置，如钟表、电铃、 
蒸汽机或内燃机的调速器等，在其中控制向 
系统输送能蛩的“阀门”，是由特殊的机械 
装置担当的。下面以老式的挂钟为例来作进 
一步的分析。 

老式挂钟的结构如图6 -33 a 所示，包 
括三个基本部分：（丨）振动系统—— 摆； 
(2) 恒定能源——降落的重锤（或弹簧发 
条）和与之相连的棘轮 A ; (3) 擒纵机构 
——与摆作刚性连结的锚 B , 其上附有两个 
特殊形状的齿（掣子 ）1 和2,控制着棘轮供 



人能量。擒纵机构与棘轮的细部见图6 - 33 b , 控制过程是按如下方式实现 
的 ：当棘 轮齿落在锚齿1的尖斜面上时，棘轮齿就推动锚和与它相连的摆。 
这时，第二锚齿2就沿棘轮齿侧面滑动而下降，并挡住下一个棘轮齿，直到 



摆完成向右偏移而回到中间位置为止。锚齿对練轮齿相继两次推动的时间 
间隔，取决于摆长和锚齿尺寸。所以，表面看起来好像与受迫振动情形类似， 
钟摆受到的冲击力也是周期性的，其实，这个周期是由摆本身决定的。这是 
一种自激振动。 

作为小振幅近似，钟摆的运动方程可以写成如下 形式： 

e - = 0, (6.40) 

7 TI 

式中 0 是角位移， 叫 符号上面的点代表对时间 < 的求导。因为钟摆所受的摩擦力 
主要是干摩擦，而不是流体的阻力，方程式中的阻力项本应采用图6 -31 所示的非线性 
形式。为了简化我们的模型，忽略摩擦力与速度大小的依赖关系，假定它的大小是恒定 
的，只是其方向总与速度相反，即令 / B /»» =-B sgn ( fl )«. 于是上列方程简化为 

d * B sgn (0) + oio 1 0 = 0. 

采用无量纲化和归一化的方法,这个方程式还可进一步简化。首•先用无霣纲的时间 r = 

代替并把符号上的点理解为对1■求导，于是 6 — 叫》， 3 — 岣 2 心其次令3：= 

0叫 VB , 于是 、 n 

x + sgn ( or ) + a : = 0. 

或 i ± 1 + x = 0, (6.41) 

式中 x > 0时取+号， i : < 0时取-号。上式又可写为 

{x ± I )" + ( a :± 1) = 0. (6.42) 

这方程式在形式上与一个无阻尼的简 i 皆振动相似。用(: r * 1)’ 乘以上式，得 

( x ± l )'( a :± l )" + ( x ± l )( x ± l )' = y {(( ar ± l)') J + ( x ± I ) 1 }' =0, 

积分后得 (( x ± l)'] J + ( x ± l) J = 

现在我们來考虑相图。此式给出的相轨道是以 （ x ： Fl , i :=0) 为中心的圆弧 c 我们假 
定，每当 z =- l ， 时擒纵轮受到棘轮一次冲击，摆的能童突然增加—个数值> 
0)。于是，在相图6 -3私中从 a 点出发的相轨将循 ai > c de 路线到达 e 点， 其中 at> 为 
以 S ( -1 , 0) 为圆心的圆弧•故 b 的坐标为 （-1 ,4-1)。在 fe 处能量增加 f 状态跳到 c 点。 
简进振动的能 贵正比 于振幅的平方，选取适当的能量单位，可使其能坩等于振幅的平 
方。6点的振幅为 4-1 •能 ® 为 ( A -1〉 2 , 从而 c 点的能设为(欠 - I ) 2 , 振幅（即 c 点的纵 

坐标） cd 也是以 B 点为圆心的圆弧， de 为以 C 7( l ,0) 点为圆心的半圆。 
设 e 点的横坐标为•，则 

A'=Oe = Ce-l = Cd -\ = Od -2= Bd -3 = Bc -3 = 7^+(^-1) ? - 3. 


为正负号函数。 


sgn(x) =-L?i = {+ J. 

X 1 _ 1 ， 


x > 0 
x < 0 
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如果从 e 出发再绕一圈.我们将得到类似的结果。普遍地我们有从第 ra 次到第《 = 1次振 



輻间的递推关系 _ 

= + M ”-1 ) J - 3. (6.43) 

经过多次迭代，如果相轨趋向闭合的话，我们就得到一个极限环。轨线闭合的条件是 
■^ n+i •，由上式可得 . £ . 

= 8 

轨线进人极限环•意味着振动系统进人自激振动状态（见图 6 -34 b )。 由于只有当、> 
1( 即环的左边缘在 B 点之左）时极限环才会出现,这要求 f >16 .即输人的 能世太 小了不 
行（在图 6 -34 b 中我们 取了卜 64, 戊 =7>。 

值得注意的是，在钟摆的相平面上，大极限环内还有一个小极限环，即图6 - 34 b 中 
阴影区的边界。当初态落到这区域里，相轨将向内卷缩.最后被吸引到 5( ：线段上.就停 
止不动了。只有初态落到小极限环之外，相轨才逐渐扩展到大极限环上，时钟开始正常 
运转。所以说,在挂钟的相平面内有个死区。若重锤降到最低位置时钟停了，只把重锤提 
上去不行，还得拨弄一下摆锤.使系统跳出死区，钟才能走起来。 

3.2 软激励和硬激励自振稳定的和不稳定的极限环 


现在，让我们从相图的角度抽象 地溉括 一下自激振动的特点。自激振动与受迫振动 
不同•它是在作周期力的激励 F 作具有碥定振幅和頻率的持续振荡。在数学上它相当于 
—个孤立的闭合轨道，即极限环。 

这只有在非保守的、非线性的系 
统中才能发生。保守系统中也有 
闭合轨道，如理想单摆或弹簧振 
子的相图3 - 18和3 -20, 但那不 
是孤立的，而且是结构不稳定的， 

稍有阻尼.轨道就不再闭合了。 

自激振动有软激励和硬激励 

两种情况，它们相 图的特 点分别 图6 - 35 稳 定和不德定的极限环 
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由图6 - 35 a , b 所示 （ 这里所表现的是相图的拓扑结构.极限环的具体形状并不重 要）。 
在软激励的情况里有一 个稳定极限环 ，它外边的轨线向内卷缩，里边的轨线向外扩展， 
从两侧渐近地逼近它。此时极限环内有个不稳定的不动点，或者叫做源.其周围的轨线 
是向外发散的。在物理上这就是失稳的平衡点。在硬激助的情况里有两个极限环，外边 
一个是稳定的，里边有个 不稳定极限环 c 所谓不稳定，是指它外边的轨线向外扩展，里边 
的轨线向内卷缩.从两侧背离它。此时内极限环里有个稳定的不动点，或者叫做汇，其周 
围轨线是向里汇集的。在物理上小极限环内是振动的死区.汇是稳定的平衡点 e 软激励 
只需任意小的能设来起动.硬激励则霜超过一定大小的能贵才能激发。不难看出，本节 
所举的两个例子中，传送带激励的质《 - 弹转系统屬软激励自振系统，挂钟则为硬激励 
自振系统。 

我们在 1.3 节里曾提到“吸引子”的溉念 £ 除了那里所说的稳定的不动点 （ BP “ 汇”） 
可以成为吸引子外，稳定的极限环也是吸引子 P 所以，到现在为止我们已遇到了两类吸 
引子。下面我们还要肴到另外-种吸引子——奇怪吸引子。 

3.3 什么是“混沌”？ 

远古时代人们对大然的变幻无常怀黃神秘莫测的恐惧 。几 千年的文明进步使人 
类逐渐认识到，大 A 然是有 些规律 可術的。经典力学在天文学上的预言获得辉煌的成就 
(见第七章2. 4 节>,无 M 给予了人们巨大的信心,以致在|8世纪里把宇宙作一架庞大 
时钟的机械宇宙观占了统治地位。伟大的法国数学家拉苷拉斯 （Pierre Simon de 
Laplace ) 的一段名言把这种彻底的决定论思想发挥到了顶峰： 

设*有位智者在每一瞬间得知*励大自然的所有的力，以及组成它的所有物体的相 
互位置■如果这位苷者 如此溥 大锖深，他能对这样众多的教据进行分枋，把宇宙间最 
庞大物体和 最轻* f 子的运动凝聚到一个公式之中，对他来说没有什么事情 是不确 
定的，将来就 ft 过去一样屣现在他的眼前。 

牛顿力学在天文上处理得 JS 成功的，是两体问题•瞽如地球和太阳的问题 c 两个天 
体在万有引力的作用下，围绕它们共同的质心作严格的周期运动 c 正因为如此,我们地 
球上的人类才有个安宁舒适的家园。但是太阳系中远不只两个成员，第三者的介人会 
不会动摇这种稳定与和 i 皆？长期以来天文学上按牛顿力学来处理这类问题，用所 谓“摄 
动法”，即把其它天体的作用看作是微小的扰动，以计算对两体轨道的修正。拉普拉斯用 
这种方法“证明"了三体的运动也是稳定的 t 当拿破仑问他这个证明中上帝起了什么作 
用时，他的回答是“陛下，我不笛要这样的假设' 拉普拉斯否定了上帝，然而他的结论 
却是错的，因为他所用的摄动法级数不收敛。 

第一个意识到三体问题全部复杂性的也是位法国数学家，他叫庞加莱 （Henri 
Poincare ), 庞加莱是19、20世纪之交最伟大的数学家，当今有关“ 混沌" 理论最深刻的 
思想，都已经在他的头脑里形成了。只不过那时没有强有力的计算机，把他的思想清晰 
地表达出来。 

1887年瑞典国王奥斯卡二世 (Oscar 11 >以2500克朗为奖金征文，题目是天文学上 
的基本 问题: “太阳系稳定吗?”庞加莱是最渊博的数学家，他谙熟当时数学的每个领 
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域，对奥斯卡国王的问@自然要试一下身手。庞加莱并没有最终解决它，事后表明，此 
问题的复杂性是人们没有预料到的 c 但由于他的工作对这个领域产生的深刻影响，庞 
加莱还是获得了奖。 

在万有引力作用下三体的运动方程，可以按照牛顿定律严格地给出,但由于它们是 
非线性的，谁也不会把它们的解表达成解折形式（事后证明这是不可 能的； 不仅三体问 
题的运动方程不可能,而绝大多数非线性微分方程的解都不可能写成解析形式）。庞加 
莱另辟联径，发明了相图（参见 第三韋 3. 2 节〉 和拓扑学的方法，在不求出解的情况下， 
通过直接考査微分方程本身的结构去研究它的解的性质。庞加莱开拓了整整一个数学 
的新领域——微分方程的定性理论，至今有着极其深远的影响。 

十足的三体问题太复杂了，庞加莱采用了美 H 数学家希尔 （ Hill ) 提出的简化模 
型： 假定有两个天体，它们在万有引力作用下.围绕共同的质心，沿着捕圆形的轨进，作 
严格的周期性运动(这种运动叫做“开普勒 运动” ，见第七章 §3)； 另有一颗宇宙尘埃， 
在这两个天体的引力场中游荡。两天体可完全 
不必理会这颗粒产生的引力对它们轨 道的彩 
响，更不会动摇它们之间运动的和谐，因为颗 
粒的质*相对它们自己来说实在太小了。可 
是颗粒的运动会是怎样的呢？这简化模型现 
称之为“限制性三体问 题”。 庞加莱用自己发 
明的独特方法探寻苷，这顆粒有没有周期性轨 
道。他在相空间的截面上发现，颗粒的运动竞是没完没了的自我缠结，密密麻麻地交织 
成如此错综 s 杂的蜘 蛛网。 要知道，当时并没有计箅机把这一切 a 示在屏幕上，上述复 
杂图象是庞加莱靠逻辑思维在自己的头脑里形成的 £ 他在论文中 写道:••为 这图形的复 
杂性所芘惊，我都不想把它画出来。”这样复杂的运动是高度不稳定的,任何微小的扰 
动都会使粒子的轨道在一段时间以后有显著的偏离。因此，这样的运动在一段时间以后 
是不可预测的，因为在初始条件或计算过程中任何傲小的误差，都会导致计算结果严重 
的失实。 

庞加莱的发现告诉我们，简单的物理模型 （ 如限制性三体问题）会产生非常复杂的 
运动,决定论的方程（拉普拉斯意义下的）可导致无法预测的结果。虽然庞加茱的发现 
已有100多年了，而且在此期间许多优秀的数学家继庞加莱之后作出了卓越的贡献，直 
到〗975年学术界才创造了“混沌 （ chaos ) ”这个古怪的间儿, • 来刻画这类复杂的运动。 



_ 学^语有时与它们在日常生活中的含义不同，在这种情况7很容易引起误 

解。所以我们要对“混沌” 一词的来源作些必要的解释。在英文里 chaos 一词有两个意 
有存紐贼序 挪觀。 2 .完全财，舰混 SL ' 
辞 J 气 二词的 含义主 要有： 1. 古代传说中指天地开辟前的元气状态。 2 . 
f 空二体，〒可分剖梡。中、英文在第一条含义上是相符的 J 0 O 多年前玻耳兹曼把混沌 
当1科学术语来使用 （分子 混沌拟设），三四十年代维纳 （ N . Wiener ) 把混沌一词使用 
酌 1 挪无抑态。当今蛇縣■决定性动力 
学系统中的 内東随 机仃为，大概是从1975年一篇署名 Li - York 的论文开始的。 
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本世纪七八十年代在学术界掀起了混沌理论的热潮.从数学、力学波及到物理学各个领 
域，乃至天文学、化学，生物学等自然科学。在新闻媒体的报导下，又将“混沌” 一词传 
播到社会上，难免被渲染上几分神秘的色彩。 

什么是混沌？撇开数学上严格的定义不谈，我们可以说 洮洗是在决定性 
( deterministic ) 动力学系统中出现的一种貌似随机的运动。动力 学系统通常由微分方 
程、差分方程或简单的迭代方程所描述，“决定性”指方程中的系数都是确定的，没有概 
率性的因素。从数学上说，对于确定的初始值，决定性的方程应给出确定的解，描述着 
系统确定的行为。但在某些非线性系统中，这种过程会因初始值极微小的扰动而产生 
很大的变化，即系统 对初值依《的敏感性。 由于这种初值敏感性，从物理上看，过程好 
像是随机的。这种“假随机性”与方程中有反映外界干扰的随机项或随机系数而引起的 
随机性不同，是决定性系统内部所固有的，可 称之 为内禀 随机性 （intrinsic stochas - 
ticity )。 


对初值依赖的敏感性 
是怎样产生的？先看一个最 
简单的三体例子。如图6 - 
37 a 所示， A 、 B 、 C 是光滑水 
平槊面上三个完全相同的台 
球， B 、 C 两球并列在一起， 


a A 射向 B.C 之间 b 先 B 后 C c 先 C 后 B 

图6 -37 台球问题中的不确定性 


作为諍止的靶子， A 球沿它们中心联线的垂直平分线朝它们捕去。设碰撞是完全弹性 
的,碰撞后三球各自如何运动？若设想因 A 球描得不够准而与 B 、 C 球的碰撞稍分先后， 
则我们躭会得到如图6 -37 b 、 c 所示截然不同的结果。在这样一个简单的二维三体问题 
里，无限小的偏差竟然使完全决定性的牛頟定律给出全然不同的答案！ 

再看另外的例子。在第三章 3. 2 节里单摆和倒摆的例题都是 
单个质点的一维运动，在能量给定时运动都是确定的。它们的相图 
3 - 18和3 - 24中有个共同之处,即都有连到一点的分界线.这点对 
应着势能的极大，即不橡定的平■衡点。相图上的这类特殊点，叫做 
鞍点 （ saddle ) 或双 曲点， 因为与之相连的四条相轨中两条指向它， 

两条 背离它 ，而附近的相轨呈双曲线状 （ 见 ffl 6 - 38)。现在我们给 
问题增添一点复杂性，假定存在阻尼和驱动力，让摆作受迫振动。这样一来，双曲点就 
成了敏感地区。因为当质点被驱动到它附近时，能置稍有逾剩,就会越过势垒的顶峰，跨 
到它的另外 一侧; 能量稍有欠缺•则为势垒所 ffl , 滑冋原来的一侧„可以设想，此后质点 
的轨迹将会截然不同。相图里双曲点的存在.预示着混沌运动的 可能。 

的确，计算机数值计算和真实的物理实验都表明，在一定的参数下,在单摆和倒摆 
的受迫振动中都会出现混沌运动。待开始一段暂态过程过去后，周期运动的相轨趋于闭 
合曲线，即极 限环； 混沌运动的相轨则趋于非常复杂的吸 引子， 叫做奇怪 吸引子 
(strange attractor ) 或浞洗 吸引子 < chaotic attractor )。 图 6 - 39 中所示 为几幅单摆受 
迫振动相图上的吸引子，其中 a 是周期运动的极限环， b 是产生倍周期分岔后的极限 
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环,它在绕两周后才闭合 起来； C 则为混沌吸引子， 
它既不是闭合曲线.又与真正的随机运动有区别，其 
中有一定的内部结构 s 

§4.简谐波 

4.1 波动的基本槪念 

什么是波动？投石人水，水面激起同心圆 
形波纹，由中心向四面八方传播开来，这是大 
家最熟悉的波动现象。我国有句成语，叫做 
“随波逐流”，将“波”和“流”相提并论，但在 
物理上这是有区别的。溪水賭潺，说“桃花尽 
日随水流”，是不成问题的。如果投石于一潭 
死水,漂浮在水面上的树叶只在原处摇曳，并 
不随了波纹向外漂流。树叶的运动反映了载 
波的介质——水并没有向外流动。那么，向外 
传播的是什么呢?是水的振动状态，以及伴随 
它的能量。所以 ，波 动是柢 动状态的传播 。振 
动方向和传播方向平行的波动，叫 做纵波 （见 
图 6 - 40 a ) ,垂直的叫做幘波（见图6 - 40 b ) o 
气体和液体里的声波都是 纵波； 手执一端抖 



动一根柔软的绳子 （ 见图6 - 41 ) ，或消防队员 图 6 _ 39 受迫单播的吸引子 
抖动水龙带,可以产生横波，电磁波也是横波。 ' ' 々 
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水面波看起来像横波，实际上它是 
纵、横振动合成为椭圆运动的混合 
波。 

波在一维介质里传播，只有正、 

反两个传播方向。但在高维介质里， 
从振源出发波动可以沿各种不同的 
方向传播。沿着每个传播方向看去，远 
处的介质是受近处振动的波及而振动 
起来的，其步调，即相位，自然要比近处 
落后。从振源出发.波动同时到达的地 
点，振动的相位都相同。同相位各点所 
组成的面，叫做 波面； 表明波动传播方 
向的线，叫做 波射线 ，简称 波线; 在各向 




图6 -42 波的几何描述 


N 性的介质中波射线与波面垂直。波面沿波射线传播的速度 ，叫做波的相 
速,或简称 波速。 


在各向同性介质中，从点源发出的波沿各方向传播的速度是一样的，所 
以波面呈同心球状，这种波称为 球面波 3 用平面波源产生的波动，波面是平 
行平面，这种波称为 平面波 。在二维介质里（如水的表面上），与这两种波对 
应的“波面”分别为同心圆环和平行直线（图6 - 42 a 、 b )。 


4.2 —维简谐波的描述 


为了简单，在本节和下面几节里我们基本上只讨论一维波动。 

振动只是运动状态随时间变發作周期性变化，而波动则是运动状态既 


随时间变量、又随空 
间变量作周期性变 
化，所以情况要复杂 
得多。在平面上作图， 
我们不得不分别把其 
中一个变童定住，看 
运动状态随另一个变 
量的变化。令《代表 
运动状态的变董，它 
是时空变量《、 a : 的函 
数 ： w = Z ). 图 

6 - 43 a 所示的三条 



曲线分别为在《=0、 


图6 -43 波动的时空周期性 
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t , 、 t 2 的时刻变量 m 随传播距离: r 的变化情况(应注意，变量 W 既可以是纵 
向的位移,也可以是横向的位移，此图所表示的是 m 与 a ; 的函数关系，并不 
表示 M 与 a : 垂直），图6 -43 b 所示的三条曲线分别为在: r =0、 工,、 a : 2 的地 
点变董《随时间 t 的变化情况，二者都显示了周期性。振动的相位每增加一 
个 2 ir 所需时间为周期7\在一个周期内振动状态传播的距离叫做波长，通 
常记作 A . 波长表征了空间的周期性。用 c 代表波速.则有 

A = c r = c/v, C = + = A . <6. 44) 

这是波长、波速和频率的基本关系。在图 6 -43 a 中， r , 为振动状态从振源 a : 
= 0处传播到％的时间， t 2 为振动状态传播到&的时间，因此 T2 
=: c 2 / c . —般说来，振动状态传播距离 o : 的时间为若把空间位置固 
定下来，则如图6 - 43 b 所示，在 a :, 处的振动比振源落后时间 T| ，在 々处的 
振动比振源落后时间 t 2 . 设振源的初相位为则振源的振动为 
u(x = 0 y t) = A cos(wt^<p 0 ) , 

在坐标为: r 处 f 时刻的振动状态是振源在 f T 时刻的振动状态，故它应由 
下式来 描述： 

u(x, t) = Acos[ta}{t-r) +tp 0 ] = ^cos[w(f - y) + <e 0 J 

=Acos [ 罕 (f - ^)+<Po] = ^cos[2ir(A_^.J +v>o j 

s AcOS[ ((Ot-k X) + 沪 o]. 

以上是简谐波的各种不同形式的表达式，它们彼此都是等价的。在现代的文 
献里更常见的是最 后一种 形式的表达式，这里 /t = 2 TT / A , 它叫做角波数。 
与出 是对应的,如果说 W 代表单位时间里相位的变化，则 A : 代表单位距离内 
相位的变化。 

上面讨论的波动是朝正 a : 方向传播的,如果在所有的公式里让: C 变号， 
就代表朝负 x 方向传播的波动。 

现在把最常用的简谐波表达式归纳 如下： 

M ( K ) = > ICOs [2 TT(y + + ( p 0 ] 

= 4cos[ (a)t + kx) + (p 0 ], 

此外，根据 (6. 44) 式我们有波速的基本表达式： 

^ A w 

"f = F 

和简谐振动一样，简谐波也可以表达为复数 形式： 


(6.45) 
(6. 46) 

(6-47) 
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u ( x , t ) = Ae l ^ kx ^ = 2 e lu, … , ， (6.48) 

这里 2=/^^ 是复振幅。 

4.3 一维弹性波 

作为一个较简单的例子，我们考虑如图 6-44 所示的一维弹簧振子链。 
设所有振子的质量都是 m ， 连接相邻质量弹簧的劲度系数都是 k (为了避免 
与角波数混淆，不再用 A ) 。设每个弹簧的自然长度为 a , 则第 n 个质点的平 


k m k m K m n n +1 ... 

AA A AA A “ 必崖▲秦 •• 办 •• 



图 6—44 —维弹簧搌子链 

衡位置为■只 
考虑纵振动，令第》个 
质点偏离平衡位 K 的 
坐标为，每个弹簧 
中的拉力正比于相邻 图6 -45 链的运动方程的推导 

质点之间距离的增 

于是各质点的运动方程为（参见图6 -45) 



除以 m , 令 = x / m ， 有 

d J u_ , 

-^T = (« n*i - 2u n + u n - i )- (6.49) 

如果链有限长，则上式不适用于一头一尾。讨论这个一维链模型的背录是一 
维晶格，每个质点相当于一个原子。对于一个宏观物体，端点效应是不重要 
的。为了克服上述困难，我们假设链无头无尾，是无限长的，即 n = -00 ，…， 
-2, -1,0, 1,2,-, ® ，这样一来， （6. 49) 式就对所有的质点都适用了。 
采用 (6.48) 式中向右的波 动解： 

u n = U { x n , t ) = (6.50) 

代人 (6. 4 9) 式，得 
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消去公共因子，得 

kn 

w = 2 w 0 sixty . (6.51) 

此式规定了角频率 w 和角波数*之间的函数关系 w ( A ) ,其函数形式如图6 
-46 所示。下面我们对此式作详细的讨论 c 

首先，由于在我们的模型中波函数只在离散格点上 
取值，波长 A 小于晶格常数 a 是没有意义的。这 
是因为果真如此，则角波数 A : a =2 ira/A >2- rr . 

令 fca / 2 ir 的整数部分为 s , 取 fc ’ a /2 iT = fca /2 Tr - 
s , 它等于 ka /2 ir 的小数部分，故小于 1. A'a = 
ka -2 s - n , 在指数上相差一个的整数倍，函数 
值是没有区别的，即 f 与等价。这就是说，我 
们取角波数的范围为0矣 fc <2 T ：/ a 就够了.在图6 图 “ 46 链的色傲关系 
-46 中我们只画了这一段。 

在 1. 2节中我们引进了“简 IH 模"的概念，这里对应每一个可能的都 
是一个简正模。在上述 / c 的取值范围内， oj ( k ) 的取值范围从0到 2 a » D . 单个 
弹簧振子的固有角频率为叫，弹簧振子链把这单一的固有频率展开成一个 
宽度为2叫的简正模固有频带。 

如果这个弹簧振子链代表品格，则 a 是微观 M , 宏观波的波长 A ；>(!, 亦 
即*(1<：1,此时(6.51)式简化为 



2n/a 


从而波速为 


w = w 0 ak. 



(6.51，） 


(6. 52) 


亦即波速与角波数 fc (或者说与波长 A ) 无关。要知道，这正是声波的特点， 
实际上，本弹簧振子链模型中的长波就相当于固体中的 声波。 当代固体物理 
学中的重要概念“元激发”是某种简正模的量子化，元激发的原型是“声 
子”，它正是晶格中声波的量子化。 

自从1666年牛顿用三棱镜把太阳光分成彩色光带以后，人们开始了色 
散现象的研究。光是电磁波，不同颜色的光波长不同。红光的波长最长，橙、 
黄、绿、蓝色光波长依次递减，紫光的波长最短。色散现象是由于在介质中光 
速随波长而变。以后，在物理学中把“色散”的概念推而广之，凡波速与波长 
有关的现象，都叫做“色散”， w 与 A : 的依赖关系 w ( fc ) 称为色 散关系 ，有关 
的函数曲线称为色 散曲线 。如果 w 与4:成正比，色散曲线是通过原点的直 
线，则表明波速 ai // c 是常数，即没有色散。所以•色散关系 （6. 51) 式是有色 
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散的，色散关系 (6. 5 r ) 式是没有色散的，声波是典型的无色散波。 


4.4 波的能量和能流 


在 4. 1节里就已指出，载波的介质并不随着波动向前传播.向前传播的 
是振动状态和能量:现在我们结合上面一维弹簧振子链的例子来计算一下 
波的能1和能流。为此我们要用到附录 C 中的 （ C .21) 式，即两个同频简谐 
ft a ,( t ) = A , cos ( wf +0,) 、 a 2 ( t ) = A 2 cos ( wf +0 2 ) 的平均值 

a , a , = Re ( j 4, A *) , (6.53) 

式中忒、不为 a | ( t )、 a 2 ⑴的复振幅。 

( 1 ) 波的能量 



图6 -47 推导波的能量 


上面的振子链是无 * 上的-窄 

穷长的，我们计算其中 
—节的能量。这一节包 
含第《个和第 rj = l 个质 
点和其间一个弹簧（见 
图6 -47)。因每个质点 
是和邻段共有的，它们的动能只能各算一半。按 (6. 50) 式 
卜 = u(x n ,t) = A e iU， - nka) , 

故在一个周期里动能的平均值为 


) U n = i(oA < 




= y { Re [ ia » M B ( iwM n )* ] + ] 

_ mw~A" 


(6. 54) 


利用色散关系 (6. 51) 式，有 

E k = Tti ( OQ 2 A 2 sin ' = kA 2 sin 2 (6. 55) 


弹性势的平 均值为 _ _ _ 

=y (m„., -«„) 2 = Y<w n ., 2 + u n 2 -2« n „u n ) 

= ^(1 - coska ) = kA 2 sin 2 —■ (6. 56) 
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这节链子的长度为 a , 故单位长度内的能量为 

e = + E p ) = 2 kA sin 2 ^ = ^- o / A 2 oc W . • (6. 57) 

a ci 2 . 

(2) 波的能流 

振子链上任何一个假想的分界点左边对右边作功的功率，都代表在单 
位时间内向右传播的能量,即能流。由于在我们的模型里没有耗散，可以设 
想,对一个周期平均说来，沿链各点的能流是一样的。我们先计算第 n 个质 
点对它右边的弹簧所作的功率。这里力/ = - K { u n ^ - «„) ，速度为，从 
而平均功率（即能流）为 


-X ( M „ ♦，一 U n ) u n =-K u n u n ) 

- f { Re [ M n .,( ia ,« n )*] - Re [ M n ( U « B )*]> 


= -字 [ Re (- i ‘ 


cjkA 1 , 


- sinAa - 0)= 


) - Re ( - io >) 1 
A 2 


= o) 0 kA 2 sin^sinAa 


2 


sinAa 


-2oj 0 kA 2 


ka ka 

T cos T- 


读者不妨验算_下，此弹簧对第 《 + l 质点的平均功率 K(U n „ -UjU, 
上式结果相等，从而证实了我们的设想。总之，波的能流为 


与 


w = w 0 kA 2 sin 2 穿 cos ^ = -- j — w ^ A 2 cos 穿. （6.58) 

显然，“单位长度内的能 量^> 能量传播的速度”应等于“能流 w "， 所以 
由 (6.57) 和(6.58> 式得 

能量传播的速度 = - = wo acos ^. (6. 59) 

S I 

此结果与从色散关系 (6. 51) 式算出的波的传播速度 

C = 營=亨 Sin 穿 ( 6 . 60 ) 

不一样！这是怎么回事?且看下面分解。 


4.5 波的群速 

频率单—的波，叫做 单色波 。真正单色波的波列必须是无穷长的，按傅 
里叶分解的观点,有限长的波列相当于许多单色波的叠加。由这样一群单色 
波组成的波列叫 做波包 。当波包通过有色散的介质时，其中各单色分置将以 
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不同的波速 （ 相速） C 前进，整个波包在向前传播的同时,形状逐渐改变。我 
们把波包中振幅最大的地方叫做它的中心，波包中心前进的速度叫做群速, 
记作 tV 下面我们来推导由色散关系计算群速的公式。 

为简单起见，我们考虑由两列波长和频率都相近的波组成的“波包”。 
设两列波的角频率和角波数分别为 w ± ± At 这里 


\Ak\ck . 两列波合成的波列为 

u(x, t) =^4| cos [ ( o > + Ao>)t - (fc + \k)x) 

+ cos [ (,0) - A<o)t - (k - Ak)x~} I 
= 2 i 4 cos ( - Akx) cos(wt - kx). (6.61〉 
此波的瞬时图象如图 6-48 所示，是振幅受到低频调制的高频波列。这调制 
波有一系列最大值,因而它还算不得是一个典型的波包。要得到一个真正的 
波包 ，需 要有更多频率和波长相近的波叠加在一起。不过由上述两列波合成 
的调制波已可推导出正确的群速公式了。 (6.61) 式中高频波的传播速度为 


w / fc , 它相当于“波包”的相速 c ; 低频 
包络的传播速度为 Aw / Afc , 这就是 
“波包”的群速％ 了。将^和从改 
成微分，有 



(6.62) 



这便是我们要找的群速表达式。在无 


图6 -48 相速与群速 


色散的情况下它与相速 C = —致，在有色散的情况下这两者就不一样 


了。 

波的能量正比于振幅 A 的平方，所以波包的中心正是能量集中的地方， 

它的前进速度（即群速应是能量的传播速度。利用色散关系 (6. 51) 式 

和上式，我们可以计算 出一维 弹簧振子链的能量传播速度 

doj ka 

v g = — = ft；o dCOS — 9 


这结果和 (6.59) 式是一致的，但与相速的表达式 (6. 60) 式不同。在 
的长波极限下，％ —叫 a ， 它又与无色散的相速公式 (6. 52) 相同了。 


4. 6驻波 


考虑两列振幅.频率相同，但传播方向相反的简谐波 


u,(x, 0 = Acos(o>t - kx) 
u 2 (x, t) = Acos(a)t + kx) 


的叠加。图 6 - 49 中黑线和白线表示两列相向传播的波，粗灰线表示它们 
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的距离。在第5行振动完成半个周期，距离传播了半个波长，达到与第一行 
相位相反的状态。用公式来计算，则合成运动为 

u(x, t) = W|(or, t) +u 2 (x, t) = lAcoskxcoswt. (6. 63) 
上式表明,合成后各点都以角频率 w 作简谐振动，但各处振幅不同 。: r 点的 
振幅 A ( x ) = |2> icosfexi . 

在！ cosfca ;|= l 的那些点 4 U ) =2 A . 振幅最大，是 波腹； 在丨 cos fcar|=0 的 
那些点 4( aO =0, 没有振动, 是波节 。这种原地振荡而不向前传播的运动状 
态，叫 做驻波 。相对驻波而言,前面讨论的那些向前传播的波叫 做行波 。按上 
式，驻波波腹的位置为 

kx =± n - rr , 或 x = ± (n = 0, 1, 2,-) (6.64) 

波节的位置为 

fca : =± ( n + y ) y . ( w = 0,1，2,…） （6_65) 

相邻波腹或相邻波节之间的距离为 A /2 .波腹与波节之间的距离为 A /4. 

驻波中振动的相位取决于 coskx 因子的正负，它每经过波节变号一 
次。所以，相邻波节之间各点具有相同的相位，波节两侧的振动相位相反，即 
相位差 TT . 

怎样产生两列传播方向相反的波，以形成 驻波? 通常祺反射。在讨论反 
射波的振幅和相位变化之前，我们先引进“阻抗”的 概念。 


4.7 阻抗及其匹配 


在第三章1_5节里提到了“阻抗”的概念：阻抗彦=力； V 速度在仍以 4.3 节中的 
弹货振子链为例,在链上某点波的上方给下方♦的力为 


速度为 H 

ol 

于是阻抗为 


F = - k{ u n ^ - u n ) Ka^ = \k K au, 
oX 

所以阻抗 Zdica / cuao / c . 在 K 波极限下波速 c = 
Z = n//c m . 


( 6 . 66 ) 


它与位置无关，沿链是个实常数，叫做链的特性阻抗，记作 Z c . 

波在阻抗均勻的介质中传播时是不反射的，在阻抗发生突变的地方要发生反射。反 
射波与人射波复振幅之比叫做反 射系數 ，记作 备 设人射波的复振幅为则反射波的 
复振幅 为云尤两波同时存在时波的表达式为 

(6.67) 


♦ 仿照河流上游和下游的说法，按波的能流方向规定其上方和下方。 




288 


第六章振动和波 


如图6 - 50所示，把无穷长的振子链在: r =0 的地方剪断，装上一个阻尼器作为负载。负 



图 6 -50 特性阻抗 


栽给链子端点的阻力户《 -^ u / dt . 反过来，链子端点给负载的力 F = - F ' cc 以/况，比例系 

数定义为负载的阻抗，记作之，即之=一匕_,它是由负载（阻尼器）的性质所决定的。现 

dti/dt 

在我们来计算反射系数彦与负载阻抗良的关系。假定波具有 (6.67) 式形式，首先计算 
端点的力 

F = ikKaAe'-'le ^ - R e , kz i Xm0 


= ikKaAe^'l l -R1 , 

端点的速度为 

“ [ 普 ] 。 =i^e , - , [ e , * r +fie lt, ] i . 0 = ioAe 

于是 z l =^-=^ L^R = z 

V ^ l +R I + R 

或 a = gc - K 

+ 

当 I 后卜丨 时，波在端点发生全反射 ，驻波 状态； 当 |« 1=0 时,波在端点不发生反射，全部 
能流为负栽所吸收，这种状态 称为匹 fc 扶态； 介于二者之间，即0< |芨 |<|的情况，波在 
端点发生部分反射，形成驻波和行波混合的 龙波状态。 

现在考虑两个极端的 情况： 

(a) 端点自由 

此时在 端点； r =0 处力 F =0, 于是之=0, « = + l . 这意味着波在端点发生全反射，没 
有相位跃变（见图6 -51 a )。 


( 6 . 68 ) 
(6.69) 


( b ) 端点因定 

此时在端点 a ： =0处速度 i = au/dt 
= 0,于是之这也意味着 
波在端点发生全反射，但相位跃变 
180°(见图6 -51 b )。 

人们常把180°的相位跃变现象叫 
做“半波损失”，意思是说,波本来还应 
继续传播半个波长后再反射，而实际 
中这半个波长不见了。既谓之“损 '似 
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乎是原不该有的，顾名思义起来,造成一些概念上困惑。其实，相位是否发生跃变，由端 
点的边界条件所决定。在端点处物理条件发生了跃变，一切 物理懂 到此可能发生跃变， 
应是意料中事，没有什么好奇怪的。 

(6. 69) 式告诉我们 ，匹配 状态发生在负载阻抗之=特性阻抗&的时候。这是可以 
理解的，因为此时从波的“上方”看过去，负载(阻 尼器〉 的作用就像原来剪掉的半截链 
子又被接上去一样，自然不会有反射。 

4.8 连续介质的波动方程 


上面我们一直引用了 一个离 散系统 （ 弹簧振子链）中波动的例子。在宏 
观问题里更常见的情况是把载波介质看成连续的，如讨论一根弦上的波，或 
管中空气柱内的波，水面上的波，等等。从原则上讲，每一情况似乎应有各自 
的波动方程，需要个案处理。实际不然，在许多情况下波动方程有共同的标 
准形式。要得到这个标准形式的波动方程，我们可以从弹簧振子链的 （6. 
49) 式出发，取 a/A ->0 的极限。在这个极限下 M „ tl 与《„的差别是很小的， 
把它们看作是连续变量: c 的函数 u(x, t) ，采用泰勒展开： 
u n,i = u(x n ±a,t) - u(x n ,t) 



M n*i - 2w„ + « n _, = a 2 

代入 (6. 49) 式，将原来对 t 的导数也改为偏导数，有 
^ = („ o a) 2 0 

清注意到，按 (6. 52) 式，上式中的正是长波极限下波的相速 c ，移项后， 
上式可以写成 



在上面取极限的过程里，我们把弹簧振子链变成了弹性固体杆，讨论其中的 
纵波问题。实际上， （6. 70) 式不仅适用于这一情况，对于弦上的横波、流体 
中的声波、自由空间里或传输线上的电磁波，波动方程都具有这—共同形 
式，只不过其中的波速 c 各不相同，需要根据情况加以具体化罢了。然而，波 
动方程 (6.70) 式也不是包罗万象的，它的适用范围仅限 于线性、无 色散 、无 
耗散介质中的经典波动。 超出这 一范围 ，波动方程的形式五花八门，无法归 
纳成少数几种标准形式。 

波动方程 (6. 70〉式的解不限于周期性函数。实际上不难验证，任意具 




有 /( a : ± ct ) 形式的函数都满足这个方程。由于 (6. 70) 式是线性的，它的通 
解可以写成二者的 叠加： 

u ( x , t ) = f,(x - ct ) + f 2 (x + ct ), (6.71) 

两项都代表任意形状的扰动，第一项向右传播，第二项向左传播。我们可 
以设想，/,和/ 2 各自代表一个脉 
冲，由于没有色散和耗散，它们都 
无衰减地保持自己的波形，以恒 
定的速率 c 朝相反的方向传播。甚 
至于当两个脉冲相遇时也只是简 
单地叠加。它们互不干扰地对穿 
而过，然后沿各自的原方向继续 
前进（见图6-52)。 图 6 -52 线性谀 

没有耗散和没有色散只是理 

想情况，有了耗散波就要衰减，有了色散波就要变形。所以 ，（6. 70) 式所给 
出的脉冲解在物理上并不是真正稳定的。真正稳定的波形在线性理论中是 
找不到的,我们必须假定有非线性效应存在。 

1844年罗素 （ i . Scott Russell ) 生动地报导了他在爱丁堡-戈拉斯 商运河 
( Edinburgh-Glasgow canal ) 上的一次 经历： 

……那时我正在现看一只用两匹马拉着的船沿狭窄的沔遒快速前逬，当这只船突然 
淨下来的时候，河道中曾为船只推动的水体并不淨下来，而是聚篥在船头周 围猛烈 
地激荡着。忽然，一个孤立的巨大隆起离船而去，滾滚向前疾驶。这是滾圆而光滑的 
一团水，持续地沿河遵行逬，看不出有明显的减速。我在马背上跟隨它，赶上它每小 
时八九英 f 的速度•它一直保待着约三十英尺长.一到一英尺半高的原始形状。最 
后，它的髙度渐减，我在迫逐它一到二英里之后，它在河道的弯曲处消失了。这就是 
我在 1834 年 8 月间看到那个奇特而美丽现象的一次机遇…… 

大家公认，这是有关这种稳定的脉冲波形 
的第一个报道，人们称之为孤波 （solitary 
wave ) 。此后很久，考特威格（ Korteweg ) 

和德伏瑞斯 （de Vries ) 于1895年给出了 
—个浅水波方程（ KdV 方程） ，为解 析地研 
究这种孤波提供了一个理论基础。 KdV 方 
程有如图6 -53 所示 单峰形式的孤波解， E 6 -53 孤波 

a 是孤波的振幅，6是它的有效宽度（见图6 -53)。 KdV 方程是非线性的.而且有色散。 
正是非线性和色散的综合效果,产生了这样一种真正稳定的孤波。 

除 KdV 方程外，现已发现有非线性薛定 if 方程 （nonlinear Schr0dinger 
equation ), 正弦戈登方程 （ sine^Gorden equation ) 等一系列非线性方程具有孤波解 t 
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当前孤波的概念已波及许多领域，在理论上和实践上都有重要意义。例如，在光纤通讯 
和神经脉冲传楢的研究中.孤波的槪念是很有吸引力的。 

§5 . 连续介质中的波 


5.1 声波和声速 


频率在 16 -20 000 Hz 之间的机械波，能引起人类产生听觉的，叫做声 
波，低于此频率范围，直到 10— 4 H Z 的波，叫做次声波，髙于此频率范围，直到 
5 x 10 8 Hz 的波，叫做超声波。在流体中传播的声波都是纵波。 


考虑流体中沿工方向传播的平面 
波。设没有波动时流体是#止的,具有均 
匀密度 p D 和压强 P 。. 考虑沿 ar 方向传播 
的平面波,密度、压强的涨落部分和流速 
(只有 a ; 分最）分别为 P ' 卢，良如图 
6-54 所示，在流体中取一底面积为 S 、 
高为 Aar 的体元 AV ， 左边的流速为 
v ( x ), 右边的流速为 fU + Ax ) ,在 M 


1 V(X) , 

pAV 

v(z±^z) 

PiX) 

P(x+Aar) 


X x+l^x 

图 6 -54 平面声波 
公式的推导 


时间内净流入 AV 的流体质量为 

Am = ( p ( a :) v ( x ) - p(x + Aar ) v(x + Ax ) 


{. d (. pv )/ dx ' i^xSM =- ld (. pv )/ dx ) AVAt , 


从而我们有 


dt 


Arw 

AVAt 


d ( pv ) 
dx • 


在上式中的 p = p 。+ 厶假定波动的幅度很小，即 Iplcpb , 右端的可近似 
地取作将波动的二级小量忽略掉。因外是常量， d Po / dt =0, dp/dt = 
_，于是有 ^ ^ 

at = - po k 


(6. 72) 


现在来看这体元 AV 中流体所受的力，它等于前后的压力差 
p ( x ) - p(x + Aar)〕S = ~( dp / dx)^xS = - ( dp / dx )^ V , 


按照牛顿第二定律，它应该等于流体的质量 P 。 AV 乘加速度 dv/dt (这里我 
们作了同样的近 似）： ~ 

Po Tt = ~tx (673) 

式中压强於=趴 + ^.假定压强 p 是密度的函数，从而 

P =^P ， (6.74) 

d P 
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以及 

这里 (g) 代表此量在 p 


dp = ^2 = ldp\ §£. 
dx _ dx 一 ' dp ) 0 dx’ 

=Po 时的值。于是 (6. 74) 式可改写成 


Po 


dV _ 






(6.75) 


分别取 (6.72) 式对<和(6.75)式对 a; 的偏微商，就可将# f :^^消 

dt dX dXdt 

去，最后 得到/ 所满足的微分 方程： 


0-(|) o 0 = °- 


(6.76) 


这符合上节所给出的波动方程 (6. 70) 式的标准形式，对应于波速平方 c 2 的 
是第二项的系数，这里我们把 C 写成 c 8 ，代表声速，于是有❶ 



(6. 77) 


5.2 声压和声阻抗 


在§4中我们采用质点的 位移立 (a:，<) 作变貴 来描述波动， （6.76) 式 
采用的变量是密度〆 (ar，t)， 我们还可以用压强狖： c,0 或质点速度识 U) 
来描述声波。由 （6. 74) 和 (6.77) 式可将步和 p' •之间的关系写成 

P = c.V- (6.78) 

现在我们假定 p •和分具有如下复数 形式： 

P. P. v oc (6.79) 

则 dp / 3 t = i ( op , 代入 ( 6 . 72 )式可得夕和众之间的 关系： 


0 进一步计箅声速，蒞要知进 p=p( P ) 的函数关系（物态方程）。选择怎样的物态 
方程，有过一段历史的曲折。起初牛顿认为声波的传播是等温过程，根据波意耳定律，对 
于理想气体有 

?>^=常量，或卩/户=常鏺， 

这样我们就有 dp/dp=p/ p , 因而 c, =/安„/>„,但这并不符合实验结果。1816年法国数学 
家拉普拉斯 （P. S. M. Laplace) 指出了牛顿的错误，认为声波传播很快，来不及与外界 
交换热莆,应视作绝热过程。热力学告诉我们,对于绝热过程，上式应改为 
?「=常《.或？/> 7 =常量， 

y 为绝热指数，对于室温下的空气约等于 7/5. 这样一来，我们就有 dp/dp = y p/ P ，因而 
气体中正确的声速公式为 



例如， 0°C 时空气中的声速 c, =332m/s. 
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p = = ^-v, (6.80) 

ft ) c s 

将 ( 6 . 79 > 、 (6. 80 ) 两式结合起来，可得步和丑之间的 关系： 

P = Po c * V- (6. 81 ) 

阻抗 Z =// w ， 对于横截面积 S 的无限长均匀流体柱， f=pS , 故其特性 


Z c 


^=p 0 c.5. 

V 


(6. 82) 


5.3 声强 

在声学 中声强 （记作 J ) 指的是声波的平均能流密度，即单位面积上的 
平均能流。如 4.4 节 (2) 指出的那样，能流即功率，应等于力乘 速度; 在这里 
能流密度就等于压强的波动部分步乘速度汉仿照 4 . 4 节的办法算平均值， 

我们有 , = | Re ( P 〜 iT 、 = J _ Re(Ml 


2 


令流体质元位移的振輻为 a , 则速度的振幅为声强又可写为 

I = yPoC , Re ( wv *) = ^-p 0 c % (o 2 A 1 , (6. 84) 

即声强/正比于振幅4的平方，正比于角频率如的平方。声强的憊纲 [ J ] = 
MT - 3 , 单位是瓦每平方米 （ W / m 2 )。 

我们可以听到的声强范围极为广泛，例如，勉强能听到1000 Hz 声音 
的声强约为 10- ,2 W / m 2 , 而强烈到能够在耳中引起触动和压力感的声音， 
声强可达 10 W / in J , 上下差了 13个数最级。人耳对声音强弱的主观感觉称 
作 响度， 研究表明，响度大致正比于 
声强的对数（见图6-55>。所 以声强 
级 L 是按对数来标度的 声强： 


(6. 83) 


L = 


ig f (贝尔）， 


(6.85) 



这里/。是选定的基准声强，其定义是 
/ 0 = 10- , J W / m 2 . 取空气密度 p 0 = 

1.293 kg / m 3 , c , =332 m / s , 按 （6. 

83) 式计算，与/。对应的声压幅值为 
^2p 0 c a I 0 =2. 93 x 10- 5 N / m J . 由 （6. 

85) 式定义的声强级单位为贝尔 
( bel ) ,国际符号为 B . 由于贝尔单位较大，取其1/10为分贝，国际符号为 
dB . 用分贝来表示， （6. 85) 式改为 


V/H* 

图 6-55 声强级与响度 
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厶= 10 1 g>f (分贝）。 （6.86) 

5.4 浅水波 


人类认识波动现象，恐怕是从水面波开始的。因为水面波是人们能够用自己的眼睛 
直接看到的最直观，最生动的波动现象。小到激潋的涟漪，大至拍岸的惊涛，水面波的丰 
富多采，贏得古往今来多少诗人墨客为之吟诵咏叹。 

水面波与声波不同，它不是疏密波。压强并非因密度而变化，而是因表面不平和 
曲率变化引起的。振动的恢复力不是弹力，而是重力和表面张力。下面我们主要介绍 
水面波的色散关系，以及由之而来的推论 c 虽说是表面波，流场是有纵深分布的.因而 
水面波一般是三维的。即使在传播方向处处平行的情况下，也有二维。所以讨论水面 
波，在数学上比前面讨论的一维声波要复杂些。除了能够近似地简化为一维问题的个 
别情况外，我们只给出结 
果，不作推导。 

先讨论浅水波。所谓“浅 
水”，是指水的深度 Ac 波长 
A 的悄形。我们还®假定波幅 
也要足够小，从而 BI 以作线 
性近似„如图6 -56 所示.设 
水的平均深度为其涨落 
部分具有简谐形式，故可写 
成复数 . 

设水不可压缩，从 a ： 到 a : = Ax —段水深度的变化是因沿 a ； 方向左右的 流世差 引起的。设 
流速与纵深坐标*无关，也可写成复数形式识： r , t ) ，于是 

= Ao [ w ( ar ,<) - v(x + Aa :,«)] 

即 (6 

这块液体受到的水平力来源于压力差 



图6 -56 浅水波 


p ( x % z % t )- p ( x -¥^ x , z . t ) ** -( dp / da :) Aa :, 


按照牛顿第二定律有 


dV 






进一步假定压强的分布为 p = ft + P J /[ i ( X , i 〉 -*〕，式中 P 。 是水面上的大气压，2是场点 
距静止水面的深度。压强的这种随高度的分布是瞬时的静水压分布，即忽略了 2方向的 


流速。按此分布有 


遂 = nn 卷 


AT 


= pg 孟， 代人上式, 


dV dh 


at a ax _ (6 . 88) 

按照 5.1 节里用过的老办法,分别取 (6. 87) 式对 t 和 (6.88) 式对: r 的偏微商，就可 
d 2 « 


将= ^消去，最后得到皮所满足的微分 方程： 
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a 1 ^ nh a^ii n 


(6.89) 




图 6 -57 海浪前沿的陡化 


这符合波动方程 (6. 70) 式的标准形式，对应于波速平方 c 2 的是第二项的系数，于是我 
们得到浅水波的波速公式： c=v ^. (6.90) 

上式表明.浅水波在水较深的地方比较浅的地方传播快.这就解释了我们在海边常见的 
现象 :不管 远处的海浪沿什么方向朝岸上传来.靠近岸边时波前总是差不多与岸边平行 
的。 

图 6 - 57 所示 也是我们在海边常见 的-种 
现象: 迎面滚滾而来的海浪，波峰的前沿总是昂 
首陡立.最后峰巅翻滚下来.分崩离析.成为无 
数白色浪花，飞扬四溅。“潮随暗浪雪山帧 "，苏 
东坡的回文诗表明，溯江而上的潮水也会排演 
出同样壮观的录色。 （6. 90> 式是线性理论，在此框架里波速总与振幅无关。用线性理论 
来讨论大振輻的现象是••非法”的。不过，在这里我们勉为其难，用 (6. 90) 式对上述现象 
作些似通非通的解怿 :因波 速正比于深度的开方，波谷处深度较小，走得慢;波峰处深度 
较大，走得快。就这样， 


波前便陡立起来。严格 
的非线性理论超出本课 
范围，只得从略了。 

5.5 深水波 

这是水深&：>波长 
A 的相反悄形。图6 - 
58是瞬吋的流线分布，图 6- 
59是迹线。从前者可见，流 
场本质上是二维的.我们不 
可能像浅水波情形那样作一 
维近似处理。后者表明.液 
块的轨迹是圆，所以这种波 
既不是纵波，也不是横波， 

而是二者的综合。振幅随深度的变化是按指数律衰减 
的，有效的分布深度具有波长的数激级，所以这种波 
是“触摸”不到水底的。可以预期，其色散关系不应与 
深度 ft 有关。 （6. 90> 式表明，浅水波没有色散.从而 
群速等于相速。理论计算给出深水波如下的色散关 
系： 



图 6 -58 深水波的 流缦图 



d^m(odt 


图 6 -59 深水波的迹缞图 


(6.91) 


从而相速 c 和群速％分别为 



图 6-60 重力波的色散曲线 
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即群速是相速的一半。 

这里我们也给出适合于任意深度、波长比的水面重力波的色散 关系: 


(6.92) 

(6-93) 



它的曲线如图6 -60 所示。因双曲正切函数具有下列渐近 行为： 
e *+ e _* I 1, 当 x —». 

不难看出，（6.94> 式正确地趋于的长波极限和的短波极限。在介丁-深、 
浅两个极端的情形里，液块的流迹是椭圆。 

顺便在这里谈一点深水波的非线性效应。线性波的轮靡是正 
弦型的，非线性水面波的轮廊不再是正弦曲线，而是内旋轮线 
(inner cycloid , 相当于向前滚动时轮缘以内一点的轨迹，见图6 - 
59)。振福大了，波峰会变成尖角（见囝6-61)。其角度如斯托克斯 B 6-61 非 ft 
曾指出那样，不能小于120。，比这再尖锐的波将因失稳而崩塌。在 性波形 

汹涌的海面上波尖呈白色,就是这个道理。从卫星拍摄的洋面图上泛白的程度，海军指 
挥官可以判断出大洋中风浪的情况。 


5-6 表面张力波 

当水波的波长较大（即 A 较小）时，表面 
张力对水波的影响不能忽略，此时色敢关系 

和波速公式分别为 _ 

w (6.95) 

c= Vf + f- (6%) 

式中 y 为水的表面张力系数。由 （6.95) 和 
(6.96) 二式易见，当波长很长 （ Jk 很小，以致 
g ^ y ^/ p ) 时,我们又得到只考虑重力作用 



的 (6. 91) 和⑷叫式:当波长很短“很大…致分义^时， 如 - v ^ F ^ 和 
■/ Wp . 即在此情况下表面张力起主要作用》与之相应的曲线见图6 -62。图中两灰色 
线代表重力和表面张力分别起主导作用的情形，粗黑线代表两者共同起作用[即 （6. 
96) 式]的情形。由图可见，由小变大时，波速先减小后增加，其间经 过一个 极小值 
不难按求微商的办法得到这极小值为 c — 它发生在 i fc mln =/^77 的地 
方，相应的波长为 A mh ,=2' n / y / pg . 用水的数据 p = lg / cm 3 , y =73 dyn / cin 代人 ，得 c 恤 
= 23 cm / s , A ^=1.7 cm . 

激发水面波澜的能量从何而来?“风乍起，吹皱一池春水”（冯延已 （谒金 门>)。当风 
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速和水波相速一致时，空气和水面的能摄交换最有效，这时风速决定了水面波速，从而 
决定了它的波长。“清风徐来，水波不兴”（苏轼 《前赤 壁賦》），风速小于上述 c _ 时，水 
面波是激发不起来的。 


5.7 弹性波 

在弹性介质中既可以有正应力,也可以有剪应力,与此相应地，当介质受到扰动时， 
其中既可以有纵波,也可以有横波。在 4. 3节里我们以离散的振子链为例讨论了一维的 
弹性波。在那里我们只讨论了纵波，其实在该模型中还可能存在横波。连续介质中的波 
动方程是在 4. 8节中通过取长波极限得到的，在那里没有区分纵波和横波，更没有把各 
种振动状态的波速 c 用宏观参量表示出来。认真讨论连续介质中的弹性波，必须用到 
••张童”的槪念，我们不想在本课中过多地涉及，这里只给出理论的结采。各向同性的弹 
性体中纵波的波速和横波的波速 Ci 由下式 给出： 

c // 2 = ^( K + y G )> ( 6 - 97 ) ' r —地慢一一—地核——1 

上崦 • (-T***— 一外核 —iFSt — 内 

C , 2 = —. (6. 98) 

P 

由于 A ■和 G 都是正的，上式表明,纵波波速总是大 
干横波波速的。在流体中 G =0,只存在纵波。固体 
弹性模 ■的数 量级为 K ^ N / m 2 , 密度的数 ft 级为 
(10 3 - 10 4 ) k &/ m J , 按上式弹性波速的数 M 级为 
(10 s -10 4 ) m / s , 比空气中的声速大一个多数 ft 
级。 

人们如何能够得知地球内部的构造？可以直 
接观测的地下深度是非常小的，因为当代最深的 
钻孔也只有 10 km 的 fl 级。要探测更深的区域，必 
须借助于间接的方法，其中最重要的方法是利用 
地震波。 

在短暂的作用下，地球介质珂以看作是弹性体。当地内发生任何扰动时，例如地 
展或人工爆破，一部分能 a 以弹性波的形式传播出去。地*波在岩石中传播时，有纵 
波，也有横波。纵波叫做 P 波，横波叫做 S 波。两波的波速随深度的变化如图6 -63 所 
示，在2900 km 的深度上地波的波速陡然下降. S 波消失。以这个间断面为界，以 
上叫地幔，以下叫地核。在地核的这个边界面上可以产生 P 波和 S 波的反射.但只有 P 
波才向地核内部折射。这表明，地核内部处于液态 c 约在 5000 km 之下尚有一个可传播 
S 波的固态内核，这个新认识是肯定得较晚的。 

§6. 多普勒效应与超波速运动 



图 6 -63 地震波的纵深分布 
(CAL3 模式） 


6-1 多普勒效应 

一辆汽车在我们身旁急驰而过，车上喇叭的音调有一个从高到低的突 
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.然 变化; 站在铁路旁边听列车的汽笛声也能够发现，列车迅速迎面而来时音 
调较静止时为高，而列车迅速离去时则音调较静止时为低。此外，若声源静 
止而观察者运动，或者声源和观察者都运动，也会发生收听频率和声源频率 
不一致的现象 3 这种现象称为 多普勒效应。 

下面推导多普勒频移的公式。为了简单，先讨论波源 S 或观察者（探测 
者 O ) 的运动方向与波的传播方向共线的情况.最后再推导普遍情况的公 
式。推导的出发点是 (6. 44) 式，现在写成如下 形式： 



(6.44，） 


(1) 波源静止观察者运动情形 


如图6 - 64所示,静止点波源发出的球面波波面是同心的，若观察者以 
速度％趋向或离开波源，则波动相对于观察者的传播速度变为0'=« !+ %或 
是观察者感受到的频率为 


从而它与波源频率之比为 


c' C ±V D 
-=- 

A A 



c ± v D 
~ < 


(6.99) 


(2) 波源运动观察者静止情形 

若波源以速度运动，它发出的球面波波面不再同心。图6 -65 中所示 
两圆分别是时间相隔一个周期 r 的两个波面，它们中心之间的距离为 



图6 - 64 多普勒效应——观察者运动 
从而对于迎面而来或背离而去的观 
察者来说，有效的波长为 


X~X+v s T 



= ( c = Pv s > r ， 于是观察者感受到的频率为 


p = y = (C + v s )T = C + V 
从而它与波源频率〃之比为 
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v 一 C T V s ’ 

(3) 波源和观察者都运动的情形 

这时有效波速和波长都发生了变化，观察者感受到的频率为 
,_ _ c ±v D _ (c ± v„)v 

v = I 7 = (c + v s ) T = c + v s ' 

从而它与波源频率〃之比为 

v_ _ C ±V D 

V 一 c ; v s . 

现在来考虑波的传播方向、波源速度、观察荇速度三者不共线的一般情 
况。如图 6-66 所示，这时从波源 S 到观察者 D 的传播方向随时在改变，我 
们必须讨论瞬时过程。设波源在时刻《 = «。和 t 0+ dt 的位置分别为 S 和 S' ，相 
位分别为炉和 《P + dh 其中相位的增谩为 <V=2i^dt . 相位$由波源 S 传 
播到观察者时，它的位置在 Z ); 相位由波源 S' 传播到观察者时，它的 
位置在 D 1 . 观察者从 i ) 走到所用的时间山'和他感受到的 频率 〆 与也 
和^是不一样的,但相位增置 d«p —样，即 


( 6 . 100 ) 


( 6 . 101 ) 


(Up = 2- ir^dt = 2 TTi >' dt ', 故 




相位史 从波源 *5 传播到观察者的位置 D 的时刻为《 = t。 + @/c, 相位 
由波源 S' 传播到观察者的位置 Z?' 的时刻为 f = + FW / C . 二者之差即 
为 d<' : _ 

( 6 . 102 ) 


d (’ = d 尤 


S ' D ' - SD 


如图6 -66 所示，从 y、zr 作切的垂线,令相应 
的垂足分别为 S。 、 Z) D . W 与 S ^ D 7 的长度相差 
高级无穷小贵，可认为二者相等, 

SD-¥5- =SD-S^D~ 0 = SS^ + DDo 
= SS ’ cos 0 + DD ’ cosip , (6. 103) 

式中 g 是 g 与 M 之间的夹角， 0 是万万^与 ■^之 
间的夹角。因硬= v s dt , DD 7 = 由 （6. 

102) 和 (6. 103) 式得 



图6 -66 多普勒效应 
——波源和观察者皆动 


v' CjfVpCOS^ 

v d<’ c - v s cosO' 


于是 


(6. 104) 
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这便是多普勒效应的普遍公式。不难看出，当心少等于0或 TT 时， （6. 104) 
式过渡到共线情形的公式 (6. 101) 式; 再令％ 或％ =0,进一步过渡到 （6. 
99) 式或 (6. 100> 式。 

机械波（声波）总在一定的介质中传播，上面所说的静止和运动，都是 
相对于介质而言的，在这里波源速度和观察者速度叫在公式里的地位不 
对称。多普勒效应不限于机械波，对于真空中的电磁波（光波），由于光速 c 
与参考系无关，多普勒效应的公式中只出现观察者对波源的相对速度 V . 此 
外，在上述经典的多普勒效应中只有纵向效应，没有横向效应 （0 或必 = 
t ：/2), 而在相对论中，除纵向外，还有横向多普勒效应。 

多普勒 ( J . C . Doppler ) 是奥地利科学家，他于1842年提出了上述效应 
的声学理论。那个时代缺乏精密测量频率的科学手段，用实验來验证还有一 
定的困难。有趣的是，为了验证多普勒效应，1845年巴罗特 （Buys Ballot ) 
在荷兰让一队小号手在行进的平板火车上奏乐，由一些训练有索的音乐家 
用自己的耳朵来判断咅调的 变化; 然后音乐家和号手的位置对调，重做此实 
验。 

口前，多普勒效应已在科学研究、工程技术、夂通管理、医疗诊断等各方 
面有着十分广泛的应用。例如，分子、原子和离子由于热运动产生的多普勒 
效应使其发射和吸收的谱线增宽，在天体物理和受控热核聚变实验装置中 
进线的 多荇勒增宽已成为一种分析恒星大气、等离子体物理状态的重要测 
量和诊断手段。基于反射波多許勒效应的原理,雷达系统已广泛地应用于车 
辆、导弹、人造卫星等运动目标速度的监测。在医学上所谓 “ D 超”，是利用 
超声波的多普勒效应来检査人体内脏、血管的运动和血液的流速、流量等情 
况。在工矿企业中则利用多普勒效应來测量管道中有悬浮物液体的流速。多 
普勒效应在各方面的应用，早已不胜枚举。 

6.2 艏波和马赫锥 

图6 - 67是一系列运动点波源的波面图。在图 a 中波源静止，波面是同 
心的。在图 b 中波源在运动，但其速度小于波速，波面的中心错开了，产生多 
普勒效应。在图 c 中波源的速度趋于波速，所有波面在一点相切，频率 〆 
* •在图 d 中波源的速度超过了波速，波面的包络面呈圆锥状，称为 马赫锥 
(Mach cone )。 由于在这种情况下波的传播不会超过运动物体本身，马赫 
锥面是波的前缘，其外没有扰动波及。这种形式的波动，叫做艏波 （bow 
wave )。 令马赫锥的半顶角为 a ，由图可以看出， 




(6. 105) 
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无量纲参数 W s /C 叫做马赫数，它是空气动力学中一个很有用的参数。 


艏波的例子是很多 
的，子弹掠空而过发出 
的呼啸声，超音速飞机 
发出震耳的裂空之声， 
都是这种波。超音速飞 
机与普通飞机不同，人 
在地面上看到它当空掠 
过后片刻，才听到它发 
出的声音。这正是艏波 
的特点。 



艏波最直观的例子，要 


图6 -67 运动波源的波面 


算快艇掠过水面后留下的尾迹（见图6 -68)。不过快艇尾迹 与声波 的马赫锥不同，它的 



图6 -68 快艇的尾迹 

半顶角《与 軀速叫 无关,总等于 19. 5°左右 r •这是由水面波的特殊色散关系导致的。 
由 （6.93) 式，深水波的群速是相速的一半。如果我们在图6 -67 中作由 S 至 Or 中点 VV 
的联线 SVV (见图6 -69>,则 

OT = cT , OW = y T , OS = v s T , ST ^ y / v ^- C 1 T , 

/. OSW = a - AWST = arctan ( c 77 ST ) - arctan ( c 7 V 2 ST ) 

= arctan ( c // w s 2 - c 2 ) - arctan ( c / l / vg 1 - c 2 ) 


O J - Walker , Sci . / lm . 258( 1988) , 80 




在有色散的情况下各种相速的波都会被激发起来，尾迹是按群速走在最前面的波表现 
出来的，即尾迹角 i 是对各种相速来说最大的 LOSVL 所以我们应该取它对 c 的极 
值： 




由此得 w s Vc 2 =3/2, 从而 a '= arctan ^ 图 6 -69 尾迹角 


- arctan ^/2) =54.74°-35. 26° = 19.48°. 


地球逆着太阳风运行，地 
磁场被压缩成磁层。磁层外有 
明显的流线型边界，称为磁层 
顶。与船在水上行驶一样，在太 
阳风中“航行”的地球也产生艏 
波，磁层顶就是艏波的前缘（见 
图6 -70)。 

按照相对论，任何物体的 
速度是不能超过真空中光速 



图6 -70 地球磁层前的艟波 


的，但可以超过介质中的光速。当在透明介质里穿行的带电粒子速度超过那 
里的光速时，会发出一种特殊的辐射，叫做切连科夫辐射 3 切连科夫辐射是 
电磁的艏波。利用切连科夫辐射原理制成的切连科夫计数器，可以探测高能 
粒子的速度，已广泛地应用于实验高能物理学中。 


本章提要 

1- 简谐振动 

动力学 f 势能奶 s) = y^oV « 

1 恢复力 / = - f/ 0 B S oc - s . 

( S 为振子离开平衡位置的 位移〉 
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运动学 表现： 时间的正弦或余弦函数。 

s ( t ) = Asin (6 >i + < p 0 ) = Acos ( o)t + ( p 0 r ). 
复数 表示： S ( t ) =2 e i - < , 复振幅 i = . 

特征参量 


(1) 振幅 A : 偏离平衡位置的最大距离。机械能 

( 2 ) 周期 7 1 : 振动一次的时间。 

频率* 单位时间内振动的次数。 

角频率 w : 单位时间内相位的变化。 


固有 角頰串 CU。 


= \/¥ = 


Jan (单摆）， 

(弹 费振子）. 


相互 关系 ： v = r = l = h. 

^7T V (O 


(3) 初相位 Vo : 反映振动的步调。 


2. 简 正模： 多自由度线性动力学系统的集体运动摸式，每一模式有自己的 
振动频率（简正频丰），相互独立，可线性叠加。 

实例： co 2 分子。 


3. 阻尼振动 

运动 方程： ^ + 2^^ f +tt , 0 2 S =0. 
dr cu 


咀 尼度 ： A = A 
a>o 

三种运动方式 
(1) A < 1 ，阻尼振动， 


s (, t ) = AefcosUj + Vo )， 其中叫 =W - 芦 2 
对教 减编： A =+ ln [^|^] = 奸 
(2) yl > 1，过咀尼， 


5(0 = ^, e' ，W +^ 2 e - (W , 其中汍= 

(3) /I = 1，临界咀尼， 停到平衡位置上所需时间最短 3 

4. 受迫 振动： 驱动力是周期性的。 

运动方程： d ? + ^ if + w ° 2s = ^ COS(ot 
运动 过程： 暂态+定态 
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P 振幅4 = 


定态：位移 


m y /{( d 0 2 - a ) 2 ) 2 + 4/3 2 


相位妒 =arctan 


速度 m -J (ft> 0 2 - (o 1 ) 1 + 4p 2 (o 2 

相位妒 v = 子 ， arctan — 2 . 

L w 0 - (O 

平均功率7= ^ FVcos < p v . 

共振 ： (O = O } 0% ( p v = 0 ， P 最大。 

= 2mp y<o 0 2 -p 2 ' V ** = 2 ^' 

5. 振动的合成 

0) 同频平行振动 矢置 图解法复数法 


= \/^| 2 + A 2 2 + 2i4,i4 2 cos( ^>2 —史 I ) ， 

A. sin^>, + siivp, 

(p = arctan — 1 ~— - ^~—. 

A x COS(p } + A 2 cos<p 2 

(2) 同频垂直振动 

x(t) = A x cos(cot ^ <p x 
y{t) = A y cos(cot + (fy 

^ + V '^ t cos(v， ^ =sin2 (〜 -〜)• 

轨迹一鷇 是椭圓 .见图 6 -20. 

(3) 差拍： 两频率相近的振动的叠加 ( U , - oj 2 \ Cco ^ w z ), 

■<4[cos(a；〆 + <p) + cos(wj + tp )] 


= 2Acos%^-t cosC—y^t + <p), 

其中 w 柏 =to 2 - to x . 

(4) 李萨 如图： 不同频率垂直振动的合成。 

周期比为有理数时轨迹闭合，为无理数时轨迹不闭合。 

―►一种比较、测量频率的方法。 

图形不仅与相位差有关，且与毎个撖动的初相位有关。 
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傅里叶分解 

非简谐振动=基频 （ o 0 振动+ S 谐频振动 

*教》»| 

—►頻谱的概念。 

6. 自激 振动： 非线性动力学系统，受到单方向作用的激励。 

(1) 软激励 实例 ：干摩 擦引起的振动，如各种弦乐器。 

(2) 硬激励 实例： 由捵纵机构控制的挂钟。 

7. 波动： 扰动的传播。 

简谐波:表达式 u ( x , t ) = ^ cos [2 ir(y + + ^> 0 ] 

= Acos(a)t T kx (p 0 ) , 

复数 C (； M ) = , A = Ae Wo . 

取负号朝方向传播，取正号朝 - ar 方向传播。 

沿传播方向看去，相位逐点落后。 

\ 表征时间周期 性的： 周期 r , 角频率 w = 


时空参贵 


，表 征空间周期 性的： 波长 A , 角波数 

A 


A (o 

— = — 

T k ， 


相位的传播速度。 


色散关系： a ) = co ( k ) 或 c = c ( k ). 

群速：乂 = _， ft * 的传潘速度。 

8. —维弹性波：以无穷长弹簧振子链为模型。 

K —— 弹簧劲度系数， m ——振子质1， 
°-振子间隔， < o 0 = Vk / tti . 


色散 关系: 


- 2 o)q sin 


ka 长波杈限 


= <o 0 ak 9 




能量 密度: 
能流 密度: 










思考题 


307 


12. 水 面波： 纵波+横波 

长波（重力 波）： 6> =/gh tanh ^ ftfe . 

(1) 浅水波（深度 fee 波长 A ) 

oj — qH , c — q h , 无色散 o 

(2) 深水波（深度 /!：> 波长 A ) 

o ) =^/ gk , c = Yg/k = 2 v t , 强烈色散。 

短波（表面张力 + 重 力）： c 笮,色散波。 

最小波速^!^ ^ fl ( y / pg)' v，A -23 cm / s ， 

最小波长入地 = 2 ir / y 7 pg - 1.7 cm . 

13. 弹 性波： 波速〜（10 3 -10 4 ) m / s . 

纵波波速以=_^(77^, 撗波波速<^=1, 

14. 多普勒效应 ：波源 S 或/和观察者 Z ) 运动，波动频率" — 

〆 C V D coa/r 
v c - v s cose 9 

式中 d 、 少分别是波源、观察者运动速度与联缦的夹角（图 6-66)。 

15. 艏波： 声源 S 在介质中超波速运动引起的击波。 

马赫锥半顶角 a = arcsin ^. 

实例： 超音速飞机、地球磁*前的艦波、切连 科夫韁 射等。 

思考题 


6-1. 下列运动中哪些是简谐振动 ，矚些 近似是.或不是？ 

(1) 完全弹性球在地面上不断地惮跳； 

(2) 圆锥摆及其在某方向上的 投影； 

(3) 如本埋图所示装置中小球的攢向 振动； 

(4) 小球在半球形碗底附近来回 滚动； 

(5) 将上題里的碗换成旋转抛物面形的，情况 

怎样？ 思考 *6-1 

(6) 缝纫机里针头的上下动作。 

6-2. 将劲度系数分别为 fc , 和&的弹簧并联或串联起来.构成弹簧振子.它们的周 
期公式各具有什么形式？ 

6-3. 若单摆悬线质量不可忽略，它的周期增加还是减少？ 




iwhsBSSSSBI 

|SiSmSSiBhB| 

b ; ssa » ss；B 

ImwMmuMmwamml 


6-4. 若弹簧振子中弹簧本身的质量不可忽略，其周期增加还是减少？ 

6-5. 若将第四聿习题 4 - 18里圆盘与细扞的刚性连接换为轮轴，即圆盘可绕圆心 
自由转动，此摆周期变长还是变短？ 

6 - 6 . 将一个动力传感器联接到计算 F/f • 

机上，我们就可以测 a 快速变化的力 。本® 

图中所示，就是用这种方法 測得的 单摆悬 ' 

线上张力随时间变化的曲线。试从这根曲 , 

线估算 一下： 

< i ) 最大 摆角； 0 

(2) 摆锤的质量。 0 

忽略空气阻力的影响.尽管阁中的曲 

线显示出有些阻尼的迹象。还要注意，这摆 ••- 

的摆幅不能算很小。 思考《6-6 

6 -7 •自激振动与受迫振动有什么 区别？ 试举出比 
ti 上更多-些自激振动的例子。 

6 -8 •大關: a 細，在脂哪鮮關，左 
右交替产生的旋涡乂藤撼了烟囱。试从受迫振动或自激振 
动的观点分析 t 述现象。 K 

6 - 9 . 你能设想，蜻蜓 翅膀上 的痣斑（见本题图）起 思考题 6-9 

什么作用？ 

6 -10 .在一维简《波的传播路径上3点的相位超 / A 

前于5点（见本 胚图） ，波动軔哪令方向传播？若4点的 - r ~~ ^-k - V -- 

相位落后呢？ \_ 

6 - 11 . 当波动从一种介质传播到另一种介质时， 

下列哪些特征 S 变化，哪.些 不变？ 6 - 10 

(1) 频率；（2> 波长： （3) 波速。 

6 - 12 . 试比较行波和驻波的异同。 

6-13. 从下列色散关系看.哪些波是有色散的，哪些波没有色散？ 

( 1 ) 声波： at = kc ,\ 

(2) 浅水波： < D = k ~/ gh \ 

(3) 深水波 ： eo = ygk \ 

(4) 真空中的电磁波 ： w = cfc ( c ——光 速）； 


思考》6 - 10 


(5) 等离子体中的电磁波： («,„ ——等离子体频率）。 

6-14. 微波背景辐射是宇宙空间无处不在的一种电磁辐射（即各种频率的电磁 
波）。近年来人们观察到，微波背景辐射有一定的偶极各向异性，即沿某个特定的方向看 
去有红移（即电磁波的頻率下降），而在相反的方向上有蓝移 （即电 磁波的频率增 加）。 
试从多普勒效应的观点去分析我们所在的星系相对于微波背景辐射的运动。 
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习 题 

6-1. —物体沿 ar 轴作简谐振动，振幅为 12.0« n . 周期为 2.0 s , 在 t =0 时物体位于 
6.0 cm 处且向正 r 方向运动。求 

(1) 初 相位； 

(2) t =0. 50 s 时，物体的位置、速度和 
加速度； 

(3) 在 a ;=-6.0 cm 处且向负 x 方向运 
动时，物体的速度和加速度。 

6 - 2 . 一简谐振动为 a : = cos ( irt + a > , 

试作出初相位分別为0、 ir /3、 W /2、 习超6-3 

- ir /3 时的 a:-r 图。 

6-3. 三个频率和振幅都相同的简谐振动5 | (0、《 2 (0、《 1 (1〉，设 
* 1 的图形如本题图所示，已知与 8| 的相位差 ot 2 - a , = 2 ir /3, s , 与 s , 的 
相位差 t *,- a | =-2 ir /3. 试在图中作出 s 2 ( t ) 和 s ,( t ) 的图形。 

6-4. —个质置为 0. 25 g 的质点作简*振动，其表达式为 s =6 sln (5 f 
- tt /2). 式中 s 的单位为 cm , t 的单位为 s •求 

(1) 振幅和周期； 

(2) 质点在 <=0时所受的作 用力； 

(3) 振动的能 tf 。 

6- S . 如本® 图，把液体灌人 U 形管内，液柱 
的振荡是简谐运动吗？周期是多少？ 

6-6. 如本题图，劲度系数为&和&的两个 
弹簧与质童为 m 的物体组成一个振动系统。求系 
统振动的固有角频宇。 

6 -7. —竖直弹簧下挂一物体,最初用手将物体在弹簧原长处托住，然后撤手，此 
系统便上下振动起来。已知物体最低位置在初始位置下方 10.0 cm 处。求 

(1) 振动頻串; 

(2) 物体在初始位置下方 8.0 cm 处的速率 大小； 

(3) 若将一个 300 g 的砝码系在该物体上.系统振动频率就变为原来频率的一半， 
则原物体的质置为多少？ 

(4) 原物体与砝码系在 一起时 ，其新的平衡位置在何处？ 

6-8. 如本题图，一单摆的摆长 i = 100 cm , 摆球质量 m = 10 . 0g , 开 

始时处在平衡位置。 

(1) 若给小球一个向右的水平冲量 FAt = 10.0 g . cm / s ， 以刚打击后 
为 <=0时刻,求振动的初相位及振 

(2) 若 FAt 是向左的，则初相位为多少？ 

6-9. 如本题图，在劲度系数为*:的弹簧下悬挂一盘 ，一 质量为 m 
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的重物自高度 fe 处落到盘中作完全非弹性碰撞。已知盘子原来静止，质量为从求盘子 
振动的振幅和初相位 （ 以 碰后为 f =0时 刻）。 

6-10. 若单摆的振幅为0。.试证明悬线所受的最大拉力等于 msKl + O 。 2 ). 



习习 *6-11 习 *6-12 

6-11. 如本题图.把一个周期为 r 的单摆挂在小车里，车从斜面上无庠拣地滑下， 
单摆的周期如何改变？ 

6 - 12 . 如本題图,将一个匀质圆环用三根等长的细绳对称地吊在一个水平等边三 
角形的顶点上，绳皆铅直。将环稍澉扭动， 

此扭摆的运动是简谐的吗?其周期为多少？ ^_ ^ AA j 

6 _ 13 •如本《囝，质量为好的平板两 

端用劲度系数均为 A 的相同的弹簧连到侧 t 腦 - ， -- B 

壁上,下垫有一对质 M 各为 m 的相同圆柱。 习超6 -13 

将此系统加以左右扰动后.圆柱上下都只 

滾不滑。这系统作简谐振动吗？周期是多 r ' 、 - T - - ^ — ■ 

少？ (t \ \ C \ 

6 - 14 . 本題图中两个相同圆柱体的轴 U T 0 I * )) 

在同一水平面上,且相距 2 L 两圆柱体以相 

同的恒定角速率按图中的转向很快地转 r — 2< - H 

动。在圆柱体上放一匀质木板，木板与圆柱 ^ #6 _ 14 

体之间的滑动摩揀系数为设 m 为常数。 

把处在平衡位置的木板略加触动， 

(1) 试证明木板的运动是简谐振动，并确定其固有角 频率； 

(2) 若两圆柱体的转动方向都反向，木板是否仍作简请振动？ 

6 - 15 _ 竖直悬挂的弹簧振子，若弹簧本身质量不可忽略.试推导其周期公式： 


式中 m 为弹簧的质量，&为其劲度系数， M 为系于其上物体的质置（假定弹簧的伸长量 
由上到下与长度成正比地增 加）。 
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6-16. 三个质 M 为 m 的质点和三个劲度系数为 
A 的弹簧串联在一起，紧套在光滑的水乎圆周上（见本 
题图）。求此系统简正模（即简正频率和运动方 式）。 

6-17. 阻尼振动起始振幅为 3.0cm. 经过 10s 后 
振幅变为 1.0cm. 经过多长时间振幅将变为 0. 30cm? 

6-18. —音叉的频率为 440 Hz, 从測试仪器测出 
声强在 4.0s 内减少到 1/5 ,求音叉的 Q 值 （ <5 = 1/2A , 

A ——阻尼度） 

6-19. —个弹簧振子的质童为 5.0kg, 振动频率 
为 0.50Hz, 已知振幅的对数减缩为 0.02, 求弹簧的劲 
度系数 A 和阻尼因数 / S . 

6-20. 弹簧振子的固有频率为 2.0Hz, 现施以振幅为 lOOdyn 的谐变力，使发生共 
振。已知共振时的振楢为 5. 0cm, 求阻力系数 y 和阻力的幅度。 

6 -21. 设有两个同方向同频率的简谐振动 : r _ = / lcos ( w “ Tr / 4 ), x :=^ cos( w “ 
3ir/4 )。 求合成振动的振幅和初相位。 

6-22. 说明下面两种情形下的垂直振动合成各代表什么运动，并画出轨迹图来。 
两者有什么区别？ 

(1) {巧 喊 (2) P ^ COSwt - 

y-y=Bsmtot. 

6-23. 两支 C 调音叉，其一是标准的 256Hz_ ，另一是待校正的。同时轻敲这两支音 
叉，在 20 s 内听到10拍。问待校音叉的频率是多少。 

6-24. 本题图为相互垂直振动合成的李萨如图形 c 已知横方向振动的角频率为 

习《 6 - 24 

求纵方向振动的角频率。 



6-25. 已知平面简谐波在 t =0 时刻的波形如本題图所示,波朝正 I 方向传播。 

( 1 ) 试分别画出 t = T / 4 , T / 2 、3 77 4 三时刻的 u - a : 曲线； 

(2) 分别画出四处的 M - t 曲线。 



6-26. 本題图为<=0时刻平面简谐波的波形，波朝负 a : 方向传播，波速为?;=330 
m / So 试写出波函数 M ( a :， t ) 的表达式。 
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6-27. 设有一维简谐波 

啦 0=2.0x0082^(^-^), 

式中 a;、M 的单位为 cm , * 的单位为 S . 求振幅.波长.频率.波速，以及; r = 10 cm 处振动 
的初相位。 

6 -28. 写出振幅为4、频率为*/、波速为 c 、 朝正; r 方向传播的一维简谐波的表达 
式。 

6 -29. 频率在 20 至 20xl0 3 Hz 的弹性波能触发人耳的听觉。设空气里的声速为 330 
m/s, 求这两个频率声波的波长。 

6-30. 人眼所能见到的光（可见光）的波长范围是 4000 人 ( 紫光）到 7600 人 (红光）， 
求可见光的频率范围 （iA = 10- ,0 m , 光速 c =3x10- nx / s )。 

6-31. —无限长弹簧振子链，所有弹簧的劲度系数皆为自然长度为0/2,振子 
质 Mw 和 m ’ 相间。试 证明： 此链有两支频谱，即对应每个角波数 fc 有两个角频率 ( Zfc ) 
和叫 （ A :), 在 m ;> m ' 的情况下有 

< Oi ( fc ) sin ^ (声频支）， 

« h ( k ) (光頻支）。 

对于低频的声频支 ，f =1, 即 m 、 m ' 的振动同 相位； 对于崗频的光频支，1= -^- A , 
即 m 、 m ' 的振动反相位，且与相比， to 几乎 " 

不动。 

6-32. 本®图中0处为波源，向左右两边 
发射振辐为4、角频率为 o * 的简谐波.波速为 C . 

为反射面，它到 O 的距离为 5 A /4 (A 为波 
长 h 试在有无半波相位突变的两种情况下，讨 

论 0 点两边合成波的性质。 习 《 6-32 

6-33. 本题图中所示为某一瞬时人射波的波形，在 
固定端全反射。试画出此时刻反射波的波形。 

6-34. 人射简谐波的表达式为 

«(*, 0 = A cos[2ir(y +y) + ^]. 

在 x =0 处的自由端反射,设振幅无损失，求反射波的表达 
式。 习题 6 -33 

6-35. 设人射波为 m=4cos2tt(+++), 在; r=0 处 

发生反射，反射点为一自由端。求 
(0 反射波的表 达式； 

(2) 合成的驻波的表达式，并说明哪里是波腹，哪里是波节。 
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6-36. 在同一直线上相向传播的两列同频同幅的波，甲波在4点是波峰时乙波在 
5点是波谷， A 、 B 两点相距 20.0 m . 已知两波的頻率为100 Hz , 波速为200 m / s , 求 Ai ? 
联线上静止不动点的位置， 

6-37. 利用表面张力波的色散关系 （6. 95) 式求其群速，并证明相速等于群速时相 
速最小。 

6-38. (1) 沿一平面简谐波传播的方向看去，相距2 cm 的4、 S 两点中5点相位 
落后 ir /6. 已知振源的频率为 10 Hz , 求波长与波速。 

(2) 若波源以 40 cm / S 的速度向着 A 运动， B 点的相位将比 A 点落后多少？ 

6 -39. 两个观察者 A 和 S 携带频率均为 1000 Hz 的声源。如果 A 静止， B 以 10 m/s 
的速率向 A 运动，4和 S 听到的拍频是多少？设声速为340 m / s . 

6-40. —音叉以 2. 5 m / s 的速率接近墙壁.观察者在音叉后面听到拍音的频率为 3 
Hz , 求音叉振动的频率。已知卢速340 m / s . 

6 -41. 装于海底的超声波探测器发出一束频率为30000 Hz 的超声波，被迎面驶来 
的潜水艇反射回来。反射波与屁来的波合成后，得到频率为241 Hz 的拍。求潜水艇的速 
率。设超声波在海水中的传播速度为1500 m / s . 

6-42. 求速度为声速的 1.5 倍的飞行物觸波的马换角。 




第七章万有引力 
§1. 开普勒定律 


1.1 历史性的回顾 


在西方，一些物理学家提出这样的 问题： 如東一个人未读过莎士比亚的著作，会被 
人认为没有 教养; 但是一个人不知 道牛顇 .爱因斯坦的理论,却不被看做没有文化。这不 
奇怪吗?于是他们仿照“艺术欣赏”、“歌剧欣赏”那样，在大学文科开设起“科学欣赏”、 
“物理欣黹”课来。在我国，情况可能更是这样。在一般人心 H 中.物理是那样枯燦,那样 
难懂，难道还有什么可欣赏的?其实物理学是优美的，它的美表现在基本物理规律的简 
洁和普适性。然而这些规律的外在表现（各种物理现象）却往往非常复杂。物理规律是 
有层次的.层次越深.即规律越基本，就越简单，其适用性也越广泛，但也越不容易被揭 
示出来。所以物理学的简洁性是隐蔽的，它所具有的是深邃而含蓄的内在美。不懂得它 
的语言.是很难领会到的。天文学先于物理学，事实上物理学的发端姶于对理解星体运 
行的追求。万有引力定律的发现堪称一部逐步揭示物理规律简洁美的壮丽史诗，让我们 
从古希腊谈起。 

公元150年前后托勒玫 ( C . Ptolemy ) 把当时已发展得异常之好的天文学知识 （ 铕 
度惊人的观测数据）总结成宇宙的地心体系（图7 - 1)。且不管人们的宇宙观如何，但就 
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• 白羊麋 . 




图7 -2 火星的退行 图7 -3 地心说对行星退行的解释 

对曰月恒星等的所有原始观测而论，地球确是中心。从这个特殊的角度看，行星的运行 
在天球上的视轨迹是相当复杂的。最引人注目的特征是，在恒星的背景上行星有时要逆 
行 ( retrograde , 见图7 -2)。托勒玫的体系把每个行星的运动描绘成沿一个称为本轮 
( epicycle ) 的小圆回转，而本轮的中心又循着以地球为中心的一个称为均轮 
( deferent ) 的大圆 运行。 这就解释了行星的逆行问埋（见图7 - 3) 。 

当时人们只知道五大行星 :水星 ，金星，火星、木星、土星。天文观测表明，水星和金 
星的行为是很特别的，它们运行的特 点是： 

(1) 本轮中心绕均轮--周的时间正好是丨太阳年，即太阳绕黄道走一整圈所需的时 
间。 

(2) 水星和金星从来不会离太阳太远（水星到太阳的角距两约为22.5。，金星则为 
4 6°),亦即它们的运动似乎是与太阳牵连在一起的，其它三颗行星（火星、木星、土 星） 
则 不然。 

为了使其理沦体系与相当 
精确的天文规测数据吻合,托勒玫 
在本轮上再加一层又一层的本轮。 

尽管这个体系变得非常复杂，它却 
能给出行星以前的轨迹，并能相当 
好地预言它们未来的位置。于是， 

托勒玫体系一代代传下去，直到 
15世纪，未发生重大变化 c 

哥白尼 (Nicolaus Cc ^ emicus ) 

1473年生于波兰。他对托勒玫庞 
杂的大小本轮体系感到强烈的不 
满。哥白尼认为，如果把太阳放在 
中心,我们对行星运动的描述将会 
大大简化。图 7-4 是哥白尼的日 
心体系，在这个体系中，五大行星 
和地球都绕着太阳作圆周运动。 



图7 -4 哥白尼的曰心体系 
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水星与金星的轨道半径比地球的 
小，称为内行星；火星、木星和土 
星的轨道半径比地球的大，称为 
外行星。这就简洁地解释了上述 
两点观测亊实。 

从哥白尼体系回过来#，托 
勒玫体系中行星轨道上木轮对地 
球观测者所张的角半径0代表什 
么?这个问趣我们已在第一章的 
例题7里作过分析。从那里不难看 
出，对内行星来说是行星绕 H 
轨道对地球所张的角半径 ， BP 
该行星离开太阳 S 的最大角距离 
(见图7 -5): 对外行星来说，0是 
地球绕 U 轨道对该行黾所张的角 
半径（见图7 -6)。这样一来.颠 
倒的映象理顺了，一切显得那样 
简洁、淸晰。此前，在各个占代文 
明的观念里，无一例外地都把人 
类自己放在宇宙的中心上。哥白 
尼率先否定了地心说，把宇宙的 
中心移到太阳上。为宜传和捍 E 
这个学说，布鲁诺被宗教裁判所活活烧死，伽利略受到迫害。后人把历史上这桩勇敢的 
壮举,豪迈地形容为“哥白尼拦住了太阳.推动了地 球"。 

出生于丹麦的天文学家第谷 (Tycho Brahe ) 不理会哥白尼体系是否简洁，在他看 
来，地球太笨重了，是动不起来的。然而他二十年如一日，仔细地观察了行星在天球上的 
位置,绘制了上千颗恒星非常精确的星图。他测量和记录下了 20年来的行星位 H , 误差 
不超过1/15度。由于第谷数据的精确度比验证酐白尼学说所需要的高得多，人们发现 
哥白尼的行星圆轨道模型只是粗略的近似。 

1.2 开普勒从本轮走向補圆 

开普勒 (Johannes Kepler ) 是第谷的助手。他与第谷相比更倾向于理论上的思考。 
第谷死后，他把自己的全副精力投在整理第谷的观測数据上，企图求得行星运行轨道的 
最简单描述。在所有的行星里，除水星外，火星轨道的偏心率最大。水星离太阳太近，难 
于观测，开普勒把注意力集中在火星上。开荇勒诙 i 皆地把这说成是他对火星宣战。❶ 


❶ Wilson,C. , Sci. Am . ， March 1972, p. 93. 




图 7 - 5 从地心系和日心系看内行星 




S 7-6 从地心系和日心系看外行星 
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要解释观测到的数据，需要知道观测点（地球）的相对位置。开普勒相信哥白尼的 
日心说，把第谷太阳绕地球的运行的理论变换到日心体系中来，作为确定地球位置的依 
据。首先，他经过艰苦的观测和计算，肯定了火星的轨道面大体上与黄道面（地球绕曰 
的轨道面）一致（有1 °50‘ 的夹角) 。然后，他利用很巧妙的方法观测到12个火星黄经数 
据（以太阳为中心的方位角）。办法是待火星于子夜到达中天时，记录下来它在恒星背景 
上的位置，因为此时日、地、火星共线,地球上看到火星的方位就是从太阳上看到它的方 
位。 

有了这些数据，就要构造出一个理论来，以便能够计算火星在任何时刻的黄经。 


那个时代有的只是托勒玫体系中本轮、均轮的理论。为了拟合天文观测数据，托勒玫体 


系中的均轮是偏心的（见图7 -3 a ), 而且为了说明角速 
度不均匀，理论中还设想有另外一个点，叫做均衡点 
( equant ), 天体相对于此点的角速度是均匀的。托勒玫 
体系认为，均轮的圆心 C 在中心天体（当时是地球）和均 
衡点 QHi 离的平分点上（偏心点平分律）。开 t 勒借用了 
这类托勒玫式的理论，不过把太阳 S 放在中心天体的位 
St (见图 7 -7> ，哲不要本轮，偏心的“均轮”现在就是 
行 M 的轨道 本身； 且不预先假定偏心平分律，而是用与 
观测数据最佳拟合的办法确定圆心 C 的位置。他用了 12 „ ^ „ 

个数据里的4个，触 (7 離 S 应该规太 PH 6 /IG 的位~ 7 
K 上。用其余8个数据去检验此理论，发现平均偏差为 50' 最大偏差为2'12•。这与第谷 
观测数据的楕度差不多，当时己是相当好的结果了。丁•是开锌勒获得一个计荈火星方位 



的 oj 靠理论。虽然他下一个发现证明，这理论在预言火星到太阳的距离上是错的，开普 
勒把它称之为“权宜的理论 (vicarious theoiy )” ，继续运用它来计算火星的黄经。 

下一步，开普勒在日、地、火星不共线的情况下测1火星到太阳的距离。这里涉及大 
S 三角运算,误差可能很大。不过可以看出，结果与权宜是有分歧的。从火星接近轨道拱 
点（近日点或远日点）时的数据计算，均轮圆心 C 更接近于 S 、 Q 的中点，而不是六四开。 
但是若把圆心放在这里，则算出的黄经与权宜理论差到±8’ 之多。 

如前所述，行星绕均衡点<?的角速度是均匀的，因此偏心平分律意味着，在拱点附 
近行星的运行速度反比于它到太阳的距离，这便是后来的面积定律（矢径的掠面速度恒 
定）的萌芽，开普勒猜想，这结论对于行星所处的任何位置都适用。开普勒不喜欢“均衡 
点”的概念，因为那里空无一物,很难想象，太阳怎能指挥行星绕着它匀速旋转。他更 g 
欢面积定理•因为可以想象太阳以某种未知的神秘力量.与距离成反比地推动行星前 
进，尽管这个设想在那个时代很难得到销确的验证，但开普勒对面积定理是坚信不移 
的。 


开普勒进一步问 自己： 为什么行星轨道是偏心的？他的回答仍是托勒玫式的，在同 
心的均轮上加本轮。如图 7 - 8所示，均轮是太阳 S 为中心的一个大圆（灰线），本轮是圆 
心在其上运动的小圆。设想本轮以角速度 w 绕太阳公转的同时，又以角速度绕自己 
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的圆心自转。这时处在本轮边缘上火星 A / 的轨迹 
就是一个绕日的偏心大圆^黑线），其半径等于均 
轮的半径，中心偏离距离@等于本轮半径。如果 
角速度均匀.則不符合面积定理。若楕细地调整 
使火星的运行处处符合面枳定理，則在拱点 A 、 
P 和四分点0,.込（与拱点连线垂直的 地方） 与权 
宜理论符合,但在八分点 o ,、 o 2 、 o 3 、 0 4 ( 与拱点连 
线成45° 角处） 差到 *8' 之多（见图7 -9 a )。 开普 
勒不能容忍这样大的偏差。是圆形轨道不对，还是 
面积定理不对?开普勒宁可抛弃前者。图7 - 9 a 表 
明，火星在拱点 A 、 P 走得太快，致使八分点 o ,、 o 3 




田7 -9 不放过：的儐差 
处产生方位角的正 偏差； 在四分点0,、込走得太慢.致使 
八分点 o 2 、0,处产生负偏差。若面积定理成立，则应让四 
分点0,、<? 3 向里》•使火星轨道变成一个卵形线。 

在上述不均匀转速的樓塑里，开普勒特别替驱动本轮 
的天使感到为难。他们脚下既无立足之地（在开普勒时代 
人们巳不相信古代的水晶球摸甩了），又得精密地调整着 
本轮的转速，使之随时符合面积定理 3 开普勒首先减轻他 
们的负担，让本轮均匀地自转，但其公转的角速度是变的， 

以保证面积定理随时成立，这样一来，火星的轨道将如图 7 
_9 b 所示，四分点缩进.成为卵形 3 再与权宜理论比较，发田7 - 10开普勒终于 
现除在拱点4 、P 和四分点0,、兑仍与权宜理论符合外，在 找到了正碗的轨遵 

八分点0,、0 2 、0 1 、0 < 有正负号与前相反的± 8 ，偏离,开普勒自然会想到如果将图 7 _ 
9 a 和7 -9 b 的轨道加以折中.即如图 7 _ 10 中粗黑线所示的椭圆 轨道则 可得到处处符 
合权宜理论和面积定理的正确轨道。就这样，开普勒发现了他的第一定律，面积定理的 
猜想成为他的第二定律。开普勒后来才意识到.这正确的椭圆轨道是以太阳的位置为其 
一个焦点的。 
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古希腊以来，人们就想到，行星的轨道愈大，绕行一周的时间（周期）愈长。开普勒 
进一步的努力找出了二者之间的定 M 关系： 拥圆轨道的半长轴 a 与周期 T 的 2/3 次方 
成正比。这便是开普勒第三定律。 

开普勒获此结果欣喜若狂，他不加掩饰 地说: “十六年了，我立志要探索一件事，所 
以我和第谷结合起来，……我终于走向光明，认识到的真理远超出我最热切的期望。如 
今木已成舟，书已完稿。至于是否现在就有读者，抑或将留待后世?正像上帝已等了观察 
者六千多年那样，我也许要整整等上一个世纪才会有读者。对此我奄不在意。” 

把20余年里观测的几千个数据归纳成这样简洁的几条规律，开普勒是应该为此而 
感到自豪的。只是开普勒尚不理解，他所发现的三大定律已传达了重大的“ 天机” 。如第 
四章所述，角动 M 正比于径矢的掠面速度，故开普勒第二定律意味着角动量守恒，亦即 
行星受到的是有 心力; 我们还将看到，开普勒第三定律意味着引力的平方反比律。开普 
勒定律潼涵着更为简洁、更为普遇的万有引力定律。个中的奥秘直到牛顿才被破译出 
来。 

总结一下开普勒走过的曲折道路，他的权宜理论和面积定理对他的成功起了关键 
作用。权宜理论是建立在精密观测基础上的唯象理论，面积定理是他凭直觉所作的大胆 
假设。尽管根据后来牛顿力学的理论来审视•开普勒的大多数推理柿是错误的，他还是 
成功了。看来，在实验上 严灌的 科学态度和理论上积极的思维都是必要的，当然机遇和 
运气也常常在起作用 


1.3 开普勒行星运动三定律 


开普勒三定 律归纳 如下： 

(1) 行星沿椭圆轨道绕太阳运行，太阳 
位于椭圓的一个焦点上。 

(2) 对任一个行星说，它的径矢在相等 
的时间内扫过相等的面积。 

(3) 行星蜣太阳运动轨道半长轴 a 的 
立方与周期 r 的平方成正比，即 



图7-丨丨开普勒定律 


f = 常量欠， 或 


^ =常量尺 1/3 ， (7.1) 


这里常量与行星的任何性质无关，是太阳系的常量。 


§2. 万有引力定律 

2. 1定律的建立 

下一个问题是什么原因使行星绕日运转？在开普勒时代有些人对此的 
回答是小天使在后面拍打翅膀，推动着行星沿轨道飞行。与此同时,伽利略 
发现了伟大的惯性定律，即不受任何作用的物体将按一定速度沿直线前 
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进。再下一个问题是牛顿提出的，物体怎样才会不走直线？他的回答是以任 
何方式改变速度都需要力。所以，小天使们不应在后面，而应在侧面拍打翅 
膀，朝太阳的方向驱赶行星。换句话说，使物体作圆周运动，需要有个向心 


力。 



第一章 5.3 节曾给出勻速圆周运动向心加速度的公式 （1. 18) ，乘上质 
量 m 就得向心力的 公式： 

(7.2) 


对于圆轨道 ， v _=2 irr / r ( r 为周期），从 

M _ 

(7.3) 


J ~ T 1 ' 

另一方面，按照幵普勒第三定律， r 3 / r 2 
= AT (与行星无关的太阳 系常墩 ，叫 做开 
普勒常量） ，则 1/ T 2 = K / r 3 , 于是 

/ = 1^. (7.4) 


图 7-12 从牛顿的苹呆到月球 


亦即，开普勒第三定律含有这样的 内容： 

一个行星所受的向心力与其质世成正 
比，与它到太阳的距离平方成反比。平方反比的思想在牛顿之前就有，不过 
在没有牛顿创立的力和质 M 的确切概念之前，这种思想是含糊不清的。 

牛顿“苹果落地”的故事广泛流传。这故事最生动的记载出自牛顿的亲 
友对他晚年谈话的回忆。故事大意是说,1665 -1666 年间因瘟疫流行，牛顿 
从剑桥退职回家乡，当时他正在思考月球绕地球运行的问题 ，一 日他在花园 
中冥思重力的动力学问题时，看到苹果偶然落地，引起他的遐 想：在 我们能 


够攀登的最远距离上，在最高建筑物的顶上和最高山巔上，都未发现重力明 


显地减弱，这个力必定延伸到比通常想象的远得多的地方。为什么不会高到 


月球上?如果是这样，月球的运动必定受到它的影响，或许月球就是由于这 
个原因，才保持在它的轨道上的。然而，尽管在地表的各种高度上重力没有 
明显地减弱，但是很可能到了月球那样高时，这个力在强度上会与我们这里 
很不相同。 

设想月球处在它轨道上的任意点 4( 见图7-13)，如果不受任何力，它 
将沿一直线^进行，与轨道在 A 点相 p 。 然而实际上它走的是弧线亞, 
如果0是地心，则月球向0落下了距离^ = 2 /，令弧长 P = s = 2 - jrrt / T , 

COS 0 « 1 - 6 ^/ 2 , 6 = s / r ，则 
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y = r(\ -cosO) 


2r 


4uW = 2rrW 
Irl 0 ~ T 1 ' 


在地面上一个重物下落距离的公式为 

y ' = 

由此得 , 

y '~ gr -' 


(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 


月球绕地的周期 T = 21.3 d »2.36 xl 0 6 s ， 地面 
上苹果的重力加速度 <7=9.8 m / s 2 . 天文上最难 
办的是天体间的距离，因为它们离得太远了，通 


常大地测 S 用的三角法，因误差太大而不好用。 


古希腊的天文学家伊巴谷 （ Hipparchus ) 通过观 
测月全食持续的时间（即月球通过地球阴影的时 



图7 -13 牛顿对平方 
反比俥的月地验证 


间），呰相当精确地估算出地月距离 r 为地球半径尺 $ 的60倍，这个结果牛 
顿是知道的。但牛顿却用了当时海员们通用的计算方法，即纬度一度对应 
地球表面60英里的距离，来计算地球的半径丑 e . 这样得到的数值是/^ = 
3.44><10 3 11»此（英里）=5. 53 xl 0 J km , 从而 r =60 〜 =2. 06 xl 0 5 mile =3. 32 
xl 0 5 km . 用这些数据代人上式，得 2// i /' = (4. 16 X 10 3 )- 1 ， 而平方反比所期 
望的则是 (3600 K 1 , 二者差得还比较远。这可能是牛顿推迟了 20年才发表 
万有引力定律的原 W 之一.其实上述地球半径的数据是不准确的，较准确 
的数值应该是丑® =6400 km , r =60 丑① =3.84 xlO s km . 用这个数值再代人， 
即得 y / y ' = 1/3600 了.与平方反比律符合得相当好。 

上述牛顿的月地检验中除所用的数据不准外，还有一些问题有待解决。 
其中一个问题是地球对地面上物体（苹果）引力的距离为什么要从地心算 
起？此外，上面从向心力公式和幵普勒定律导出平方反比关系，只适用于圆 
轨道，实际上行星的轨道是椭岡的。第一个问题我们将在 3. 5节中回答，在 
那里将证明，从外边看，球对称物体产生的引力作用，就像其质量集中在球 
心-样。第二个问题由于行星的运动不再匀速，需要用到开普勒第二定律 
( 面积定律），牛顿直到 168 4 年才用相当复杂的几何方法明确地将它解决。 

例题丨 试 从开普 勒定律和量纲法来分析万有引力的性质。 

解： 开普勒第二定律表明行星的角动 f 守恒。亦即，它所受的是指向太阳的有心 
力。试设此力/与距离 r 的关系具有倒冪次形式，并与行星的质量机成正比： 


r ” 


(7.8) 



并设椭圓轨道的半长轴 a 和周期 r 除与比洌常量 C 有关外，还依耠于行星的能 t A ’ 和轨 
速角动量乙,现利用/7定理来分析开普勒第三定律中出现的 a 3 / r 2 比值 c 为此先把一些 
有关参量的 i 纲列成 下表： 



从这个量纲表可算出，由这些置可以组成一个无量 纲量： 

根倨//定理.我们有 

F (7-9) 

式中《是与椭圆仇道形状有关的其它无置纲参 t (如偏心串 ）， 4 •是 /7的某个无 董纲函 
教，.然而开 t 勒第三定悻宜称 aVrU * 阳系常置，与行星的性质（如无关，故上式 
中 4>=l,n=2, C 为太阳系#董（与行星的质 fm 无关）。亦即 （ 7.8) 式中的力/ 与 r 的 
平方成反比，与行星的质 fim 成正比。 | 

与牛顿间时代的人，如哈雷、胡克和惠更斯，都好像曾经在行星问题方 
面达到了某种平方反比的描述，然而只有牛顿的表述，由于明确地用了力和 
质世的概念，才是最鲜明的。按 (7.4) 或 (7. 8) 式力与被吸引物体的质 ! tw 
成正比,这件事的重要性只有牛顿才充分意识到。由此牛顿看到，引力作用 
的倒易性意 味着: 力还应与施加吸引作用的物体质量 M 成正比，亦即 （7. 8) 
式中的 (： 正比于 Af , 该式可写为 


其中的比例系数 G 称为万有引力常量或引力常量。与 （7.4) 式比较可以看 
出，开普勒常量尤与引力常量的关系应为 

式中财 Q 为太阳的质量。 

从苹果落地到月地检验，讨论的是地球的 引力； 行星运动问题 i 寸论的是 


太阳的引力。牛顿在1665年到1685年的20年里，把引力的思想不断扩大， 
最后概括出“万有引力”的概 念来： 

……如果由实验和天文学观測，普遍显示出地球周围的一切天体被地球 
重力所吸引•并且其重力与它们各自含有的物质之量成正比，则月球同 
样按照物质之量被地球重力所吸引。另一方面，它显示出，我们的海洋被 
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月球重力所吸引；并且一切行星相互被重力所吸引，彗星同样被太阳的 
重力所吸引。由于这个规则，我们必须普遍地承认，一切物体，不论是什 
么，都被賦予了相互引力的原理。因为根据这些表象所得出的物体的万 
有引力的论证，要比它们的不可入性的论证有力得多…… （（自然哲学 
的数学原理》）。 


2.2 定律的表述 

现在让我们来归纳一下，把万有引力定律表述如 下：任 何两物 体丨、 2 
间都存在相互作用的引力，力的方向沿两物体的联线，力的大小/与物体的 
质量 （注意，是引力 质量〉 to ,、 m 2 的乘积成正比，与两者之间的距离 r , 2 的 
平方成反比 ，即 j . Gto , wi 2 , 2) 

r !2 

其中 万有引 力常量 G 是个与物质无关的普适常1。由上式可以看出， G 的 


置纲为 


[ G ] 


r/ir^i 

[ V ] 


M-'L 3 T j , 


其数值要由实验来确定。 


(7.13) 


2.3 万有引力常量 G 的测定 

测定万有引 力常研 G 的数值，就要测 
«：两个已知质 设的物 体间的引力。1798年， 
即牛顿发表万有引力定律之后100多年，卡 
文迪许 （ H . Cavendish ) 做了第一个精确的 
测吡。他所用的是扭秤装置，如图7 - 14所 
示,两个质量均为 m 的小球固定在一根轻 
杆的两端，再用一根石英细丝将这杆水平地 
悬挂起来，每个质量为 m 的小球附近各放 
it 一个质量为3/的大球。根据万有引力定 
律,当大球在位置 A 4 时，由于小球受到吸 
引力，悬杆因受到一个力矩而转动，使悬丝 



B 7- 14卡文迪许扭秤装置 


扭转。引力力矩最后被悬丝的弹性恢复力矩所平衡。悬丝扭转的角度0可用 
镜尺系统来测定。为了提高测量的灵敏度，还可将大球放在位置 SS , 向相反 
的方向吸引小球。这样，两次悬杆平衡位置之间的夹角就增大了一倍。如果 
已知大球和小球的质量 M , m 和它们相隔的距离，以及悬丝的扭力系数，就 
可由测得的0来计算 G . 卡文迪许澜定的万有引力常量数值为 G =6. 754 x 


l ( T n m 3 / kg * S 2 . 卡文迪许的实验如此精巧，在八九十年间竟无人超过他的测 
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量精度万有引力常量是目前测得最不精确的一个基本物理常量，因为引力 
太弱,又不能屏蔽它的干扰，实验很难做。从卡文迪许到现在已近200年，许 
多人用相同或不同的方法测 MG 的数值，不断地改进其精度（见表7 - 1)。 


国际科学联盟理事会科技数据委员会 （ CODATA ) 1998年推荐的数值为 


G =6.673( 10) xl 0'" m 3 / kg - s 2 , 

相对标准不确定度为 1.5 xl ( T 3 (即千分之 1.5 K 卡文迪许把他自己的实验 


说成“称地球的重童”，这是不无道理的（不过用现代物理教学中严谨的宇 
眼，应该说是“测量地球的质 S ”）， 因为要想利用万有引力定律和已知的重 


力加速度值来求地球质量的话，它总是以和万有引力常量 G 的乘积形 
式出现，即 

= (7. 14) 

㊉ 

不先求得 G , 无法计算利用地球半径的现代数值= 6371 km 和 h 述 
G 值，以及 a =9. 81 m / s 2 ，可以算出 =5. 967 x 1 0 M kg ,由此我们还可以算 
出地球的平均密度 = =5.509 g / cm 5 . 


表7-丨万有引力常置 G 的测置值 



年份 

方 法 

G/(10'"N-m 2 -kg- 2 ) 


1798 


6. 754 


1891 


6. 698 




6. 658 




6. 658 




6.678 




6. 659 

Heyl & Chrzanowski 



6.668 




6. 674 


在地球上的实验室里测量几个铅球之间的相互作用力，就可以称量地 
球,这不能不说是个奇迹。其中的思想基础和牛顿的月地检验是一致的，即 
相信天上人间服从共同的规律，引力常量的数值都是一样的。要知道，在那 
个时代人们并不以为这一点很显然。 

有了 G 的数值，我们可以用同样的道理去“称太阳的重量”（即计算太 
阳的质量）。办法是先利用某个行星（替如地球）的轨道半径7^和周期 r 算 
出开普勒常量 A •，再由 G 值和 (7. 11 ) 式算出太阳的质量财 0 来。在 2. 1 节介 
绍牛顿的月地检验时我们就说过，天文上一个困难的大问题是天体之间的 
距离。如果说古希腊人已给出比较准确的地月距离与地球半径之比的话，这 
里遇到的是一个更难的问题——日地距离与地球半径之比 3 这比值的现代 
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数值是23500,公元前3世纪希腊天文学家阿利斯塔克 ( Aristarchus 〉 利用 
月相半满时日月地三角形的角度关系估计出的数值为20,第谷认为是 
1 200,开普勒的估计是大于2400,与牛顿同时代的意大利天文学家卡西尼 
( G . Cassini ) 和法国天文学家里歇 ( J . Richer ) 的估计值约为22000,其后 


100年根据哈雷生前提出的金星凌日法作出相当精确的估计值在23000到 


24000之间。近代日地 
距离高度精确的测置， 
基于对木卫食延迟的观 
测。木星最著名的四颗 
卫星是伽利略用他的新 
天文望远镜发现的，它 
们的周期分别在几天到 



图 7 - 15 通过木卫食的表观延迟测地球轨道直径 


十几天之间。当它们绕到木星后面的时候，就造成木卫食现象。如果观察 
者的距离不变，木卫食的到来在时间上应该是等间隔的。然而随着地球五 
绕日公转，我们到木星■/的距离大约在半年内相差一个地球轨道的直径 
(见图7 - 15〉。由于光速是有限的，我们观测到木卫食的时间延迟随着光 
程的增减而增减。人们观测到，在6个月内木卫食累计推迟了约16分钟， 
即 ％0 s ，用已知光速值3 x 10 8 m / s 计箅,得地球轨道的直径为 2. 88 x 10" m ， 
此值约为地球直径的22600倍。®考虑到地球轨道的偏心率，并使用现代最 
精确的光速值得到了日地距离的平均值 r e =1.4% x 10" m (称作一个天文 
单位，记作 AU )。 用这个数值和地球公转周期 T =3. 17 xl 0 7 s , 可算出开普勒 
常量 A ■，再代人 (7. 11) 式，利用已有的 G 值，即可箅出太阳的质量= 
1.989 x 10 s0 kg . 


开普勒定律不仅适用于太阳系，它对 •- 切具有中心天体的引力系统(如 


• 順便说起，这里涉及一段在光学教科书上讹传甚广的历史。上述有关木卫食时 
间延迟的计算在历史上是倒过来进行的，因为在17世纪人们还不知道光速的数值。丹 
麦天文学 家勒畎 （ O . ROmer ) 于1676年宣布，他发现了历次木卫食之间时间间隔的周 
期性变化,他得到6个月内的延迟累计22分钟，认为这就是光线走过地球轨道直径所用 
的时间。他的贡献主要是提出光是以有限速度传播的思想。1678年惠更斯用勒默的思想 
和卡西尼关于日地距离的观测数据，得到历史上第一个数量级正确的光速值 2. 15 x 
10 8 m / s . 可是在教科书中却把这结果都归功到勒默身上。据考证，虽然勒默1676年曾在 
巴黎卡西尼的天文台工作，但他并不知道卡西尼较为正确的视差法日地距离数据，所以 
他绝不可能算出较为正确的光速值 c 









图 7 - 16 海王星的发现 

行星-卫星系统）和双星系统都成立。对于这类系统，开普勒常量公式 （7. 
11) 中的财 0 应代之以该系统中心天体的质 ft 或双星的质贵和。这样，只要 


我们能够找到某行星的一颗卫星，测得其轨道 
的大小和周期，我们便有可能通过开普勒常量 
的计算求得其质量。许多行星的质撤就是这样 
求得的。 

2.4 引力理论的成就与意义 

预见并发现从未想到过的行星，也许是引力理论 
威力鍛生动的例证。 n 81 年赫歌耳 （ F . W . Herschel ) 偶 
然发现天王星，并在早先的一些星图中把它认了出来， 
发现1690年以后已有关于它的记录。把这些记录与几 
个月中进行的新測 馕结合 起来.就证明这天体确是我 
们太阳系的一员，走着一个差不多是圆形的轨道，平均 
半径为 19. 2 AU , 周期为84年。此后天王星的运动就成 
为不断研究的主题。积累的数据表明，它的运动有某些 
极小的不规则性，这些不规则性不能归因于已知来源 
的摄动效应（见图7 -16 a )。 这种反常使人们怀疑，在天 
王星外还有另一頼未知的行星。英国的亚当斯 （ J . C . 
Adams ) 和法国的勒弗里埃 （ U . Le Verrier ) 独立地对 
此进行了工作，根据一个被称为“波得定律”的经验公 
式，假定这颗未知行星轨道半径约为天王星的两倍，再 
从开普勒第三定律算出其周期，即 HJ 画出如图7 -16 b 



所示的一幅明确图像，说明这新行星是如何按其相对图7 -17 双星克魯格60 


位置交错地使天王星在其轨道运动中加速和减速的。在前后12年间的照片 


通过辛勤的分析，人们可以计算出这顆新行星在什么时日出现在什么方位。亚当斯于 
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1845年10月向英国皇家天监提供了情报，未获积极的反应。勒弗里埃直到1846年8月 
才完成计算，致信德国天文学家戈勒(丄 C . GaUe ) ，戈勒立即进行探索，在他第一夜的观 
测中就认出那颗新行星，与预计的位置只差1度。海王星就这样在笔尖下被发现了 =虽 
然这发现带有一定的机遇和偶然性，因为他们所用的波得公式并不对，但海王星的发现 
仍不失为牛顿动力学和万有引力定律最成功的例证 J 930 年汤姆波夫 （ C . W . 
Tambaugh ) 根据海王星自身运动不规则性的记载发现了冥王星,可说是前一成就的历 
史 回声。 


我们看到，万有引力理论在太阳系内获得极大的成功。它的威力究竞能够延伸到多 


远?在恒星世界中双星系统是很典型的，图7 -17 给出三张双星系 克鲁格 60在前后12年 
内相对位置变化的照片.图7 - 18是他们在天球上运行的详细记录。这系统大槪离我们 
有10光年远，周期为44年，两伙伴之间的距离约为10 AU . 图7 - 18中展示的椭圆轨道 


使我们相信万有引力也在那里起作用，中心不在 
焦点上是因为轨道面相对于我们的视线倾斜的 
缘故，图7 - 19是一张旋涡星系的照片，从密度 
的径向分布我们还能大体上验证平方反比律是 
否成立。对于更大的结构，如星系团和超星系团， 
就不容易作定量的考察了。不过我们相信，那里 
也有引力在起作用,使物质逐渐凝聚起来。当今 
牛顿万有引力理论的新版本一广义相对论已 
成为现代天体物理学和宇宙学分析问题的 基础， 
万有引力理论的普适性超越了宇宙的边缘!就这 
样,从苹果到月亮，从太阳到宇宙,上穷碧落下黄 
泉，天上人间.凡有引力参与的一切复杂现象.无 



图7 -18 双屋系成员相对 


不归结到一条简洁的定律中。还有什么比这更美 位矢描绘的拥圓轨道 



妙的吗？ 

有人问李政道先生，在中国做学生的 
时候，乍一接触物理学，有什么东西给他印 
象最深?他毫不迟疑地回答说，是物理法则 
普适性的概念深深地打动了他。物理法则， 
既适用于地球上你的卧室里的个别现象， 
也适用于火星上的个别现象。这一思想对 
他来说是新颖的，激发着他的兴趣。牛顿的 
万有引力定律堪称是物理学中普适性的经 
典楷模，贏得了后世无数科学家的赞赏，鼓 


图 7-19 旋涡星系 


舞了一代又一代有才华的青年走上献身物理学研究的道路。 


2-5 太阳系里有没有混沌运动？ 

回顾了牛顿力学的精确预见性在天文学上取得辉煌的成就之后，我们不得不谈谈 
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长期以来的误解。第六章 3. 3节曾谈到太阳系的稳定性问题，即三体以上的系统，尽管 
动力学规律是决定性的，往往会因初值敏感性而造成不可预料的结果=这种现象叫做 
混沌。为什么在太阳系这样一个复杂的多体系统里，根据牛顿力学所做的预言却如此 
准确？会不会有朝一日某个行星突然偏离自己的轨道，撞在其它行星上？ 

这种可能性不是没有的，问@是时间尺度=般认为，对于大行星，发生混沌运动 
的时间尺度会是非常长的。不过，在太阳系存在的几十亿年里.很难说没发生过这类事 


件。冥王星比月亮还小，而它与海王星轨道交叉，海卫一和冥卫奇特的逆行，这一切使人 


们怀疑，在遥远的过去曾经发生过 
一次较大天体的碰撞。 

小天体碰撞的频度就更大了。 
我们在第六聿 2. 3节里曾提到木星 
和火星之间小行星带内的基尔武徳 
缝。有人计算了与木星周期比为1 : 
3的缝内小行星的运动。參这缝内的 
开普勒轨道离火里较近，偏心率超 
过 0.3 的轨道是与火星轨道相交 
的。计算机的计算表明，在几十万年 
的时间尺度上运动显示出混沌的特 
征，小行星轨道的偏心率会无规地 
突跳到 0.3 以上,然后再降回来（见 
图7-20)。这似乎意味着，是它们 
与火星的近距离作用或碰撞，改变 
了自己的轨道。亦即.与木星周期 
比为1 : 3的基尔武徳缝是火星淸扫 
出来的。也可以形象地说，木星把球 
传过来，火星踢出了临门的一脚。 
以上只是对一个基尔武薄缝形成的 
初步解释，尚不能说明其它缝内的 
情况，更无法解释周期比为2: 3处 
为什么是 Hilda 群。不过，从这里我 
们看到，太阳系里的确存在着混沌 
运动。 

自从1994年7月彗木相撞事件 
发生以后，人们 M 加关切地球的安 
全问题了。图7 -21 中给出了部分 




图 7 -21 与地球轨道交又的小行星轨道 


❶ J . Wisdom , Proc . Roy . Soc . London ， A413( 1987) , 109 



直径大于 1 km 的小行星轨道，它们与地球的轨道交叉 = 真正在近期内出现灾难性撞击 
地球亊件的可能性虽不能排除，但实在是非常小的。不过为了防范，国际天文学联合会 
第21届全会已通过一项决议，成立一个由16名天文学家（其中包括我国紫金山天文台 
一人）组成的工作小组，专门研究这个问题。 

§3. 开普勒运动 


3.1 质点的引力势 

所有有心力都是保守力，从而有势能 t /( r ) 的 概念： 

U(r) = f/(r) dr. 

对于万有引力 /( r ) = _«^ p = _ GMm rj 势能为 

[/ (r) = _ dr = - (7. 15) 

这里我们把中心天体看成了质点,这在讨论太阳系问题，以及其它一些类似 
问题，如卫星问题，是合理的。这不仅是因为天体本身的大小比天体间的距 
离 小得多，而且大多数天体是球形的。为什么球形天体可看成质点？我们将 
在§4中讨论这个问题，这里我们暂时把它搁下。 

3.2 开普勒运动的守恒量 

天体或人造天体在引力中心的作用下所作的运动都符合开普勒定律， 
故可统称为 开普勒 运动。我们先看这类运动有哪些守恒最。万有引力是有 
心力，在有心力场里运动的质点角动 a 守恒： 

L=wrxp = 常童，或 ^ = 0. (7. 16) 

在保守力场中的质点机械能 守恒： 

E = E V + U ( r ) = ^- mv 2 - = 常量， 

或 f t = 0 . (7- 17) 

除了以上两个守恒量之外,在与距离的平方成反比的有心力场中还有 
一个特殊守恒量一隆格-楞茨矢量。为了导出这个守恒量，先看 pxL 的时 
间变 化率： 


^ ^ r \ dv r dr 

di (vxL) = di xL = m di 


^rx(rx*,)=- 


GMm 


[r(p - r) - v(r - r)] 




= _GMm [rrv _ c 1 a ] = _ G Afm[^^--| r ^] 

= G 3 fm [ r -L) + -Jr ^] = GMm j.) , 

亦即 f t (vxL-GMm 7 ) = 0 , (7.18) 

或 丑安 p x£-GMmf = 常量。 （7_19) 

上式所定义的 B 就是隆 格-楞茨矢量 （Runge-Lenz vector) ，从这个矢量我 
们可以得到许多关于开普勒运动的重要信息。 

为了得到开普勒运动的轨道，看矢径 r 与隆格-榜茨矢量的 标积： 
r • B = r • (1; x L) - GMmr 
1 } 

= L^r,v)-GMmr = --GMmr. 

如图 7-22 所示，令 0 为矢量 r 和 B 之间的夹角 ,r-B = rB cos 6 , 由上式得 


GMm 1 ' w •… V J r 

尸丄 （7 22) - V 

(7.20) 式是用平面极坐标 (. r , 幻描绘 07 ~ 22 陵格-傍茨矢董与行星轨道 
的圆锥曲线， e 为偏心率， p 为半正焦弦 。 e < 1 时为椭圆 ， e > 1 时为双曲 
线， £ = 1 时为抛物线， s = 0 时为圆。从这里我们看到隆格-楞茨矢量的几何 
意义: 其方向沿通过焦点的对称轴，指向最近的 拱点; 其大小正比于偏心率。 
对于圆轨道， B = 0 . 

3.3 有效势能曲线的利用 


除隆格-愣茨矢量外，另一个对于讨论开普勒运动很有用的概念是有效 
势能。在第三章§3里我们介绍了一维势能曲线的用法，但引力场中的开 
普勒运动是二维的，下面我们利用角动 M 守恒定律引进有效势能的概念， 
将二维问题化为一维问题。以中心天体为原点，在轨道平面上取极坐标 （ r ， 
0 ), 作开普勒运动的质点的速度可分成和％分量。因轨道角动量 L = 
mrv e , 从而机械能守恒定律可写为 

E = f(v 2 r+ v t 2 ) + U(r) =f^+^^(r) =^l + u (r ) = 常量， 
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式中 U ( r ) = U { r ) (7.23) 

是径向运动的有效势能，其中与角动量有关的部分 LV2m / 叫做“离心势 



图 7 -23 有效势能曲线 

能” 。用 G ( r ) 代替 U(r) 作势能曲线，我们可以在形式上只考虑径向运动。 
在图7 - 23 a 中横轴下面的曲线代表引力势能 U(r) 上面的一 

系列曲线代表对应于不同角动最值、 _ L , 、…的离心势能曲线。将引力 
势能曲线分別和每条离心势能曲线叠加，我们就得到一条条对应不问角动 
li 值的有效势能曲线（见图7 - 23 b ) 。 

代表总能量为 £• 的水平线与有效 
势能曲线相交的地点叫 做换点 
( apsides ) 。在拱点处 r 取极值，那里径 
向速度 v r =0, 只有角向速度 v ,. 由于 r 
时离心势能趋于0的速度比 
U(r) 的绝对值快，有效势能曲线是从 
负的一侧趋于0的。所以 £為0 时水平 
线与有效势能曲线只有一个交点乂（见 
图7 - 24)，在这里 r 取极 小值; 另一头 
轨道是开放的， r 延伸到无穷远。 _£■>() 

时轨道是双曲线，丑=0时轨道是抛物 
线。 

当五<0时水平线与有效势能曲线可能有两个交点 （图中 五 = £ 2 时的 s 



图7 -24 对应同一角动量不同 
能量径向运动的特征 
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和 C ) ，或一个交点 (E = E 3 时的切点 D )。 为求交点的位置，令 

^ #,、 GMm L 2 

E = u ⑺ = _ 丁十^ 

由此得到 r 的一个二次方程 

GMm L 2 n 

=0 ， 

它的两个根为 

r± = x [ _^ ± ^w^ ] . (7 _ 24) 

这里 r •.和 r _ 分别是 r 的极大值和极小值，它们对应着椭圆轨道的两个拱点 

(行星轨道的远日点和近日点，人造卫星轨道 -^ 

的远地点和近地点，等等）。设椭圆轨道的半 y _\ \i 

长轴为 a , 两焦点间距之半为 C (见图7 -25), [― f - ―- 

因中心天体位于一个焦点，故 ~ a ~/ 


它们的平均值 （ r , + r_)/2 = 
差值之半 （ r .- r_)/2 = 
所以由（7.24> 式得 


图7 -25 椭圓轨道的 
半长轴和偏心率 


由此得偏心率 ___ 

" = a = V 1_ iw- (7 - 27) 

以上各式表明， a 只与能貴有关，与角动最 L 无关， L 的大小只影响椭 
圆轨道的偏心率。对于给定的值，不允许 L 取任意大的数值。乙的极大值 

为 , - 

L ax = (7. 28) 

当 L 达到此值时， （7. 27) 式中的根号等于0,代表总能量的水平线与有效势 
能曲线相切,切点在 r = a = - GMm /2 芯处。这时径矢的长度不变，^ = 0, 
相当于圆形轨道的情况。对于圆轨道 ， a = r =常量，按 (7. 25) 式总能最五 
=-G 财？ n /2 a =- GAfm /2 r = f /( r )/2, 得动能 

^ ^ rr 〜、 _ GMm 117( r ) I 




§3. 开普勒运动 


333 


当1大于 (7. 28) 式所给的数值时， 
(7.24> 式中根号下的量取负值，方 
程式只有复根。在这种情况下，代表 
总能量的水平线与有效势能曲线不 
相交，运动是不可能发生的。 

现在我们把闭合轨道的情况总 
结一下。如图7 -26 所示，对于给定 
的能量 ff (<0), 角动量 Z ■可以取0到 
2 ^大（图中的 L 3 ) 的一系列值（图中 
的 L 。、 L t 、 L 7 ' L 3 ), 对应的轨道是 



偏心率不同的椭圆，它们的半长轴都 图 7 - 26 对应同一能 董不同 


—样，力心在它们的一个焦点处（见 
图7 - 27 ) 。 L 对应于圆轨道 ， L =0对 

应于纯径向运动。这在经典力学里运动质点 
会与位于力心的质点相碰，只可能在力心的 
一侧 运动； 但在童子力学里却可以在力心周 
围形成轨道角动世 L =0的球对称定态。 

下面我们用隆格-愣茨矢 M 和有效势能 
曲线解两个例题。 

例题 2宇宙飞船统一行星作半径 为凡的 ffl 轨 
遒飞行，飞行速率为％.如图7 -28, 飞船现在4点， 


角动量径向运动的特征 



图7 -27 对应相冏能量不同 
角动量的椭圆轨道 


船长想用增大切向速率的办法把轨道改变为经过点的椭圆形， B 点到行星中心的距 
离为 3 fi 0 . 

(1) 飞船在4点的速丰必須增到多少？ 

(2) 从4到 B 的航行要多少时间？ 

解：（丨） 在 AAc =*> 0 + Ap 沿切向, L 垂直于轨道 

面，沿5才 ， r = d 才，故隆格-楞茨矢也沿 
即 S 04 为未 来椭® 轨道的长轴。预期的椭0轨 
遒半长轴 a = < 尽+3尽）/2=2私，因 a 反比于总能 
董 £， 故 £ = F 0 /2, 其中构是圓轨道的总能量，它图 7 _ 28 例题 2 一 宇宙飞船 
等子-|1/(私>|/2.飞船在4点原有的动能为£' 1(0 突然增加切向速度 

= W(iU 叫 U(RJ \/2+\ U ( R ,) |=|{/(^)|/2. 

欲进入预期的椭圆轨道，飞船在4点应有动能 

尽 = E - U (, R 0 ) = E 0 /2- U { R ^) =-|{/(^) |/4+ 1(/(/^) |=3 丨 [/ (戌） |/4， 

即 E k /£ kl) =3/2 ( 见图 7 -28 )。 在乂点全部动能来自切向运动，故切向速率 v 需要增到 







原来的 /3 T 5 ■倍，即 

v = vT w 。. 

(2) 原有® 轨道的周期％ =2 ir * 0 / w 0 . 
根据开普勒第三定律，周期正比于 flW . 椭® 
轨道的半长轴为圆轨遒半径的2倍，故周期 
r = 2 3/ J r 0 . 从 a 到 b 是半个周期•所需时间 
为 t T 2j2^R 0 

t = T = 2 r ° = — 1 

例 a 3 如上题.但在 a 点不增加切向 
速率，而是增加向外的径向速 度分量％ = 
1> 0 /2,飞船的轨道也 f 成椭圓。试求它的半长 
轴和偏心率。 

解: 对于原来的圆轨道.隆格-愣茨矢 f 
B 0 =v„ xL-GMmr/r=0, 径向的 Ap 不改萸 
角动量故 B = 4 J ? = APxi , 此矢量的方 



图7 -29 例题2的势能曲线 


向垂直于04向下，即未来椭 E 轨道的长轴 
与 OA 垂直，距力心较近的拱点在下，如图7 =30所示。 

圆轨道时 E 0 = - \U(.R 0 ) \/2, 动能 £\ 0 = mw 0 V 2 
=氏-(尽> =| f ； (尽 ） |/2•新增加的径向动能 m w r V 2 
= m ( v 0 /2) 1 /2= E k0 /4 ，故后来的总动能 = 5E k0 /4 = 
5| C /(«„) K 8, 总能 t = (构） =-3|£/( 尽 ）|/8 

= 3£ 0 /4 ( 见图 7-31)。 半长轴 a 与总能成反比， 
U(r) 4 I 故 



增加径向 



图7 - 30 例题3—— 
宇宙飞船突然增加 
径向速度 



速度不改变角动量，故 L =_ L 。. 按 （7.27) 
式，*心丰为 


0 


R,. 
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3.4 位力定理和负热容 

对于圆轨道我们有 (7. 29) 式，即 

E k = \ U \/2 =- U /2, 或 U =-2 E v , 

从而总机械能 

E = E k + U = - E k , 或 E k =- E . (7.30) 

此式表明，愈从系统提取能董，即系统的总能 fiE 愈低，动能 民愈大 。在椭 
圆轨道的情形下，不是常量，如果我们用它在一个周期里的平均 值&来 
代替它，则可证明，上述结论对于椭圆轨道也成立。 

设一个质点在有心力场中作周期性运动，令 r 代表它的位矢，/代表它 
所受的力，下列物理 M 

2^^ = r ' fdt (7.31) 

称为均 位力积 ，或 位; ^( virial 〉。 一方面，按牛顿第二定律,位力可写成： 

= HjO d ) dt -^L r f t ' cdt 

=|^ [»••»] I ~y L dt = 0 - 

= - E k . 

在上式中第一项等于 0, 是因为每隔一个周期运动恢复原状。另一方面， 

对于有心力 /( r ) 设 C /( r ) ocr -*, 则^ 

ar dr r ， 

r ，f = k ^ p ~ r ^= kU ( r ), 故位力又可写成 

hi r - fAt= ifi U{r) dt = y^- 

综合以上所述，我们得到 

-五 k=f "⑺，或 U ( r ) =-^ E ^, (7. 32) 

因而总机械能 

E = + 瓦或 e ； = JL_ e (7.33) 

(7.32) 和 (7. 33) 式叫做位力定理 0 对 于万; 力， /c = l , 位力定理表现为 
f /( r ) = -2 E k , 和 E k =- E . (7.34) 
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这就是在椭圆情况下与 （7. 61) 式相当的公式。 

万有引力的位力定理最生动的例证，是陨石坠落或人造卫星再人大气 
时，在空气阻力作用下不是减速而是加速的过程。首先证明，在此过程中轨 
道的偏心率 e 是单调下降的。那就是说,若轨道原来是椭圆的，它将在空气 
阻力的作用下愈来愈趋近于 圆形； 若轨道原来就是圆形，它将保持圆形。 
按照 (7. 29) 式，偏心率的平方为 

G 2 M 2 m 3 ' 


从而 


或 


dg _ 2 L 2 d | g | _ 4\ E\L dL 
dt ~~ G 2 M 2 m 3 6 t ~ G 2 M 2 m } dt 


■\E 


G 2 M 2 


\^ L ( 1 d|^j 2 dL \ 

wl M^dr + zrdFi , 


jg = _ 」 g|l 2 / J_d[g| 2 dL\ 

e G 2 M 2 m 3 \ |£：| dt + zT dF /' 


(7.35) 


上式中括弧前的因子是负的，下面来证明括弧内的表达式非负，从而 ds/df 

矣 0. 


设空气阻力这里系数沒随大气密度 P 单调增加，而 p 又是随高 
度的减少而申调递增的，故/3随高度的减少单调递增,,令矢径 r 与速度 p 之 
间的夹角 为心则 

L = m|r x 0 | = mrwsin 汐， 

罢 = |r x/| = ^rvsind, 

丄坐 = _ 且. 

L dt m 

对于椭圆 轨道瓦 <0, \ E \ = - E , 由位力定理 


l^l = -£ = £■„ =~ v 2 , 


d ； g | 

dt 


-f — 



1 d!£| _ 2gr^ 

Wl~dT = m 7 - 


于是 (7. 35) 式化为 


ds 

dt 


2\ e \ l 2 
e G 2 M 2 m * ^ 


( fiv 2 - pv 2 ). 


(7.36) 


偏心率变化率 de / dt 的瞬时值是正负不定的，我们要看一周的平均值，即 
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I 


e G 2 M 2 m A v 2 


^\E\L 2 j 
e G 2 M 2 m * ^ T 



p ( v 2 - v 2 ) d «. 


w 2 的数值半圈大、半圈小，平均值介乎其间，可以作为两半圈的分界点。 


按照 f 普勒第二定律，在低的半圈 v 大， 
v 2 - v 2 >0；在高的半圈 w 小， v 2 - v 2 <0 ( 见 
图7-32)。由于大气密度大时办也大，密度 
小时 )8 也小，即低的半圈 )3 较大，高的半圈/? 
较小，故上式中的积分恒大于 0. 

^ j [ /3 ( v 2 - v 2 ) d ( s ： 0, 

从而 0, (7.37) 



对于岡轨道，高度不变，上式中等号成立。于 ®7-32 TP ] i «*6() 

是上囱提出的命题证讫。 速率和空 气祖力 


气体中微观粒子动能愈大，在宏观上表现为气体的温度愈高。天体系统 
是自引力系统，按照上述位力定理，它们也具有奇怪特征，即得到能贵时动 
能减少，从而温度 降低; 失掉能1时动能增加，从而温度升髙。在热学中，把 
温度每升卨1 K 所需的热撖叫做物体的 热容童 。对于自引力系统来说，霜要 
减少能量来提高它们的温度，这就是说，它们的“热 容量” 是负的。负热容系 
统都是不稳定的，所以自引力系统是不稳定的^举例来说，当有的恒早核燃 
料耗尽后，它们不但不冷下來，反而在急剧的引力坍缩过程中产生大量的光 
和热,这就是天文上观测到的超新星爆发。这类现象很好地说明了自引力系 
统负热容的特征。® 


§4. 球体的引力场与若干天文问题 


4. 1球体的引力场 

万有引力定律的原始形式只给出了质点产生的引力场分布，而大多数 


❹“热寂说”从一开始就是伴随着热力学第二定律而提出的，这个无论从理智上 
和感情上都令人难以接收的结论，在100多年里虽遭到许多物理上和哲学上的批判，但 
大多没有击中要害。现在我们淸楚了，“热寂说”的要害是没有充分考虑引力的作用。宇 
宙是个自引力系统,这种系统具有负热容，从根本上说没有平衡态，从而热力学的前题 
对宇宙从头起就不适用。 ' 
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天体是有一定大小的球形，严格说来.我们需要知道球形物质在各处（远处 
和近处，外部和内部）产生的引力场分布。这在牛顿时代是个不小的难题， 
牛顿自己发明了微积分把它解决了。后来数学家高斯 （ C . F . Gauss , 1839) 
创立了一个定理——高斯定理,可以用对称性的方法非常简捷地处理这个 
问题。在这里我们先把主要结论罗列在下面，然后用积分的方法证明之。 

解决球体的问题分两步走，第一步解决空心球壳问题，第二步把球体看 
成许多层球壳的叠加。 

(1) 球壳的引力场 

令球壳的半径为丑.质鼂为财,均匀分布在球面上，从而单位面积上的 
质 M (面密度） 为 现以一个质摄为 m 。 的质点放在各处去探测 
它所受到的引 》/= m ofl r ( fl 为质点产生的引力加速度）。球壳在各处产生的 
引力/或引力加速度 fir 的规律 如下： 

① 在球壳内 （ r < i2 ) /=0, g=0. 

② 在球壳外 ( r > i ?) 

, GMm 0 . a 

/= -丁 r ， 

g= -^-r. (7.38) 

即在球内完全没有 引力; 在球外看来，就 
好像球壳的全部质 fi M 集中在球心一 
样，与 r 的平方成反比。0的大小随径矢 b 
长度 r 变化的曲线见图7 -33。 

(2) 球体的引力场 
令球体的半径为开，质 S 为 M , 均匀 




图7 -34 球体内一点的 
引力场只来自更小 
球壳质董的贡献 


分布在球体 图 7-33 球光的引力场随 

内， 从而单 径矢长度》■变化的曲残 

位体积上的质量 （体密度） 为把 
球体分成许多层同心球壳。①考虑球体内径矢 
长度为 r ( r <«) 的点尸 ，如图7 -34 所示。过尸 
作同心球面 S , 按上述球壳的结论， S 以外的球 
壳对 P 点的引力场没有贡献，而 S 以内的球壳对 
户点的引力场的贡献就好像它们的质量集中在 
球心一样 ，与 r 的平方成反比。 S 以内球壳质量 
的总和即以 S 为界小球体的质量 


M r = 爭 


= M 


r 3 

W' 
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把这质量集中于球心，则试探质点在 P 点受到的引力和产生的加速度 

为 ， GM r m 0 ^ 4TrGpm 0 r ^ GMm 0 r a 

/, ^ r =-— — r r ， 

g=- 4 -^r=-^Mlr (7.39) 


即引力的大小正比于 r •，像个简谐振子。 
②对于球壳外 （ r >/2) 的点 P ， 所有球层 
的质量都好像集中在球心一样。引力场 
和加速度的公式与 (7. 38) 式同。 

归纳起来，球体产生 P 的大小随 r 
变化的曲线见图7 -35。 

现在我们用积分方法来证明上述关于球 
壳产生的引力场分布的结论，有了它.球体产 
生引力场分布的问題就水到渠成了。 

如图7 -36 所示,令球的半径为以球心 
0 到场点 P 的联线为极轴.令球面上任一点的 
半径弓极轴的夹角为<»，其取值范围为0到 7 T . 
此角从 e 增加到 o + do 在球面上画出-•段长度 
为的岡弧。再设想此圃弧绕极轴一周，在 
球面上扫出一条宽度为 Bde 的环带，其半径为 


图 7 -35 球体的引力场« 
径矢长度 r 变化的曲线 




图7 -36 球光引力场的积分 

flsino , 从而宽度周长为 27 rfid 0, 面积为2<17/?^110紙质量为 27 ro ^ sinM 0 •其中 o •为 
球壳的面密度。 

考虑上述环带在场点尸产生的引力加速度 dg _ 按照万有引力定律,环带上每一小 
段在 P 点产生的引力都沿着它们各自到 P 点的联线上，方向各异。但它们分布在—个圆 
锥面上，对极轴呈轴对称性。它们在极轴上的分董是一样的，垂直于极轴的分量完全抵 

消。环带上各小段到 P 点的距离为 i =VR^W- 2 Rrcos 0 , 到极轴方向的投影因子 COSa 
= ( r -/? cos ^)/ i , 于是 




lirGaR 1 (r-Rcos6)smddd 
= ^ -2 Rrcosd ^~' 

整个球面的贡献是上式对 0 从 0 到 TT 的 积分： 

„ ^ - o2 f* (r-/?cos^)sin^d0 

g=-7- n GaRr[ (tf+ /_ 2/Jrco w 

计算上述积分，第一步先换元，令 cos^ = f， 则电 =-sin0d0, 上式可化为 

n-l^Crr^C 1 (r---fig)dg • 一，开 ^〆 1 (r-^)d^ 

积分的第二步*要用些技巧，把被积函数的分子改写 一下： 

r -取 = 4~ l <. R 2 + r ! -2 iZrf >+^ - i ? 2 J , 


这样一来，上面的积分可写为 
irGo - tff'r 


r"r 1 . ) 

-i I Cft 2 +r J -2«rf) ,/5 <. ie -2Rr^ 

[ vg 7 P -2 fir^f — ■ T； '~^ —— I 
/ d2 . _2 ~i o - . 〆 -- R 2 "1 


-VR 1 *^ -2i?rH 


+r i -2^r 
r - 圮 

■/R^+r^Rr- 




① 在球外 r>ft , 上式方括弧 

l-.l=-(r-«) + ^ + (r + fi)-^ =-r+/?+r+/? +r+H-r+R =4R_, 

② 在 球内/ •</? ，上式方括弧 

[ …] =-(/?-r) +-^_^ 2 +(r+i?) =-R^r-R-r +r+/?-r+/? =0. 

】' 乃 4 *"»? 六 ■ « 


GM , 

° 


这就是上面求证的结论。 

4.2 引力有多大？ 


先看一个例题。 

例题4试计算密度均勻球体两半之间的吸引力。 

解 ：如图 7 -37 a 所示，设想用通过球心0垂直于 a : 轴的平面把球体分成两半，考虑 
右半所受的引力。由于绕 x 的轴对称性，合力/必沿 * 方向，故只需计算/,分量就可以了。 
极坐标为 （ r ， tf ) 的体元伙处引力加速度的大小为卜^方/^知吋参见口，）式]，方 
向向心。故其 a : 分量为 





组成地球、月球物质（岩 石） 因化学键形成的极限抗张 
强度 通常只有 10' N / m 2 的数 S 级，可见，把地球或 
月球物质结合在一起的,主要不是化学结合力，而是万 


图 7 - 37 例題 4—— 均匀 
球体两半之间的吸引力 


有引力。 


表7 -2 给出万有引力在一些典型天体中心产生的压强。 



S 状星云中心的脉冲星 PSR 0531 +21的周期为 0. 0331 S , 即约每秒30次。如果设想这是 
周斯星体自转的周期，庞大的星球这样快地转动，不会被离心力所瓦解吗?假设阻止星 
球不瓦解惟一的力是万有引力，则不瓦解的条件是 


笋 > 吵 = 4 手 ）* »>}~ G 


(7.43) 


此条件只与星球的密度 p 有关，与其半径 ft 无关。以脉冲星 PS 0531 的角速度 £1 >=2^^30 
计算,得密度的下限 
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暗物质晕 


这就是说，在球体内部所有星体都以同一个角速度旋转，就像整个球体是刚体一样。旋 
转的周期为 T - 2 Wu ) = 2 tt /3/4 ttGp = V ^ v / Gp . 

(2) 在球外 ( r > 及），根据 (7.39) 式 
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综合球内、外的结果，我们得到密度均匀球体的旋转曲线如图 7 -39 所示。 

几乎所有来自地外的宇宙信息都是通过光子来传递的，但远非宇宙间的物质都发 
光。很多迹象表明.星系中存在大贵的暗物质=能够给我们提供暗物质信息的是它的引 


力效应，在这方面星系的旋转曲线 
是个重要的手段。图7 - 40为星系 
NGC 3198的旋转曲线，其中黑点是 
实脷点，实线是最佳拟合曲线.灰色 
线是按照光度分布推算出来的旋转 
曲线。虽然推算时已尽*提高质量 
光度比，它比实测曲线仍要低得多。 
由图还可看出，直到最远的观测点. 
观测曲线仍没有显现按下降的 
开普勒特征。这说明.星系中的暗 
物质不但很多，而且延伸得很远。 
我们尚没有办法估计，暗物质的质 
W 在星系中占多少比例，人们的普 



图7 -40 NGC 3 I 98 的旋转曲线 



图 7 - 41 梵高的（星夜 >(1889) 

遍看法是，星系中90%到99%的物质是暗的。如果星系中的所有物质都发光，明亮的 
星系晕要比现在看到的星系大几十倍，用肉眼看去，将有上千个冕光大如明月的星系 
浮现在璀璨的星空。荷兰后印象派画家梵高 （ V _ van Gogh ) 1889年所作幻觉式的狂乱 
油画 （星夜 >(图7 -41), 倒正好描绘出了这一假想的壮现景色。 

暗物质是什么？ ♦最初有人猜想.暗物质是弥漫在宇宙中的气体，最多的气体应该 
是氢。中性氢的共振波长是21 cm , 但在射电背景辐射中没找到21 cm 的谱线，在一些 
射电源的谱中也没有21 cm 的吸收线。从射电测量的灵敏度估计，空间氢原子数密度 


O 孙汉城.中微子之谜. 长沙： 湖南教育出版社 ,1993. 95-106 
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小于1 m } .可见光通过氢气云时也会被吸收，以此来估计，空间氢原子的数密度小于 
10- 6 m - 3 . 有人猜想，暗物质是宇宙尘埃 e 弥漫的宇宙尘埃会使星光昏暗。测璗表明， 
宇宙尘埃最多只占星系团中恒星质 ft 的1%.如果说暗物质是“死星”，现在有众多的 
死星，意味着远古有更多的“活星"。星光到达地球有时间延迟，距离意味着时间的倒退， 
我们今天应看到远处有众多过去的“活星”，从而天空的背景辐射就应比目前的观测值 
大得多。如果说暗物质是黑洞，似乎也不会有这样多。 

中微子是我们想到的暗物质中自然的候选者，因为中微子是已知其存在而且在宇 
宙中的数 fi 是极多的[〜 （1(^ nT ”。 问题是中微子的静质量是否为 0. 即使中 

微子只有 3 eV 的静质讀，其密度也达到重子物质的4 -13 倍。无怪乎1980年苏联理论与 
实验物理研究所 ( ITEP ) 柳比英夫 ( V . Lubimov ) 小组宣布他们测量出中微子有非零质 
里的报导时，全世界粒子物理和天体物理学界是如此地轰动。不过时至今日，无论是实 
验室测 M , 还是超新星 1987 A 爆发的观测，都不能排除中微子静质 fl 为0的可能性。 

中微子不是暗物质惟一的候选者，粒子物理学家假设了许多新粒子，如引力微子、 
光傲子、胶微子、 W 微子、 Z 微子、超中微子、轴子、磁单极子，但都没有观察到。 

4.4 球体的引力势 


4. 1节里已给出均匀球体内外的引力场分布，现在我们来推算它的引 
力势分布。按第三章 (3. 22) 式 P 、 Q 两点间的势能差为 

U(P) -U(Q) = l^/cosd ds , (7.45) 

这里积分的路径是任意的。利用前面的结果 (7. 39) 式，该试探质点 m 。 在球 
内外所受的引力分别为 

4TrGpm 0 


球内/ = m 0 g 

j 

球外 / = 


(r<R) 

(r>R) 


选势能的参考点 Q 为无穷远，由场点/ 1 向外移动 
该质点到 <»( 见图 7-42 a ),0= TT , cos ^=- l . 先 
看尸在球外的 情况： 

GMm 0 dr 


U(P) 


U(P) -{/(«) =-|' 
-GJ / 饥。 [- 丄 j 



㈣ 图 7 — 42 均勾 球体的 引力势 
T P 


式中 ◊代表 P 点到球心的距离，负号表示势能比无穷远低。若尸在球内，由 
于力/的表达式在球内外不一样，要分两段来积分 （ 见图7 - 42 b )： 


u(P) = u(P)-u(,oo) =~ 


® GMm 0 dr r 11 4TrGpm 0 rdr 


r 2 


3 





上式第一项是与 r > 无关的常量，代 v 

表球心相对于 * 的引力势能。在球 R 

内势能的增长正比于到中心距离的 ~0~1 ~ r 

平方，这一点也是与弹簧振子的弹 ~ 

性势能一样的。引力势能在球内外 广 

整个的变化情况示于图 7-43. ( 

从 (7.46) 式我们可以作些有趣的推 / 

论。设想地球是个密度均匀的球体，沿它 」 

的某个直径打通•个隧道（见图7 -44 a ), I ， 

在此隧道内任何物体所受的重力势能正 / ar 

比于它到地心的距离》•的平方，这种情况 
和弹货振7••非常相似 。当一 个物体落人这 

个 隧道时，它将从地球的这一头直通到那 图 7 -43 均 匀球体 的引力势曲线 

—头。如果在那一头没有人把它接住,它将原路返回.在隧道内往复振荡。要想估 算—下 
它往返一次所需的时间，即它振荡的周期7\我们可以授用 第三章 3.1 节里的 （3. 36) 
式。势能在平衡点（球心）的二阶导数为故 

愿 ( 7 _ 48 ) 

取地球的7•均密度 p = 5.5 g / cn ^ r ^. SxlO ^ kg / m ' 用万有引 / ) 

力常 ftG 的公认值可以估算出 T ^ S . OTxK ^ sdJ ^ min . \ 

有意思的是，上述隧道不一定要沿直径，也可以在地面 ) 

上任意两点之间沿直线（弦）开挖。如图 7 -44 b 所示，物 a ^- 〆 

体在这样的隧道内某 点尸所 受重力势能为 




=(常董）' 


式中 r 为/>到球心的距离， a ； 为/>到隧道中点 C 的距离， ％ 为 图卜私均勾球体 
球心到隧道中点 C 的距离 a 上式表明，在这种沿着弦线开挖的 中 的喊道 

隧道里.物体的重力势能也正比于它到隧道中点距离 x 的平 






346 


第七章万有引力 


方，比例系数与沿直径的隧道内的完全一样。这就是说,如果这隧道是完全光滑的话，物 
体在其中也会 像弹資 振子那样来回振荡,而且振荡的周期完全一样—— 1 小时 24 分。我 
们可以设想有这样一个竒怪的国家，他们的交通完全采用这种地下铁道的方式，在任何 
两个城市之间都沿着地球的弦线开挖直线隧道。他们想方设法把摩擦力减少到可忽略 
的程度，于是在这种隧道里运行的列车完全靠重力和惯性滑行，几乎不需要动力。而且 
不论距离远近，单程路上所花的时间一律是上述周期的一半，即 42 分钟！当然所有列车 
都是直达的，中途绝对不能 下车。 

4.5 逃逸速度 


当人们水平抛射物体时，随苕速度的增大，物体被抛射得愈来愈远（参 
见图7 - 12)。如果没有空气的阻力（这只能发生在大气层外的空 间里） ，当 
被发射的物体速度达到一定数值时,它会沿一个圆形轨道围绕地球飞行 
而不落地^这就是人造卫星。发射速度再大，轨道将变成椭圆，发射点是椭 [01 
的近地点（平常地面上抛射体的轨迹,严格说来并不足抛物线，而是椭關的 
一部分，最高点是它的远地点）。当发射速度增大到另一个临界值％时，轨 
道真正成为抛物线，这时飞行器将脱离地球的引力而去,一去不再复返。发 
射速度大于％时，飞行器的轨迹是双曲线。通常把叫做第一宇宙速 度，％ 
叫做第二宇宙速度。 


第一宇宙速度 y , 的计算与 4. 3节中球外的算法是一样的，我们只滞把 
(7.44) 式中的 A / 和 r 分别代成地球的质餚沉 w 和半径 即玎得 第一宇 


宙速度的 公式: 



(7.49) 


利用地球的数据 = 6.0 y 10 M kg , fl e =6.4 xl 0 3 km ， 得 


v , = 7.9 km / s . 

计算第二宇宙速度％最方便的办法是利用引力势能的概念。按 (7 . 45) 
式,相对于无穷远地面上的物体具有引力势能 - GAf e m / Jt s . 只要给物体 
同样数值的动能，无论朝什么方向向天空发射，它都能够摆脱地球的引力， 
飞向无穷远（当然这里未计算空气的阻力）。所以我们有： 


- mv 2 = 



Re ' 


由此得 v 2 (7.50) 

% 是％ 的 W =1.4 倍 ， gp 

v 2 = 11.2 km / s . 

刚才我们是从发射人造卫星的角度提出“第二宇宙速度■’的概念的，其实它对大气 




球体的引力场与若干天文问题 


中的分子也适用。在一定的温度下，气体中分子总是不停地朝各方向作无规的热运动， 
其中有的分子速率较小，有的速率可以比平均值大得很多 c 高层大气中速率大过％(在 
这里不妨称之为逃逸速度 ，记作> 的分子就可能遇不到碰撞而逃脱地球的引力，扩散 
到太空中去。除地球外，每个星球都有自己的太小的星球就不可能有大气。对于 
任意星球，逃逸速度的公式应写成 

在表7 - 3中给出太阳系中所有类地行星和月球的质撖财、半径开和由之算得的,以 
及实际的大气情况。可以着出，大气层的情况与逃逸速度的大小有着密切的关系。 


/2GM 



至于类木行星（木星、土星、天王星，海王星），它们的质 fi 都比类地行星大得多，星体本 
身的大部分就处于气态。 

大约 2 00年前,法国败学家兼天文学家拉普拉斯于口96年曾预 言:“一个密 度如地 
球而直径为太阳250倍的发光恒星，由于其引力作用，将不容许任何光线离开它„由于 
这个原因，宇宙中最大的发光天体也不会被我们发现。”拉普拉斯的思想可以理解为在 
这个天体光速 c . 令逃逸速度公式 (7.51) 中 w a = c ，則笛天体的半径达到如下 

值 ： R (7.52) 

这公式所给的叫做天体的？ | 力半径。在密度 p 给定时，与半径成正比。光速 c =3.0 
欠10 5 1011/3比地球的4=11.210 11 / 3 大2.678¥10 < 倍,故而这个天体的引力半径应比地球 
的半径也大这么多倍。太阳的半径是地球的109倍,所以该天体的引力半径还要比太阳 
的半径再大 2. 678 xl 0«+ 109= 250倍。这就是拉普拉斯的预言。 

拉普拉斯的预言并未受到人们的重视•逐渐也就被淡忘了。现在我们知道,按照狭 
义相对论，一切物体速度不能超过光速 c , 当 t ^= c 时,任何物体都逃脱不掉。按照广义相 
对论，光子也要受到引力的作用，在这样的天体上就连光也传播不出来。这种奇怪的天 
体就是广义相对论所预言的“黑洞 （black hoJe ) ",(7. 52) 式中的引力半径就是黑洞 
的史瓦西半径 r s (见第八章 5.3 节）。 

4.6 宇宙膨胀动力学 

早在18世纪，人们夜晚在天空中发现了摸蝴的延展天体，最初统称为星云 
( nebulae ), 其中旋涡星云成为最早^引人注目的研究对象。康德等人就曾提出，旋涡星云 
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可能是如我们的银河系一样的恒星系统。这就是所谓“岛宇宙假说”。反对岛宇宙假说的 
观点则认为，旋涡星系是银河系内的气体星云=围绕这个假说长期存在着争论，问题的 
症结显然又是那个天文上最困难的问题——距离的估计,即旋涡星系究竞离我们有多 
远?这个问题直到1923年才得到解决。那年美国天文学家哈勃 （ E . P . Hubble ) 用当时世 
界上最大的望远镜将仙女座星云 M 31 的外围部分分解为单个恒星，并认证出其中有造 
父变星參，由它们的周期-光度关系归算出来的 M 31 距离比我们的银河系直径大几百 
倍。因此确定 M 31 和我们的银河系一样，是个独立的恒星系统一河外星系 
( galaxy ) 。这一来,人们的视野大大地开阔了，原来在我们的银河系之外有无数个河外 
星系,宇宙比人们当初想象的不知大了多少倍！ 

随后若干年，哈勃在几年中对 
我们周围的许多星系的光谱进行了 
研究。当星系向远离观测者的方向 
运动时，每条光谱线的波长都会增 
力 D (所 谓“ 谱线红移”〉，这躭是多普 
勒效应。由谱线红移的大小可以推 
算 出星系退行的速度。哈勃研究了 
24个距离已知的星系，从谱线红移 
发现，它们都远离我们而去.其退行 
的速度 v 正比于距离 r (见囝7 - 
45)： 

v = Hr , (7. 53) 

这便是哈 勃定律 ，式中比例常 g 丑 
称为哈 勃常量 ，它具有时间倒数的童纲。哈勃定律是1929年发表的，它的深远意义在于 
向我们展示了一个膨胀的宇宙图像 c 


O 造父变星 （ C ^ pheids ) 是一类亮度作周期性变化的超巨星，它的典型代表是仙 
王座 S 星，中名造父一，故名 c 1908年哈佛大学天文台的李维特 ( H . Leavitt ) 小姐发现小 
麦哲沦云（一个与我们的银河系邻近的星系）内一些造父变呈的周期和光度之间有明 
确的关系。由于小麦哲伦云本身的尺度比起它到我们的距离小得多，它里面的恒星到地 
球的距离可以看作是大致相等的。所以可以认为，小麦哲伦云里造父变星彼此之间表观 
的相对亮度,反映了它们之间的绝对亮度。也就是说，所有周期相同的造父变星，其真实 
亮度都相同。这样一来,我们就可以通过那些距离已知的造父变星的周期，来推算周期 
相同的造父变星的距离。所以，若能经过“校准”，造父变星将成为一把非常有力的“量 
天尺”。在李维特的发现之后,一些天文学家利用本星系中可用三角视差 法测愤 距离的 
造父变星,校准了这把量天尺,使得哈勃于20年代结束了那场“岛宇宙"之争。到了 50 
年代,天文学家发现，造父变星有两类，各自有不同的周期-光度关系。李维特在小麦哲 
伦云中研究过的造父变星•与我们银河系中曾用来校准量天尺的造父变星原厲不同的 
类型。把这个错误纠正过来后，人们发现,宇宙的尺度一下子扩大了一倍多。 



r /M l.y. 
图7 -45 哈勃定律 





- 球体的引力场与若干天文问题 


在讨论宇宙膨胀动力学之前，我们先介绍一下宇宙大尺度的结构。星系的尺度为3 
x 10 4 pc -10 5 l . y . 从更大尺度看，星系在空间的分布不是均勻的，它们有成团的 

趋势，一个星系团中可以包含成千上万个星系。星系团的尺度在 lOM . y . 的数量级，如果 
尺度再大,星系团在空间的分布也不是均匀的，许多星系团组成超星系团。超星系团的 
尺度为10 8 y . 的数童级，在比这尺度还大的范围内看,即大于 pc «3 xlO 8 J . y . »3 x 
的尺度，宇宙中的物质分布就是均匀的了。我们不妨把这个尺度叫做“宇现尺 
度”。当代人们提出了各种宇宙模型，尽管彼此有所不同，但多数人都认为如下的假设是 
合 理的： 

在宇现尺度下，任何时刻三维宇宙空间是均匀各向同性的。 

这假设称为“宇宙学原理”。这原理意味着.在宇观尺度上,宇宙中所有地点的观察者都 
是平权的。 


现在我们来讨论一个均匀各向同性的膨胀着的宇宙模型。如图 
7 -46 所示，0是任一个观察者（注 意: 这里是观察的中心，不是宇宙 
的中心，宇宙没有中心）， P 是某个星系，我们把它看成质点。^ = 
«(<) 随笤 宇宙的膨胀而增大。按照高斯定理. P 受到的引力，相当 
于半径为丑的球内的质集中在球心 O 时产生的引力， 
与球外的质置无关。应注意，在这里及和 p 都是随时间变化的，而 M 
是不变的。按照牛顿第二定律，我们有 


d 2 R GMm 

了， 


(7.54) 



图 7 -46 膨胀 
宇宙中的一 
个 球状区 


(7. 54> 式表明.本问题和如下问®是等价的：质最为财的质点位于中心，以外空无— 


物，质 fi 为 m 的质点到中心的距离为 ft , 沿径矢朝外发射。不难看出，此质点的运动方程 


和 (7. 54) 式完全一样。这后一问题是比较容易分析 
的，因为机械能守恒， 

= 常量 £■ (7.55) 

我们可以利用势能曲线（见图7 -47) 来分析这个问 
题。由于中心球体的引力，质点 m 的速度= dR/dt 
愈来愈小。（丨）能量£<0时，距离 尺有个 扱大值 
在此处它的动能减为0_以后此质点的速度反向，运 
动趋向球心。<2 )能撖£ >0时，距离 R 没有上限，质 
点虽然不断减速，但它将一直飞向无穷远。 （3) 能量 
E = 0是介于上述两种情况之间的临界情况。这三种 
^况下《随时间《的变化的大致趋势如图7 - 48所 



现在我们把上述结论“翻译”到蟛胀的宇宙问题 
中来。（7.55> 式对膨胀的宇宙问题也成立，将哈勃定 
律 (7.53 > 式代进去，得 
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— mH-R 1 


GMm 

R 


= E . 


(7.56) 


我们感兴趣的问題是从现在的宇宙参数预言它的未来 ■> 用下标 0 代表“现在”，将 各最的 
现在值《 =氏， H = H 0 , A / = 4 Trp 0 fl 0 J /3 代人上式，除以 TOiC /2, 得 


2 E 

mR 0 


2=H 0 2 - 


' G Po 


(7.57) 


与上文对比 SI 以看出.按照参 M 
/ f 取值的正负或0,出现三种不 
同的宇宙前景。尺= 0属临界情 
况，相应的密度叫做临界密度， 
记作 Pc •令 (7.57) 式中 A "=0 , Po 
=〜，得 3 - tf 0 2 


Pc 


8- nG ' 


(7.58) 


宇宙学中还常用宇宙学密度仏 
的 概念： 

A = -, (7.59) 



用临界密度或宇宙学密度的槪念来表达，则 

( 1 ) po >Pc A >丨，即凡 <0,宇宙足封闭的，它嘭胀到一定时候~就停止，然后 
开始 收缩； 

(2) 仇 < p c . a , < 丨，即 A " >0,宇宙是开放的，它一直膨胀 下去； 

(3) p 0 = Pc A = 1. 即 凡= 0, 处于上述两种情况之间的临界状态。 

匕述—=•种情况也可参宥图7 - 4 8. 我们肴到,这里关键的参《是临界密度 Pc ，而 Pc 又依 
赖于现在的哈勃常蛍 //„• 现在我们还不能把哈勃常 M 确定得很准，比较保险的估计，可 
取 

H 0 (40 -100) km/(s - Mpc ) ,• 


得 p c « ( lO' 30 ~10- a ) g / cm 3 . 

用光度学方法估计宇宙中发光物质的密度为 

p 0 m « 10* 31 g/cm 3 < l% Pc . 

如果发光物质就是宇宙中的全部物质，则宇宙是开放的,它将永远膨胀7去。然而如前 
所述,许多迹象表明.宇宙间还有大量暗物质，其密度尚无法估计。宇宙永远膨胀下去还 
是将来要收缩•前崁未卜。不过当代的大爆炸标准宇宙模型要求:宇宙处于办= 
1的临界状态。 


前面曾提到，哈勃常量具有时间倒数的 M 纲，从而丑。具有时间的量纲。从图7 - 
4 8可以看出，它有个直观的几何意义，即曲线在 t = t 。（现在）时刻切线与；轴交点0, 
到 的距离。该图的坐标原点0代表按上述动力学倒推回去，直到星系与观察者的距离 


參 Mpc 为兆秒差距。 



/?=0 的时刻。用现代的标准大爆炸宇宙模型来 /(«.) 

解释，0就是宇宙时间的起点，从0到<。这段 1.0 
时间代表宇宙的年龄 r . 由于曲线的斜率 ^ 

(即 膨胀速度）是递减的， o ' 必定在 o 之左， \^® o67 

即 > r , 故而可以说“的物理意义是宇 Q 

宙年龄的上限。 r 与之比是宇宙 密度戊 ■― 2 ! 7 

的 函数： 

t = h 0 -' ah ,), 

年龄因子 /( 仏）的形式如图7 -43 所示，它是 

随 a 的增加而递减的。显然/(0〉 = i ,且不难 LJ _— --- 

证明/(丨）=2/3 ( 参见思考题7 - 16)。 ' 4 4 a 

光速 c 乘以宇宙年龄7\是我们能观测到 图7 - 49 年龄因子 

的宇宙的敁大 距离； 光速 c 乘以哈勃常最的倒 

数 //。 1 所得到的长度（称 为哈勃 半径） 是它的上限，二者数量级是一样的。所以哈勃常 
斌是一 个涉及宇宙时空大小的物理 R , 其* 要意义是可想而知的。然而长期以来它的 
测 ffl 值总是飘忽不定。哈勃原始的瀏 B 值是 550 km /( s * Mpc ), 由此折算出的宇宙年龄 
上限 lxlO 9 年，而从放射性同位索的相对丰度来估算，地球年龄就有 4.6 xl 0 9 
年， 于足产 生了“年龄佯谬"。从20世纪50年代到70年代,天文学家一次又一次更稍确 
地校准 f - fft 犬尺”，使得哈勃常 tt 的数值一次又 一次地 减小，达到50 km /( s * Mpc ) 
左右.克服 r 年龄佯谬。然而在以后的20多年里，天文界的关键人物们一再宣布彼此 
矛盾的结果，问题姶终弥®在迷雾之中。哈勃空间®远镜的 g 标是把哈勃常 a 的数值 
确定在10%的误差以内，1994年10月宜布对室女星系团中 M 100 星系的12颗造父变 
M 距离的测嫌结果举 W ； W 目.♦因为按他们测繳的距离折算出的哈勃常 =(80*17. 
I ) km /( S _ Mpc ), 若用标准的大爆炸宇宙模型来推算(仏=1, r =2/3// 0 ), 宇宙的年龄 
只有80亿年左右。可是要和恒星演化理论对球状単.团（一种十分年老的恒星集团 > 年 
龄的估计相容洽，宇宙的年龄应取 (140 ±20) 亿年。于是又一次出现了“年龄危 
机”。 

我们以上讨论的都是宇宙减速膨胀模型，1998年两个独立进行的高红移丨 a 型超 
新星巡天的研究小组得到了相同的 结论: 宇宙正在加速膨胀。要测定宇宙的膨胀速率， 
必须准确知道退行天体的距离。 la ® 超新星是白矮早质设接近钱德拉塞卡极限[参见 
《新概念物理教程•热学》（第 二版〉 第二章 5.6 节]时产生的爆发现象，它们光度高且比 
较整齐划是天文上比较理想的“标准烛光”。如何理解宇宙加速膨胀这一观测亊实？ 
由于爱因斯坦的宇宙項真空能，或“暗能量”，目前尚无定论。 


潮汐主要是月球对海水的引力造成的,太阳的引力也起一定的作用。我 


• W . L . Freedman el al . , Nature , 371( 1994) , 757 
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国自古有“昼涨称潮，夜涨称汐”的说法，“潮者，据朝 来也； 汐者，言夕至 
也”（葛洪 《抱朴 子 • 外佚文 >) 。这就是说，潮汐现象的特点是每昼夜有两次 
高潮.而不是一次。这对应于下面的 事实: 在任何时刻，围绕地球的海平面总 
体上有两个突起部分，在理想的情况》下它们分别出现在地表离月球最近 
和最远的地方。如果说潮汐是月球的引力造成的,在离月球最近的地方海水 
隆起,是可以理解的，为什么离月球最远的地方海水也降起？这就有点费解 
了。如果说潮汐是万有引力现象，似乎应该与质量成正比，与距离平方成反 
比。太阳的质量比月球大 2. 7 xl 0 7 倍，而太阳到地球距离的平方只比月球的 
大 1.5 xl 0 5 倍，两者相除，似乎太阳对海水的引力比月球还应该大180倍，为 
什么实际上月球对潮汐起主要作用?下面我们来回答这些问题。 

在第二章 4. 5节中 
我们曾提到，按广义相 
对论的观点，固肴于在 
引力场中自由降落的物 
体上的参考系，是个理 
想的局域惯性参考系。 

设想一电梯从摩天大厦 
的顶层下降，忽然悬挂 
它的钢索断了，电梯变 
成自由落体。在牛顿力 
学的观点看来，这电梯 
内的物体受到一个東 
力 p 和一个惯性力 
g. 由于引力质量 
严格等于惯性质量，两 
力“精确”抵消，电梯内的物体处于完全失重的状态。从广义相对论的观点 
看，牛顿力学所谓“真实的引力”和“因加速度产生的惯性力”是等价的，实 
际中无法区分。然而话不能说得那样绝对，上述引力与惯性力的等价性只在 
小范围内是“精确的”，如果那个“自由降落的升降机”足够大，当其中引力 
场的不均匀性不能忽略时，惯性力就不能把引力完全抵消了。如图7 -50 a 
所示，设想在自由降落升降机内有五个质点， （7 在中央，即系统的质心上， 


O 由于海水之间，以及海水与陆地之间存在摩擦力，各地涨潮与月球到达上、下 
中天的时间并不同步，相位有的地方超前，有的地方落后。 





a b 

图 7 - 50 自由降落升降机中的引潮力 
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4和 S 分别在 (7 的左右， •£> 和五分别在 C ■的上下。考虑到引力是遵从平方 
反比律且指向地心的，与中央质点 C 所受的引力相比，>1和5受到的引力 
略向中间偏斜，因离地心稍远而受力稍小，五因离地心稍近而受力稍大。 
由于整个参考系是以质心(：的加速度运动的，其中的惯性力只把 C 点所受 
的引力精确抵消，它与其它各质点所受的引力叠加，都剩下一点残余的 
力。它们的方向如图7 -50 b 所示， A 和 S 受到的残余力指向 C , D 和五受 
到的残余力背离 C . 如果在中央 C 处有个较大的水珠的话，严格地说它也 
不是球形，而是沿上下方向拉长了的椭球。 

在:®力场里自由降落的升降机！听起来都很悬乎，只能是理想实验，真 
做起来既困难，又危险。在第二章里我们也提到太空轨道上自由飞行的航天 
飞机，那确实是一个理想的局域惯性系。可惜对于上面描述的实验来说它太 
小了，在其中引力的不均匀性小到几乎无法探测。第二章4_ 3节讲,一般说 
来一个参考系的运动由平动和转动两部分组成。固联在地囟]：的参考系有 
这两部分运动 （ 见图2 - 38) ,固联在地心上而不参与地球自转的参考系只 
有平动，没有转动 。不 仅如此，地心参考系还是一个理想惯性系，因为除万有 
引力外它不受任何其它力,它是一个在引力场中自由飞行的物体。把整个地 
球当作一个“航天器”来考察其中由引力不均匀性造成的效应，那就足够大 
了。其实，大自然就是一个巨大的实验室，她早已为我们准备好了实验的材 
料。地球表面70%的面积为海水所覆盖，作为第一步的近似，我们把地球设 
想成其表面完全被海水所覆盖。地球自转造成的惯性离心力已计算在海水 
的视重里（见第二章 4. 3节），若忽略海水相对于地面运动的环流，则科里奥 
利力也不必考虑。所以我们可以取地心作为参考系，不必考虑地球的自转。 
这样一来，在这个巨大的理想惯性参考系里所有海水形成一个巨大的水滴。 
如果没有外部引力的不均匀性，这个大水滴将精确地呈球形。现在考虑月球 
引力的影响。如图7 -51 所示，地-月系统在引力的相互作用下围绕着共同 
的质心0旋转。在地心参考系中各地海水所受月球的有效引力是“真实的 
引力”和地心的离心加速度造成的“惯性离心力”之和。这有效引力的分布 
就像图7 -50 b 所示那样，把 
海水沿地-月联线方向拉长 
而成为一个椭球。这就是为什 
么每天有两次海潮，而不是一 
次的原因。 

我们看到，图7 - 50 b 中 

所示的那种“残余引力，，，正 图 7 _ 5 1月球对地面上海水的引潮力 
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是引起潮汐的那种力，所以叫做引潮力。一个在引力场中自由降落的参考系 
里，引力场的均匀部分完全被惯性力所抵消，我们也可以用加速系统来产生 
“人造重力”。可见，引力的均匀部分是可以通过“加速度”被“创造出来”和 
被“消灭掉”的，因此这部分引力只具有相对的意义。引力的非均匀部分（即 
引潮力）则不然，它是不为参考系的变换所左右。按照广义相对论的观点， 
引潮力是时空弯曲的反映,因此具有更为本质的意义。 

现在我们来推导地-月系统中引潮力的公式。在图7 -51 中 C 和 C ’ 分 
别是地球和月球的_^5、，0是它们共同的质心，户是某一块质董为 Am 的海 
水。海水 Am 受月球的吸引力为 
一 GAmAfn G^mMa 

f = r ' = 〆 . 

式中带的矢量代表单位矢量。任何质擻在地心参考系内所受的惯性力， 
等于把它放在地心处时所受引力的负值，因为如上所述，二者是精确抵消 
的。故 , G \ mM n . G ^ mM , 

/* = _ - -- ^ r -^ r . 

/与合成为引潮力 /*: 

/满=/+/« = - 

由图可以看出，. 

r ' = r - R , r ' = \ r - R\^'T + R l -2 rR cosd . 


故 / w = GAmAf „( T ^ T -^). 

取直角坐标的怎轴沿 CC , 1 / 轴与之垂直，如图7-5】所示。 

(r - R) x = r -Rcos 0 , (r - R) y = - Rsin0 


(/»),= 


GAmM n 



1 - cosO 



(7.60) 

则 


GAm 


r 2 


cose ^ cose-l] = 2 -^^Rco S 6, 


, e s GAmM^ R . _ GAmM„ _ 

Um)y = - p — 1 — sm^ = - ^—^-Rsind, 

在以上两式中丑实为地球的半径 /? e ， r 实为地月距 离。， 归纳以上的结 
果，我们得到引潮力公式的分量形式如下： 




2 G Am Mb 

(fm^x = ~3 R 由 cos 汐， 

月 (7.61) 

(/*>v = - GA 广严 月 sin^, 

厂月 

引潮力在地表上的分布如图 7-52 所示，在0 
=0和 "IT 处（即离月球最近和最远处）是背离 
地心的，在这些地方形成海水的 高峰； 在0 = 
ir/2 处指向地心，形成海水的低谷。随着地球 在地表的分布 

的自转，一昼夜之间有两个高峰和两个低谷 
扫过每个地方，形成两次高潮和两次低潮。 

(7. 60) 式同样适用于太阳，只是其屮的和。应分别代之以太阳的 
质量3/ 0 和〖丨地距离 r Q . (7.60) 式 
表明，引潮力与质 t 成正比 ，与距 
离的立方（而不是平方）成反比，这 
是因为它是除去引力的均匀部分 
后剩 F 的卨阶效应。故月潮与 H 潮 
大小之比为 

月 - 3 

(fm)o 

_ 7. 35xlQ 22 kg/1.50xl0 8 km\ 3 
_ 1 • 99 x 10 3 °kgl3.84xl0 5 k^i 
= 2 - 20 - (7.62) S 7-53 大瀨和小* 

即月球的引潮力是太阳的二倍多，这就解释 / 为什么月球 （而不 是太阳 > 对 
潮沙起着主要作用， 

0、月引潮力的效果是线性奋加的,合成的结果与口、月的相对方位有 
关。在朔 U 和错日，月球、太阳和地球几乎在同一直线上 （ 见图7 - 53a) ,太 
明潮和太阳潮彼此相加，形成每月的两次大潮„上弦和下弦时月球和太阳的 
黄经相距90°(见图7 -53b) ，太阴潮被太阳潮抵消了一部分，形成每月里的 
小潮。 

5-2 潮汐在天文上的作用 

引潮力不仅作用在流体上，它对固体也有作用，使之发生微小形变（固体潮）。长 
久以来人们就知道这样一个 事实： 月球总是以它的一面对普地球。换句话说，月球自 
转和公转的周期相等。人们 相信. 这是在漫长的岁月里固体潮的作用造成的 u 现在地 
球的自转与月球绕地球的转动是不同步的，太阴潮对地球的自转仍在起着制动的作用。 






图 7 - 54 具体地描绘了这种制动作用是怎样产生的。在月球引潮力的作用下，地球的两 
端隆起。大量地球物理的观测表明，地球对力 ^ \ 

的响应并不是纯弹性的，而是滞弹性的，即应 \ 

变稍有延迟。这样一来，月球对两端降起部分 /( - - 1 

的吸引力就形成一对相反的力矩，近的一头比 ( 

远的一头稍大，合起来造成一个阻止地球自转 7 

的力矩。潮汐的这种制动作用一点点地减缓着 / 

生长线数判断， 3 亿多年前地球的-年有400 

目 转的刺 动作用 

天左右，而现在只有365^■天， si 见慢了不少。 

不要以为引潮力是引力场的高阶效应，作用不会太强烈。天文上有许多伴星围绕主 
里运行。若伴星的轨道小到某一临界半径之内，它就会被主星的引潮力撕成碎片。下面 
我们来计算这一临界半径。 

设主星的质 tt 为半径为 !al 

艮密度为 P ; 伴星半径为•，密度为 

P ', 自转角速度为 w , 两星中心之间 f P \ r 

的距离为 r (见图 7 -55) 0 取: r 轴沿 ( 0 \~1 ： - ■— t 

两呈中心联线，原点在伴星的中心 
0'. 撕裂伴星的力有 二：主 星给它 
的引潮力和它自转引起的惯性离 

心力： 团结伴星的力也有二 ：伴星 图 7 - S 5 伴星被撕 裂的极 限跑离 

自身的引力和化学结合力。 4 . 2节的例题 4 已证明，比起自引力，化学结合力往往可以忽 
略。下面我们只考虑三个力。撕裂总是&先沿 a ： 方向进行的,对于伴星的一个质元 Am = 
P ' AV , 三个力沿: r 的 分请为 


图 7 -55 伴星被撕裂的极限距离 


惯性离心力 A/«ji = ( o 2 x p ' t 
伴星自身引力 ％引 =-^|^ P ' AV . 

伴星被撕裂的条件是三力之和大于0: 

+ _4 ? Gp y p ^V g 0. (7.63) 

等号对应着临界状态。如果伴星做同步自转，则自转角速度等于公转角速度。按开普勒 


则 (7. 63) 式化为 


2 GM 

(O = -p-, 

3GM 4ttGp '. 

3 : 
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或都用密度来表示，有 

4TiGpR i A t nGp , ^ A 
r 1 _ 3 >0 ， 

因此解出临界条件为 ^ 1/3 

r c = R ( = 1.44 ft ( 卢）， (7.65) 

对于地月系统， p 9 / p K = 5/3,从而月球被地球引潮力撕碎的临界距离为 

( r c ) H (^疒 = i 7 R B . 

可见,一旦月球向地球撞来，在它未与地面接 fc 之前,已被引潮力撕得粉碎。月亮撞击地 
球!这几乎不可设想。不过太阳系中从火星到木星之间有几十万个小行星，其中轨道与 
地球轨道相交的估计也有1300多个，用上述理论来分析小行星撞击地球的后果，倒是 
有意义的。此外，彗星揸击地球的可能性更明显。根据地质研究，6500万年前造成全球 
物种大规模灭绝的原因，很可能是彗星的撞去。 


早在导出 (7.65) 式之前，洛希 ( E . A . Roche ) 对于流体伴星的撕裂条件，导出一个 
公式： 1/5 

r c * 2.45539 «(-&-)' , (7.66) 



图 7 -56 哈勃望远婕拍摄休梅克-列维 9 号普星与木星礓擅前碎片的照片 
这里的 r c 称为洛 希极限。流 体的特点是容 
易形变，在引潮力的作用下伴星不再呈球 
形,它被拉得很长，呈椭球状，在极限的悄 
形下 ，偏心 率可达 0.88, 所以 (7.66) 式中 
的系败与固体悄况不同。土星环平均半径 
»•与土星半径 《 之比 r / 及 =2.31, 若土星环 
中的颗粒物质与土星本身密度相等，则这 
距离 已在洛希极限之内，环中物质应解 
体，不能形成一整个椭球形卫星。这也算 
得上是土星环成因的一种解释。 

人类有史以来能够看到最为壮观的 
彗星、行星相撞事件，莫过于1994年7月 
休梅克-列维9号彗星 （ SL 9) 揎击木星事 
件。 SI 5 是1993年3月间被休梅克夫妇 



距离 /IOM«n 


图 7 - 57 休梅兗-列维 9 号彗星的轨道 
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(Eugene Shoemaker 和 Carolyn Shoemaker ) 和列维 （ D . Levy ) 发现的。据理论上倒 
推， SL 9 在1992年7月进人木星洛希极限以内被撕碎。初次发现时它分裂成5块,1993 
年7月间哈勃空间望远镜已观测到 A 、 B 、 C 、 D 、 …、 U . V 、 W 等二十余块碎片（见图7 
-56)。1994年4月 P 、 Q 又各分裂为两块，后来 P 的一块碎片再分裂为两片，也有一些 
碎片消失了。第一块碎片 A 撞击木星是在7月16日20时15分被哈勃望远镜观澜到的， 
其它晬片的情况见表7 -4. 颇为遗憾的是这次彗星与木星碰撞发生在木星的背面，地 


面上 只能观 测到碰撞时木星边缘的闪光，或当时未观测到，而亊后待木星转过来时辨认 
出撞击点的痕迹（这一情况未列在表中）。 

表 7 -4 SL 9 碎片与木里相撞时刻 


哈勃望远镜 

智利拉斯堪枱纳台 

瘐大利亚国立赛丁斯普林天文台 

澳大利亚国立赛丁斯普林天文台 

南极红外保测器 

未观測到 

澳大 利亚国立赛丁斯普林天文台 

伽利略飞船 

曰本冈山天体物理台 

伽利略飞船 

墨西哥国家天文台 

溴大利 i 国立赛丁斯普林天文台 

上海天文台 

西班牙卡拉奧托天文台 

夏威夷开克天文台 

上海天文台 

克勒莱多木星盟澜网 

9大利亚国立赛丁斯*林天文台 




本章提要 

1. 开普勒定律 

(1) 伴星轨道是椭圆，主星位于一个焦点 上；. 

(2) 掠面速度 不变； 

(3) aVr 2 =开普勒常量兄 

开普勒常量 X = 为主星质量）。 

当伴星质 f 不可忽略时，为伴星质*>。 
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2. 万有引力 定律： / = 


Gm,J 


方向沿两体联线。 


守恒量 


GMm 


G = 6. 67259 x 10'"m 3 /kg - s 2 . 

3. 开普勒 运动： 平方反比有心力场中的运动。 

'总机械能 E = E k + U ( r ) = -^ mv 2 - 
角动量 i = m r x r ； 

隆格-楞茨矢量 B = i ; xL - GMm ^, 

‘ (对 于椭 B 轨速 B 沿长轴方向） 

利用等效势能曲线，可将二维问題化为一维问题， 

等效势能负 r ) = V ( r ) + 离心势能=- + 


得椭圆轨道 参量： 


半长轴 a =- 


离心率 e = 


GMm 

IE 


W \ 


, 与厶 无关； 


2\E\L 2 


gW . 


位力定理一 ^E~ k = \E\ = 


\ U ( r )\ 

2 

在阻力作用下加速，负热容现象 c 


0) 均匀球充：众 


(2) 均匀球体：= 


5. 引 力势： 均匀球体 

U(P) = f /( P ) - f /( ao ) = 


用引力加速度1;来描述， 



1° 


(球内） 


A-uGate 
1 3 〆 

GM 

(球外) 


3 ， 


(球内） 


^TrGpI^ 

3 〆 

GM 

(球外） 


(刚体式转动） 

(开普勒式转动） 


GMm 

r p ' 


(球 外〉 


常量(球内） 
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第一宇宙速度 =^^^ = 7.9 tai / S , (圆形轨道） 


第二宇宙速度％ 


=/ 


GM 9 


= 11.2 km / s , (逃逸 速度） 


宇宙膨胀动 力学： 临界密度 p c 


3//„ 2 
= 8^G 


10- N ^ cm 3 , H 0 ——哈勃常董。 


,Po > Pc . 封闭宇宙（先膨胀，后 收缩） 
三种前景 p 。< p c , 开放宇宙（一直脒胀下去） 
P # = Pc . 临界状态 

6. 潮汐： 由引力场不均匀引起的。 

2 GAm 财 


'(/«), 


引潮力 


r 月. 


COS 0, 


" 、 G\vi Mo 

.(/*)»= - j - 1r ® sme. 

疒月 


引湖力的天文上的 作用： 同步自转、撕碎伴星戎外来侵犯的天体。 

洛希极限 r c ■ 2 . 45539 ■广. 


思考题 

7-1- 地球上有季节现象，是不是因为地球的轨道是楠圆.从而一年之中到太阳的 
距离在变化所导致的？ 

7-2. 平常我们说，在地面上抛射一个物体，若不计空气阻力，它的轨迹是条抛物 
线。这种说法没有考虑大地是球形的。若考虑到这点，严格说来抛体的轨迹是什么曲 
线？ 

7-3. 假想一颗行星在通过远日点时质量突然减为原来 的一半 ，但速度不变。它的 
轨道和周期有什么变化？ 

7-4. 海王星和冥王星轨道的半民轴分别是地球轨道半长轴的30.丨和 39. 2倍。如 
果你听到天文学家说，现在观脚到冥王星比海王星距离太阳近，你觉得可信吗？ 

7-5. 怎样才能测得一个遥远星体的 质量？ 

7-6. 开普勒常 掇尺的 表达式 (7. II )只与太阳的质量有关，而与行星的质量亳无 
关系，这是梢确的吗？应该如何修正？ 

7-7. 测得双星之间的距离为 r , 旋转的周期为7\假定轨道是圆形,你能确定它们 
的质贵軋和 Af 2 吗？ 

7-8. 远在人类登上月球之前，天文学上就准确知道月球的质量。你能设想这是怎 
样测得的吗？ 
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7-9. 关于一个遥远的天体，你认为最难测定的是什么量？它的运行速度 好測量 
吗？化学成分呢？ 

7-10. 计算两个星球之间的引力时，人们常把每个星球看成质童全部集中在质心 
上的质点去计算。这种算法有根据吗？如果万有引力定律不是与距离的平方成反比，而 
是另外什么幂次,背如说.与距离立方成反比，上述算法还能用吗？ 

7-11. 若要计算同一星球两半之间的引力作用，能把质量集中在两半球的质心上 
宥成质点來计算喝？ 

7-12. 在地球表面上重力加速度是与物体到地心的距离平方成反比的。我们设想 
挖一个很深的竖井，在井下离地心近了，重力加速度比地面大吗？试分别从地球内部密 
度均匀和径向分布不均匀的換型去讨沦。 

7-13. 假设一个星系是球对称的，它的密度作怎样的径向分布，旋转曲线才会出 
现平台 （ 即星系中天体的旋转速度 w 与到星系中心的距离 r 无关）？ 

7-14. 你能否解释，为什么月球外面没有大气层？ 

7 - 1 S . 在地球和月球的联线上什么地方引力势能最髙？那里的引力也最大吗？ 

7-16. 试从 (7. 55) 式推导，如果從=丨，则年龄因子 /( 以） =2/3. 

7-17. 隆格-愣茨矢 fi 反映开普勒运动中什么最守恒？ 

7-18. 开普勒运动的轨迹是闭合的曲线（椭圆），如果有心力不是严格的平方反比 
力，轨道将有什么样的变化？ 

7-19. 再人大气的飞行器在受到空气阻力时反而加速运动，这符合能置守恒定律 
吗？又偏心率^=0意味着轨道是处处与重力垂直的圆周，然而即使轨道的偏心率^=0, 
飞行器再人大气时也会被加速。是什么力对它作了正功？ 

7-20. 地月系统的角动墩是守恒的。在潮汐的作用下地球自转减缓，角动贵转移 
到哪里去了？月地距离相应地作怎样的变化？ 


习 题 

7-1. 试由月球绕地球运行的周期 （ r =2 7 . 3 d ) 和轨道半径 （ J "=3.85 xl 0 5 km ) 来确 
定地球的质量设轨道为圑形。这样计算的结果与标准数据比较似乎偏大了一些， 
为什么？ 

7 -2 -在伴星的质量与主星相比不可忽略的条件下,利用圆轨道推导严格的开普 
勒常量的公式。 

7-3. 我们考虑过月球绕地球的轨道问题，把地心看作一固定点而围绕着它运动。 
然而实际上地球和月球是绕着它们的共同质心转动的。如果月球的质量与地球的相比 
可以忽略，一个月要多长？已知地球的质墩是月球的81倍。 

7-4. 众所周知，四个内层行星和五个外层行星之间的空隙由小行星带占据，而不 
是第十个行星占据。这小行星带延伸范围的轨道半径约为从 2.5 AU 到 3.0 AU . 试计算 
相应的周期范围，用地球年的倍数表示。 
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7-5. 已知引力常量 G . 地球年的长短以及太阳的直径对地球的张角约为 0.55° 的 
事实，试计算太阳的平均密度。 

7-6. 证明在接近 一星球 表面的圆形轨道中运动的一个粒子的周期只与引力常量 
G 和星球的平均密度有关。对于平均密度等于水的密度的星球（木星差不多与此情况相 
应），推算此周朗之值。 

7-7. 已知火星的平均直径为 6900 km . 地球的平均直径为 1.3 xl 0 4 km , 火星质 fi 
约为地球质最的 0.11 倍。 试求： 

0) 火星的平均密度与地球 密度# > e 之比； 

(2) 火星表面的值。 

7-8. 计划放一个处于圆形轨道、周期为2小时的地球卫星。 

(1) 这个卫星必须离地表面多高？ 

(2) 如果它的轨道处于地球的赤道平面内.而且与地球的转动方向相同，在赤道海 
平面的一给定地方能够连续看到这颗卫星的时间有多长？ 

7-9. 要把-个卫星 置于地 球的同步圆形轨道上，卫星的动力供应预期能维持10 
年，如果在卫星的生存期内向东或向西的最大容许漂移为10°,它的轨道半径的误差限 
度是多少？ 

7-10. 为了研究木星的大气低层中的著名••大红斑”，把一个卫星放 鞔住绕 木杲的 
同步圆形轨道上，这及星将在木星表面上方多离的地方？木星自转的周期为 9. 6小时， 
它的质植况约为地球质 M 的320倍,半径尽约为地球半径的 II 倍。 

7-11. —质饊为 M 的行星同一个质 H 为 Af /10 的卫星由互相间的引力吸引使它们 
保持在一起,并绕着它们的不动质心在一圆形轨道上转，它们的中心之间的距离是 Z ), 

(1) 这一轨道运动的周期有多长？ 

(2) 在总的动能中，卫星所占比例有多少？ 

忽略行星和卫星绕它们自轴的任何自转。 

7-12. 哈雷彗星绕日运动的周期为76年,试估算它的远日点到太阳的距离。 

7-13. 在卡文迪许实验中（见图7 - 14), 设 A / 与 m 的中心都在同一圆周上，两个 
大球分别处于同一直径的两端,各与近处小球的球心距离为 r =10. 0 cm , 轻杆长 Z =50.0 
cm , M = 10.0 kg , 7 n = 10_0 g,；ft 杆的角偏转 0=3.96 x 10-3 rad , 悬丝的扭转常 M ^>=8. 
34 x 10 " kg - mVs J . 求 G . 

7-14. 在可缩回的圆珠笔中弹簧的松弛长度为 3 cm , 弹簧的劲度系数大概是 0.05 
N / m . 设想有两个各为 10.000 kg 的铅球，放在无摩擦的面上，使得一个这样的弹簧在非 
压缩状态下嵌人它们的最近两点之间。 

0) 这两个球的引力吸引将使弹簧压缩多少?铅的密度约11000 kg / m 3 . 

(2) 使这个系统在水平面内转动，在什么转动频率下这两个铅球不再压缩弹簧？ 

7 -1 S . 将地球内部结构简化为地幔和地核两部分，它们分别具有密度 Pm 和价，二 
者之间的界面在地表下2900 km 深处。试利用总质量=6_0)<10 24 1 { 8和转动惯僵；/ @ 

= 0. 的数据求〜和化. 
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7 - 16 . 利用上題的模型和数据来计算,地球内部何处的重力加速度最大。 

7-17. —个不转动的球状行星，没有大气层，质量为半径为 A 从它的表面上 
发射一质量为 w 的粒子，速率等于逃逸速率的 3/4. 根据总能量和角动量守恒，计算粒 
子 < a ) 沿径向发射 ( b > 沿切向发射所达到的最远距离（从行星的中心算起）。 

7-18. 设想有一不转动的球状行星，质童为 M , 半径为没有大气层。从这行星 
的表面发射一卫星,速率为 w 。, 方向与当地的竖直线成30°角。在随后的轨道中,这卫星 
所达到的离行星中心的最大距离为 5 i 2/2. 用能 fi 和角动量守恒原理证明 
v a =(,5 GMMR ) l/2 . 

7- W . —质鐘为 m 的卫星绕朞地球（质量为 Af ) 在一半径为 r 的理想圆轨道上运 
行。卫星因爆炸而分裂为相等的两块，每块的质童为 to /2. 刚爆炸后的两碎块的径向 
速度分 M 等于《。/2,其中是卫星炸前的轨道 速率； 在卫星参考系中两碎块在爆 
炸的瞬间表现为沿着11星到地心的连接线分离。 

( 1 ) 用 G 、 M 、 W 和 r 表示出每一碎块的能量和角动量 （ 以地心系为参考系）。 

(2) 画-革图说明原来的圆轨道和两碎块的轨道。作图时，利用卫星椭圆轨道的 
长轴与总能 M 成反比这一事实。 

7-20. S 星在近日点的速率比在沿圆形轨道上运行的行星约大几倍？ 

[提 示:彗 星的轨道非常狭长] 

7-21. 假设 SL 9 彗星与木星的密度一样，试计算它被撕碎的洛希极限在木星表面 
上空多少千米。 

7-22. 试根据图7 - 57估算 SL 8 彗星碎片与木星相撞时的相对速度 c 






第八章相对论 


§1. 时空的相对性 

“横看成岭侧成峰，远近髙低各不同。”（苏拭<@西林壁》）这是说，我们看到的现象，或 
者对亊物的描述，往往随观测的角度而异。在物理学中描述一个物理过程，离不开参考系。我 
们在第二章 4. 2节里己经提到，自檐杆顶部落下一个铅球，在岸上和在船上看到它的轨迹是 
不同的。这就是所谓事物的“相对性”。面对亊物的相对性,可以用不同的态度去 对待： 

(1) 只承认自己看到的是真的,根本否认还有其它可能性。例如,在上古时代球形大地 
是不可思议的,因为按照当时“习惯”的想法会认为，若大地是球形,那些居住在我们的对跖 
点 （ antipode ) 上的人不早就“掉下”去了吗？在那时看来,“上"和“下”的观念是绝对的。从时 
空观上看，树立球形大地的概念，就得承认,我们的“下”,是对跖人的“上”，亦即，把“上”和 
“下"的概念相对化。尽管这个问题早在亚里士多德时代已经解决了，可是到了哥白尼时代， 
居然还有这么一位知名的作家拉克坦丘斯 ( Lactantius ) 嚷笑球形大地的论点,说那不就意味 
着“有的人脚在头之上"、且••雨雪冰 S 向上落地”的现象了吗？这位被哥白尼称之为“没有 
数学头脑的卓越作家”，可作为这里正在谈论着的 固守一 己偏见的代表人物。 

(2) “公说公有理，婆说婆有理。”没有是非标准。这在哲学上 (■于 “相对主义”的派别。 
庄子的一段话颇有相对主义的味 道:“ 我与若(你）辨(辩论）矣 ，…吾 谁使正(证）之？使同乎 
若者正之？既与若同矣，恶(怎）能正之？使同乎我者正之？既同乎我矣，恶能正之？使异乎我 
与若者正之？既异乎我与若矣，恶能正之？ ”（< 庄子 • 齐物 论》） 拽经有人把爱因斯坦的相对 
论 ( relativity ) 当做相对主义 ( relalivism ) 来批判，其实相对论和相对主义完全是两凹亊。 

(3) 超越从个别角度(在物理学里，就是参考系）认识问题的局限性，寻求不同参考系内 
各观 测釐之 间的变换关系，以及变换过程中那些不变性。达到此境界,观察或描述问题的角 
度(参考系）已变得不那么重要，重要的是那#“不变性”。“不变性”是什么？是物理定律，是 
自然界中与观测者无关的客观规律。例如，在地球表面上各点并没有统一的“上”和"下”的 
方向，但所谓“下”,都应是指向地心的。这才是从地球的一处到另一处的不变性，其中适涵 
了深刻的物理规律——万有引力定律 c 现代物理学已不是被动地去协调不同参考系中的观 
测数据，而是自觉地去探索不同参考系中物理量、物理规律之间的变换关系（相对性厣理）， 
和变换中的不变最(对称性），以便超越自我认识上的局限性，去把提物理世界中更深层次的 
奥秘。这是现代物理学方法论的稱1隨,物理学本身存在的依据。爱因斯坦创立相对论,是这方 
面杰出的典范。 

在日常生活里形成的朴索“常识”，往往不能摆脱狭 K 经验的束缚。从不同的角度去观察 
问题，并非总能够实现的，尤其不易由一个人亲自去实现。超越一己的认识和朴索常识的局 
限性，不能没有想象力。上面提到的那位拉克坦丘斯先生,想象力是苍白无力的。学习相对 
论，需要有丰富的想象力。 

1-1 伽利略相对性原理和牛顿力学的困难 

爱因斯坦 说:“ 相对论的兴起是由于实际需要，是由于旧理论中的矛盾非常 
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严重和深刻,而看来旧理论对这些矛盾已经没法避免了 。”. 下面分几个方面摆 
一摆这些严重而深刻的矛盾。 

(1) 速度合成律中的问題* 

第二章§ 4讲的伽利略相对性原理和他的坐标变换,已经在超越个别参考 
系的描述方面，迈出了重大的一步。它的重要的结论之一，是速度的合成律。例 
如,一个人以速度 U 相对于自己掷球，而他自己又以速度 V 相对于地面跑动，则 
球出手时相对于地面的速度为 V = U + V . 按常识，这算法是天经地义的。但是把 
这种算法运用到光的传播问题上，就产生了矛盾。请看下面的例子。 

设想两个人玩排球，甲击球给乙。乙看到球，是因为球发出的（实际上是反 
射的）光到达了乙的眼睛。设甲乙两人之间的距离为球发出的光相对于它的 
传播速度是 C . 在甲即将击球之前，球暂时处于静止状态,球发出的光相对于地 
面的传播速度就是 c , 乙看到此情景的时刻比实际时刻晚在极短冲击 
力作用下，球出手时速度达到 V , 按上述经典的合成律，此刻由球发出的光相对 
于地面的速度为 c + V , 乙看到球出手的时刻比它实际时刻晚 W '= f /( c + V ). 显 
然 Af ' < Af , 这就是说，乙先看到球出手,后看到甲即将击球！这种先后颠倒的现 
象谁也没有看到过。 

会有人说，由于光速非常大， At 和 At ' 的差别实在微乎其微，在日常生活中 
是观察不到的，这个例子没有什么现实意义。那么我们就来看另一个天文上的 
例子 。 • 

1731年英国一位天文学爱好者用望远镜在南方夜空的金牛座上发现了一 
团云雾状的东西。外形像个螃蟹,人们称它为“蟹 
状星云”（见图8 - 1)。后来的观测表明，这只“螃 
蟹” 在膨胀，膨胀的速率为每年 CX 21”. 到1920年， 

它的半径达到 180". 推算起来，其膨胀开始的时刻 
应在 (180"+0.21") 年=860年之前，即公元1060年 
左右。人们相信，蟹状星云到现在是900多年前一 
次超新星爆发中抛出来的气体壳层。这一点在我 
国的史籍里得到了证实 。《宋会要》 是这样记载的 
(见图8 -2):“ 嘉佑元年三月，司天监言，客星没， 

客去之兆也。初，至和元年五月晨出东方，守天 


O 爱因斯坦，英费尔徳•物理学的迸化.周肇威译. 上海: 上海科学技术出版社,1962, 
124 

參 参见： 从牛顿定律到爱因斯坦相对论. jtK : 科学出版社 .1987. 第三章 
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关。昼见如太白，芒角四出,色赤白，凡见二十三日”。这段话的大意 如下： 负责观 

测天象的官员（司天监）说，超新 
星(客星）最初出现于公元1054 
年(北宋至和元年），位置在金牛 
-座 《星 (天关）附近，白昼看起^ 
j 赛过金星(太白），历时23天。往 
后慢慢暗下来，直到1056年(嘉 
i 佑元年）这位“客人”才隐没。当 
-一颗恒星发生超新星爆发时，它 
的外围物质向四面八方飞散。也 
就是说，有呰抛射物向着我们运 
动(如图8 -3 中的4点）,有典抛 
射物则沿横方向运动 ( 如图8 - 3 
中的 S 点）。如果光线服从上述 
经典速度合成律的话，按照类似 
前面对排球运动的分析即可知 
图 8 - 2 < 宋会要> 中关干“客屋”的记栽 道，4点和5点向我们发出的光 

肖传播速度分别为，它 


们到; iiit 脚所需的时间分别为 J ' w 

向运动的抛射物所发的光到达 c+v 
间。 蟹状星云到地球的距离 f 

大约是5000光年，而爆发中抛 I ，- 1 __ 

射物的速度 V 大约是1500 

km / s , 用这些数据来计舞 :，〆围 8 _3 超新星爆发过程中光线■传播引起的疑问 

比 < 短25年。亦即，我们会在25年内持续地看到超新星开始爆发时所发出的强 
光。而史书明明记载着，客星从出现到隐没还不到两年，这怎么解释？ 

(2) 以太风实验的零结果 

大海中轮船激起波浪的传播速度只与洋流的速度有关，而与轮船的航速无 
关。这给上述问题提供了另一种可能的解释，即超新星发出的光，其传播速度与 
爆发物的速度无关，只与传播介质的运动状态有关。于是上述矛盾不复存在。不 
过，一^新的问题又产生了，那个传播光线的“海洋”是什么？按照旧时的看法, 
是一种叫做“以太 ( aether 〉” 的物质。海浪的传播速度固然与波源的运动无关， 


■I •!i 1 ■ - - ■1■•», II. . - ■■-!, 

1J-I 和元年 YCTijnv'T 1 科作炷 — 
芥尤； riIAl 任 l-tl f 掌 I41I& -VH 

Km- 洲軋诸主！ gl.cl 夂 lltlltilutl 又 Ifrl 
&l-lrlL-rl 饵！仿去往 I 之斗：一 
gAl^lAIrlLX 氏 Is-l*~7^l^l 切主 
14- 又,^五 n^.*^. 方守人 ！？ tw*» 
f ⑷ t 束 iJI/L ^..1 v hti 
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但相对于观察者的传播速度却与波源相对于海洋的速度有关。在我们所讨论的 
问题里，在茫茫以太的海洋中漂泊的观察者乘坐的航船是地球，地球以怎样的 
速度在以太的海洋里航行？也许更准确的说法应该把以太比喻做无处不在的大 


气，在其中飞行的地球上应感到迎 
面吹来的以太风。如图8 _ 4 a 所示, 
在以太风的参考系中光沿各个方向 
的传播速率皆为 c , 设地球在以太 
风屮的速率为 P ， 则按伽利略的速 
度合成律，对地球参考系来说，光 
的传播速度应为 c - D ,故沿前后两 
个方向光的传播速率分别为 c - v 和 



图8 -4 想象中的以太风对光速的影响 


沿左右两个方向光的传播速率则为 v / c 2 - w 2 (见图8 -4 b >。 如果有以太风 
存在,梢密的光学实验是可以把这种差别测量出来的。1881年迈克耳孙 ( A _ A _ 
Michelson ) 用他自己著名的干涉仪做了这类实验，没有观察到以太漂移的结 
果。1887年他与莫雷 ( E . W . Morley ) 以更卨的稱度*新做了这类实验，♦仍得到 
零结果，即测不到想象中的“以太风”对光速产生的任何影响。 

(3) 电磁现象不服从伽利略相对性原理 


我们在第二章 4. 丨节中引用了萨尔维亚蒂大船的故枣。按照伽利略的描述， 
只要船保持匀速直线运动，你就在这条封闭的大船里观察不到任何能判断船是 
否行进的的现象。要知道，我们的地球就足一条在“以太”中行进的萨尔维亚蒂 


大船。但是伽利略提到的都是力学现 
象,若涉及电磁现象,情况就不一样了。 
如图8 -5 所示,设想在一刚性短棒两 
端有一对异号点电荷与船行进的 
方向成倾角6放置。在船静止时,两电 
荷间只有静电吸引力 / E 和/ £ '，它们沿 
二者的联线，对短棒不形成力矩(图8 - 
5 a )。 如果大船以速度 v 勻速前进，正、 





t/ M 


图8 -5 电磁现象与伽利略 
相对性原理抵触 

负电荷的运动分别在对方所在处形成磁场 S 和 B '， 方向如图8 -5 b 所示，垂直于 


❶ A . A . Michelson , Am . J.ScL 22( 1881 )， 120. 

A . A . Michelson and E . W . Morley , Am . J . ScL 34(1887), 333； PhU . Mag . t 
24(1887),449. 
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纸面向里，使对方受到一个磁力 （ 洛伦兹力) / M 和/：/,方向如图所示。这一对磁 
力对短棒形成力矩，使之逆时针转动。这样一来,我们不就能够判断大船是否在 
行进了吗?1902到1903年间特鲁顿 ( F . T . Trouton ) 和诺贝尔 （ M . R . Noble ) 做 
了这类实验以检验地球是否与以太有相对运动，获得的也是零结 果。® 这就是 
说，用电磁理论与经典力学来分析，伽利略相对性原理本应对电磁现象失效，但 
实验表明，利用电磁现象仍无法知道，我们这条在以太中的萨尔维亚蒂大船是 
否在漂移。 

(4) 质量随速度增加 

按照牛顿力学，物体的质鼋是常量。但1901年考夫曼 ( W . Kaufmann ) 在确 
定镭 C 发出的 p 射线(髙速运动的电子束）荷质比 e / m 的实验中首先观察到，电 
子的荷质比 e / w 与速度有关。他假设电子的电荷 e 不随速度而改变，则它的质量 
m 就要随速度的增加而增大(见本章 3. 1节)。*这类实验后来为更多人用愈来 
愈精密 的测最 不断地重复着 
1.2 爱因斯坦的假设 

解决上述旧理论与实验的矛盾召唤着新理论„在 1. 1节那段引语之后爱因 
斯坦接 着说: “新理论的好处在于它解决这些困难时，很一致，很简单，只应用了 
很少几个令人信服的假定。” •当别人忙着在经典物理的框架内用形形色色的理 
论来修补“以太风”的学说时，爱因斯坦另辟蹊径，提出两个東要假 设来： 

0) 相对性原理 

爱因斯坦的相对性原理与伽利略的思想基本上一致, 即所有慣性系都是平 
权的，在它们之中所有的物理规律 都一样。但是伽利略所给出的具体变换式 (2. 
40) 只适用于牛顿力学，它不能保证电磁学(包括光）也满足相对性原理。爱因 
斯坦提出的相对性原理希望把一切物理规律都包括 进去。 

(2) 光速不变原理 

在看到 牛顿力学以及电磁学 ( 特别是与光有关的现象）中暴露出的诸多矛 


O F. T. Trouton ， Trans . Roy . Soc . Dub . Soc . , 7( 1902) , 379; 

F. T. Trouton and M. R. Noble, Phil . Trans . , 202( 1903), 165. 

• Kaufmann, l \ achr . Ges . Wiss . Gating , Math - Nai . M，（ 1901 )，143. 

• A. N. Bucherer, Ann. d. Phys . , 28( 1909), 513； 

E. Hupka, Ann. d. Phys . , 31(1910), 169； 

C. E. Guye and C. Lavanchy, Compt . Rend . , 161( 1915), 52； 

M. M. Rogers al . , Phys . Rev . y 57(1940), 379. 

❶同第 365 页注❶。 
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盾，爱因斯坦经过多年的思考，提出下列假设： 

在所有的惯性系申测量到的真空光速 C 都是一样的。 

爱因斯坦提出这个假设是非常大胆的。下面我们即将看到，这个假设非同小可， 
—系列违反“常识”的结论就此产 生了。 

1.3 同时性的相对性 

何谓两地的事件同时发生？譬如说，来自银河中心的引力波信号“同时”激 
发设在北京和广州的引力波探测天线,我们怎样知道引力波是“同时”到达两地 
的呢？也许有人说，这还不简单.两地的人都看看钟就行了。于是,问题就化为如 
何把两地的钟对准的问题。按现代的技术水平，这将通过电台发射无线电报时 
讯号来实现。但电磁波是以光速传播的，报时讯号从北京传到广州需要时间。 
这段时间差按日常生活的标准来看当然是微不足道的，然而对于同样以光速传 
播的引力波来说，这段时间内它已飞越了 2000多公里。对于精密的科学测量来 
说，对钟的时候这段时间差是要经过严格校 准的。 

爱因斯坦根据他提出的光速不变原理，提出一个异地对钟的准则。假定我 
们要对耒 B 两地的钟，则在联线的中点 C 处设一光讯号发射(或接收）站。 
当 C 点接收到从乂、发来的对时光讯号符合时,我们就断定人5两钟对准了。 
当然也可以由 C 向 A 、 B 两地发射对钟的光讯号，犬、 B 收到此讯号的时刻被认 
定是“同时”的。 

以上的“同时性”判断准则适用于一切惯性系,于是就产生了这样的 问题: 
同一对亊件,在某个惯性参考系里看是同时的,是否在其它惯性参考系里看也 


a 站合上 
聞 时发出僂令 

b •处)的 
僂咢先侍鋼 C 


C 8( 印反处)的 
信号后传 


图8 -6 论证“同时”相对性的理想实验 

同时？ “常识”和经典物理学告诉我们，这是毋庸置疑的。但有了爱因斯坦的光 
速不变原理，这结论将不成立。为了说明这一点，爱因斯坦提出了一个理想实 
验。设想有一列火车相对于站台以匀速 V 向右运动，如图8 - 6所示。当列车的 
首、尾两点与站台上的两点重合时，站台上同时在这两点发出 闪光; 







所谓“同时'就是两闪光同时传到站台的中点 a 但对于列车来说，由于它向右 
行驶，车上的中点 c ' 先接到来自车头 1( 即站台上的 4) 点的闪光，后接到来自 
车尾 s ' (即站台上的 s ) 点的闪光。于是，对于列车上的观察者 c 来说, a 的闪 
光早于而对于站台上的 c 来说，则同时接到4的闪光和 fl 的闪光。这就是 
说，对于站台参考系为同时的事件,对列车参考系不是同时的， 事 件的同时性因 
参考系的选择而异，这就 是同时性的相 对性。 

为了把问题描绘得更尖锐一点,我们不妨将上述理想实验发展一下，进一 
步假设，在站台上两点同时发出闪光的那一刹那，另有一列相同的火车以 
速度 - v 向左行驶，且其车头 v 和车尾丫恰好分别与站台上的艮4重合 (见 



B 8-7 馕先 开抢？ 

图8 - 7 ) 。用同样的分析可知，这列车的中点 CT 先接到来自车头 fl "( 即站台上的 
B ) 点的闪光，后接到来自车尾即站台上的 4) 点的闪光。于是，对于这列车 
观察者来说, 4的闪光 迟于及 如果发自站台上4、5点的闪光不是一般 
的光讯号，而是两个人相对开枪射击发出的火光，在谁先开枪的问题上，目击者 
和在法庭上将提供相反的证词。这不成了“公说公有理，婆说婆有理'没 
有统一的是非标准了吗？以后我们会看到 (4. 丨节）,问题没有那么严重，因为无 
论哪个参考系中的观察者都不会得出这样的结论： 4、 fl 之中的某人是在看到 
对方开枪的火光之后才开枪的。亦即，事件之间的因果关系不会混淆！ 

1.4 长度的相对性 

上面我们谈的是时间的相对性问题，除此之外，光速不变原理还会带来空 
间长度的相对性问题。那就是说,同一物体的长度，在不同的参考系内测量，会得 
到不同的结果。通常，在某个参考系内,止物体的长度可以由一个静止的 
观测者用尺 去量; 但要测量一个运动物体的长度就不能用这样的办法了。让物 
f 停下来量吗？不行，因为这样量得的是静止物体的 长度; 追上去量吗？也不 
行，因为这样量出来的是在与物体一起运动的那个参考系中物体的长度，仍旧 
合理的办法是 :记下 物体两端的“同时”位置，如图8 _ 
6 中站台上的乂、万，然后去量它们之间的距离，就是运动着的火车的长度。如前 
所述，耒 S 两点只对于站台参考系来说是同时的，对列车参考系来说， 火'与乂 
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重合在先，与万重合在后，所以列车上的观察者认为，长度巧小于列车在 K ' 
系中的长度这便是长度相对性的由来。 

再把问题描绘得尖锐些，假 定从乂 到刚好是一段隧道，在地面参考系中 
看，隧道与列车 等长; 然而在列车参考系中看，列车比隧道长。若有 人问: 这两个 
说法同样真实吗？如果当列车刚好完全处在隧道以内时,在隧道的出口 A 和人 
口 S 处同时打下两个雷，躲在隧道里的列车安然无恙吗？如果说列车能够免于 
雷击,则“列车比隧道长”的说法，岂非不真实吗？要正确地理解这个问题，即 
“长度的相对性”问题，关键仍旧是那个“同时的相对性"。你说“同时打下两个 
雷”，对谁同时？当然应该是对地面参考系同时。那么，从任何参考系观测，列车 
都可幸免于雷击。 



B 8-8 * 遒里的列车飽免于雷击吗？ 

从地面参考系观测固然没有问题,从列车参考系 观测： 出口乂处的雷在先，这时 
车头尚未出洞，车尾虽拖在洞外，而那里的雷尚未到来(图8 - 8 a ) ;人口 5处的 
雷在后，这时车尾已缩进洞内，车头虽已探出洞外，而那里的雷已打过（图8 - 
8 b )。 结论依然是 :列车无恙。 

可见,由长度相对性引起表面相互矛盾的说法,只不过是同一客观事物的 
不同反映和不同描述而已。以后我们把与物体相对静止的参考系中测出的长度 
4=^叫做物体的固有长度，以区别于它运动时的长度。 

应当指出，长度的相对性只发生在平行于运动的方向上，在垂直于运动的 
方向上没有这个问题 。 为了说明这一点，看图8 - 9 中的例子。为了测量列车的 
高度地面观测者可用一竖立的杆。 

在车厢经过时同_下 W 、 ZT 两点在杆 
上的位置 A 、 Z ), Z 万即为车高。按照以前 
所述的对钟办法，若从 A 、两点发出的 
光讯号同时到达其中点 C 的话，它们也会 
同时到达 I 、的中点 C '. 亦即，在地 
面参考系 K 中校准了放在 A 、 Z ) 两点的 



图8 -9 垂直于运动方向尺不收缩 
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钟，在列车参考系 K ' 观测也是同步的，从而车上的观测者认为欠、 A '和 Z )、/)' 是 
同时对齐的。于是， A ^ D 7 = AD , 即在两参考系内测量的横向的长度是一样的。 
1.5 时间的膨胀 

前面我们只对时空相对性作了定性的讨论，下面推导一些定量化的公式。 
看另外一个理想实验。假定 
列车 ( K ' 系）以匀速 V 相 对于路 a 
基行驶，车厢里一边装有光源，紧 cS 
挨着它有一标准钟„正对面放置 1 
—面反射镜 M , 可使横问发射的 ^ 

光脉冲原路返回(见图8 - 10 a )。 

设车厢的宽度为6,则在光脉冲 b 
来回往返过程中,车上的钟走过 
的时间为 

a C ' 图8 -10 说明钟慢效应的理想实验 

从路基 ( K 系）的观点看，由于列车在行进，光线走的是锯齿形路径(图8 - 10 b ) , 
光线“来回”一次的时间为 


注意，这里用到了在两参考系中车厢的宽度6 —样的性质。由两式消去 b , 得 At 
和 A «' 之间的 关系： 





(8.1) 



y/l -p 


式中 

P = V / c , 

1 

y = / - 

(8.2) 






由于 > i , 故这就是说, 在一个惯性系 （如上述 k 系） 
中 ，运 动的钟 (組车里的钟） 比静止的钟走得慢 。这种效应叫做爱因斯坦 
时间延缓，时间膨胀，或钟摱 效应。 

必须指出，这里所说的“钟”应该是标准钟，把它们放在一起应该走得一样 
快。不是钟出了毛病，而是运动参考系中的时间节奏变缓了，在其中—切物理、化 
学过程，乃至观察者自己的生命节奏都变缓了。因而在运动参考系里的人认为 
—切正常，并不感到自己周围发生的一切变得沉闷呆滞。 

还必须指出，运动是相对的。在地面上的人看高速宇宙飞船里的钟慢了，而 
宇宙飞船里的宇航员看地面站里的钟也比自己的慢。今后我们把相对于物体 
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(或观察者）静止的钟所显示的时间间隔 At 叫做该物体的固有时。（8_ 1) 式中 
的V就是列车里乘客的固有时 At , 故 


At = yAr . ( 8 . T ) 

在日常生活中时间延缓是完全可以忽略的，但在运动速度接近于光速时， 
钟慢效应就变得重要了。在高能物理的领域里，此效应得到大量实验的证实。 
例如,一种叫做 K 子的粒子，是一种不稳定的粒子，在静止参考系中观察，它们平 
均经过 2 xl (^ s (其固有寿命）就衰变为电子和中微子。宇宙线在大气上层产生 
的子速度极大，可达 V =2.994 xl 0 8 ra / s =0.998 c . 如果没有钟慢效应,它们从 
产生到衰变的一段时间里平均走过的距离只有 ( 2 . 994 xl0 8 m / s ) x ( 2xlO 、） 《 
600 m , 这样，子就不可能达到地面的实验室。但实际上 g 子可穿透大气9000 
多米。试用钟慢效应来 解释： 以地面为参考系，从子的“运动寿命”为 




2 x 10 ~*s 
7 l - (0.998) 2 


= 3.16 x 10' 5 s , 


按此计算， jjl 子这段时间通过的距离 (2.994 xl 0* m / s ) x (3.16 xl 0— 5 s )*9500 m ， 
这就与实验观测结果基本上一 致了。 


1.6 孪生子效应 


让我们畅想一下乘接近光速的光子火箭去作星际旅游。离我们最近的恒星 
(南门二）有4光年之遥，来回至少 8 年多。“天阶夜色凉如水，坐看牵牛织女星。" 
牛郎星远16光年，织女星远 26. 3光年，一来一回就得三五十年，若天假斯年，在 
人有生之曰还来得及造访一次。但要跨出银河系,到最近的星系(小麦哲伦 
云）也要15万光年，今生今世不必问 津了。 

以上说法对吗？否！那是经典力学的算法，它只适用于地球参考系。考虑时 
间的相对性，光子火箭里乘客的固有时比这要短 y - 1 倍。只要火箭的速度 V 可 
以无限趋近光速 C , 7 可以趋于》,无论目标多远，乘客在旅途上花费的固有时 
间原则上可以任意短。问题是，当他们回来的时候将看到什么？设想一对年华 
正茂的孪生兄弟，哥哥告别弟弟，登上访问牛郎织女的旅程。归来时，阿哥仍是 
风度翩翩一少年，而前来迎接他的胞弟却是白发苍苍一老 翁了。 这真应了古代 
神话里“天上方一日，地上已七年”的 说法！ 且不问这是否可能,从逻辑上说得 
通吗？按照相对论，运动不是相对的吗？上面是从“天”看“地”， 若从“ 地”看 
“天”，还应有“地上方一日，天上已七年”的效果。为什么在这里天(航天 器）、 
地(地球）两个参考系不对称？这便是通常所说的“孪生子佯谬 （twin 
paradox )”。 
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从逻辑上看，这佯谬并不存在，因为天、地两个参考系的确是不对称的。从 
原则上讲,“地”可以是一个惯性参考系，而“天”却不能。否则它将一去不复返, 
兄弟永别了，谁也不再有机会直接看到对方的年龄。“天”之所以能返回，必有 
加速度，这就超出狭义相对论的理论范围,需要用广义相对论去讨论。广义相 
对论对上述被看作“佯谬”的效应是肯定的，认为这种现象能够 发生。 

然而，实际上“孪生子”效应真的可能吗？真人作星际旅游，在今天仍是科 
学 幻想； 但在有了精确度极高的原子钟时代，用仪器来做模拟的“孪生子”实验 
已成为可能。实验是1971年完成的 ♦: 将绝原子钟放在飞机上，沿赤道向东和向 
西绕地球一周,回到原处后，分别比静止在地面上的钟慢59 ns 和快273 ns ( 1 ns 
等于 KT 9 S )。 因为地球以一定的角速度从西往东转，地面不是惯性系，而从地心 
指向太阳的参考系是惯性系(忽略地球公转)。飞机的速度总小于太阳的速度 
( 即在该点地心参考系相对于地面参考系的速度），无论向东还是向西，它相对 
于惯性系都是向东转的，只是前者转速大，后者转速小,而地面 h 的钟转速介于 
二者之间。上述实验表明，相对于惯性系转速愈大的钟走得愈慢，这和孪生子问 
题所预期的效应是一致的。上述实验结果与广义相对论的 理论计 算比较•在 
实验误差范围内相符。因而，我们今天不应再说“孪生子佯谬 "，而 应改称 孪生子 
效 应了。 


1.7 洛伦兹收缩 

现代化的方法测量一个物体的长度可以不用尺，而用激光。为了在相对静 
止的参考系 K ' 内测量一直杆的长度，可在直杆的一端加一脉冲激光器和一接收 
器，另一端设一反射镜，如图8 - 11 a 所示。楢密測得光束往返的时间间隔 △〆 
后,即可得知直杆的长度 


L ' = L 0 = CMV 2 . (8.3) 

怎样找到有相对运动的参考系 K 中測得直杆的长度 i 与它的固有长度心 
之间的关系呢？首先要弄淸楚什么是不变的，什么是可比的。按照光速不变原 
理，光速 c 是不变的。另外，根据 (8.1) 式，从 ii ： 系观测上述测量过程的时间间 
隔 W 与在 K ' 系本身里的时间间隔以'是可 比的： 

At = M '/^\ - ^/ c 2 , 


• J . C . Hafele and R . E . Keating , Science , 177( 1972), 166 & 168 
• 广义相对论中对时钟的影响不仅有运动学效应，还有引力的效应。参看张元仲.狭 
义相对论实验基础. 北京： 科学出版社， 1979. §3.1 
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式中 V 为直杆在 K 系中的速 
度。下面我们就来看，此测量 
过程在 K 系里是怎样表现的， 
并从中找到 Af 和 L 的关系 0 
在 K 系中观测，光束往 
返的路径长度4和尖是不等 
的，从而所需的时间和 
AG 也不等。设直杆以速度 K 
沿自身长度的方向运动，它在 
时间间隔 A <, 内走过距离 
V 从（见图8 - lib ), 故 
d , = L + VAi , , 

而 = dj / c , 


V^ti 


激光管 n 
—— 1 

-- dt^cC^r - • 

g 



接收晷 



c 返回的光程 


图 8-11 说明尺缩效应的理想实验 


激光管 


-L' 一 Lo- 


^面猇 


按收器 


a 测量固有长度 

激光管 - 


i 平面嬈 


接收器 v ^ a/.L 


b 前传的光程 


由此得 

同理 

(见图8 - lie ), 由此得 


从 = 占； 

= L - VA< 2 , rfff At 2 


= d ^/ c . 


因此 


At = 私 + 的 =L (占 + 以、1-〜) 

这便是我们要找的 At 和 L 的关系式。与 (8.3) 式比较，有 


(8.4) 


再将(8_ 1) 式代人，得 


= L 

A ? '^(l - We 2 )， 


L : L 0 ■ JX — yT ? = Lf / y . 


(8.5) 


由于上式里的根式小于 1, 这就是说，物体沿运动方向的长度比其固有长度短。 
这种效应叫做洛伦兹收缩,或尺缩效应。 


在 1. 5节所 举的蚪 子例子里， ( ji 子以 V =0. 998 c 的速度垂直人射到大气层 
上，已知它衰变前通过的大气层厚度为乙 =9500 m , 在 p 子本身的参考系看来，这 
层大气有多厚呢？因为对于 M •子来说，大气层是以速度运动的，按洛伦兹收 
缩公式 (8.5), 其厚度为 


L = Ljl - We 2 = 9500 x s /\ -(0.998 ) 2 m = 600 m , 
这正是原先预期的结果。 
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§2. 洛伦兹变换与速度的合成 

2.1 洛伦兹变换公式 

现在我们来讨论一个事件的时间和空间坐标在不同惯性系之间的变换关 
系。第二章中讲的伽利略变换式 (2.40) 就是这类的变换关系，不过它只适用于 
牛顿力学，不保证光速的不变性。下面我们要推导的变换关系以光速不变原理 
为依据，是相对论的坐标变换关系。假设有一个惯性参考系 K , 在其中取一个空 
间直角坐标系并在各处安置一系列对 K 系静止，且对 K 系来说是对准了 
的钟(我们把这些钟称作 K 钟)。在参考系 K 中一事件用它的空 间坐标 (怎，2/, 
«) 和时 间坐标 《(即在该地点 K 钟的读数）来描写。类似地，对于另一个 ® 性参 
考系 K ', 也在其中取一个空间直角坐标系0 ' a :' 〆 /, 并在各处安置_系列对 K ' 
系静止的，且对 K ' 系来说是对准了的钟 ( K ' 钟)。在参考系 K ' 中,事件用它 
的空间坐标少， O 和时间坐标 <'(该地点 K ' 钟的读数）来 描写。 

为简明起见,设两坐标原点0、 0' 在 t = t '=0 时刻重合，且 K ' 系以勻速 V 
沿彼此重合的 xja X ' 轴正方向运动，而2/和 !/' 轴、和夕轴保持平行 ( 见图8 
-12)。于是 硕 = V (. 

设在 A a ：’ 轴上的4点发生一事件，对 K k * K， 系 

系来说 A 点的^为_ 

x = OA = OO 7 + 0^4, 

注意到 

do 7 = vt, 

O^A = x ' Vl - Wc 2 , 

式中的根式是由于 K ' 系以速度 V 相对于 K 系 

运动而出现的尺缩因子，于是有 图 8 -12 时 空坐标 的变换 

x = vt +x' vi - v/e , 

从中可将: r ' 解 出来： 



因为 K 系和 IT 系的运动是相对的,若把上式里的 V 换为- V ,带撇的量和 
不带撇的量对调,我们就得到从 K 系到 K ' 系的逆变换 关系： 

x ' + Vt ' 




从以上两式消去 a : 


( 8 . 6 ，) 
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由此解出 




x -Vt 


v/1 - Y/&\ A - v^/c 2 
V\ - V^/c 2 , 




v 


-卜黑 )， 


即 


- Vx / c 2 


Vl - V / c 2 

如果 4 点不在: r 、 f 轴上，则由于垂直方向长度不变，我们有 〆 = y ， 
综上所述，我们得到从 K 系到 K ' 系空间、时间坐标的变换 关系： 


(8.7) 

z '= z . 


X' 


x-Vt 


V\ -vW 


= y ( x - pct ). 


y'=y, 

z ' = z . 


( 8 . 8 ) 


t - Vx / c 2 

yi-^/c 2 


= y ( t - px / c ). 


以上便是著名 的洛伦兹变换 方程。易见，在 
V 《 c , x>ct 的情况下,洛伦兹变换式将过渡 
到非相对论的伽利略变换式 (2 57)。 

把上式里的 V 换为 - V , 带撇的量和不带撇 
的最对调,得到从 K ' 系到 K 系的逆变换 关系： 


x = — + Vt '-= y ( x ' + prt '), 


Vl-V^/c 2 


y=y\ 


. t '+ Vx '/ c 2 
~/ l - V /& 


= y (^+/3 ar 7 c ). 


(8.9) 


上述洛伦兹变换的四个变量之间的变换， 
由于我们采取了特殊的 x 轴方向 , y 、 z 两个变 
量不变, (8.8) 和 (8.9) 式简 化成； r 、 f 两个变量 




图8 -13 洛伦兹变换 


之间的变换。这样，我们就可以用一张平面图将它们表示出来。为了 ffl 纲一致， 
我们用付代替^作纵坐标，以 x 为横坐标，作图8 -13 a 、 b ， 分别对应正、逆洛伦 
兹变换 (8.8) 式、 （8.9) 式。可以看出，变换后的坐标系不再是直角的，但变换 
中两坐标轴的分角线(在高维空间实为圆锥面，称 为光锥 ); r =± cf 或不 
变，这是光速不变原理要求的。 
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2.2 关于钟慢尺缩效应的进一步讨论 

(1) 究竞哪个钟馒了？ 

初学狭义相对论的人.接受动钟变慢的结论不太困难。然而他们 会问： 乙钟相对甲钟运 
动，乙钟 变慢; 但运动是相对的，也可以说.甲钟相对乙钟运动，应是甲钟变慢。到底哪个钟比 
哪个钟慢？ 

首先必须指出,人们通常说钟的快慢有两种 含义： 一是指针的超前或落后,这是属于零 
点的校正问题。例如甲、乙二人早上对钟，若甲钟指在8: 00上.而乙钟却指在8: 30上.按人们 
通常的习惯会说.乙的钟快了半小时，另一是走时率的快慢，如果第二秀早上甲、乙二人又对 
钟,若甲钟仍然指8: 00,而乙钟却指8: 15,人们在习惯上仍然会说乙钟比甲钟快15分钟。其 
实应该说乙钟在24小时内比甲钟走慢了 15分钟，即乙钟的走时率比甲钟慢 u 这里要讨论的 
是后者——时钟的走时率 问题。 


两个相对运动着的 现测者 ，都说对方的 
钟变慢: T . 到底谁对呢?问题的关鍵在于 ：两个 
钟是相对运动的,只有在相遇的-瞬间 才能良 
接彼此核对读数,此后就只能靠同一参考系中 
互相对准了的钟来比较。换句话说,••静止”参 
考系只能用多个对准了的钟來测 M 运动钟的 
走时率。 

作为一个具体例子,假定 K ’ 系以速度 w = 
0.866 c 相对于 K 系运动。按相对论的时间膨胀 
效应计算, K ’ 钟的走时率应是 K 钟的一半，如 
图 8 - 14a 所示,系的 T' 钟在 X 处于 0: 00 时 



3：00 


刻与 K 系的几 钟对准，此刻 K 系在 B 处的 T 8 
钟也是与凡钟对准了的 潘看图 8-14 b , K 系 


图 8-14 从 K 系看 K ' 系 


的钟走过6小时 
后， K ' 系的 T ' 钟到达了 
B 处，它的指针指在3: 
00,而处在同一位置的静 
钟 T a , 的指针却指在6: 
00. 即静钟的走时率比动 
钟的走时率快一倍。 

反过来从 K ’ 系的角 
度看，问题是 K ’ 系的观察 
者并不认同 K 系中的各 
钟几、 1 ^是对准了的。 



如图8 -15 a 所示,在他看 


图 8 -15 从 K ’ 系看 K 系 
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来, K 1 系各处的钟都是对准了的，并于0: 00时刻在4处 T ' 钟与 K 系的几钟对准，他观测到 
K 系％钟是超前的。按洛伦兹变换推算，其读数为 

t„' - (.-v/c)(x B '/e) 

B= ~~ ’ 

式中 - (v/c) 1 , x b = (6v/c) 光时 (light hour ), 于是 f fl =6( w / c ) 2 小时 =4.5 
小时，即在 0: 00时刻 K ’ 系的观察者观测到 KST B 钟的指针指在4: 30时刻处。 K ' 系的观 
察者认为， K 系以速度 -D 运动，丁 8 钟迎面朝他而来。如图8-151)所示,当1' |) 钟与他的1'’钟 
会合时， T 指在3: 00,而％指在6: 00。在他算起来，在这3小时里 T B 钟走了 (64.5) 小时 
= 1.5 小时,自己的钟的走时率比他快一^。 

由此可见，两个作相对运动的现察者互相认为对方的钟走时率愒了.问题出在对钟 h 。 
按相对论理论.两参考系各处的钟不能同时对准 o —参考系内各处相互对准了的钟,在另一 
参考系看来是没有对准的，对钟问理对理解相对论的原理是至关重要的。 

(2) 定* 哪个尺縮了？ 

在两惯性系间尺缩与钟慢问题都是相互的.所以我们可以像上边一样，提出究竟是哪 
把尺子比哪把尺子短的问翅。 

为了讨论方便，下面我们取光速 c = l , 于是长 
度的单位就和时间一样了„例如时间的单位为1 
秒，长度的单位就是1 光秒; 时间的单位为1小时， 

长度的单位就是丨光时.等等。如图8 - 16所示，设 
K ' 系相对于 K 系以 V =0. 8的速度沿方向运动。 

从 K ’ 系看 K 尺,它以速度 - V 相对自己运动，芦= 

0.8, r -l =/^=0.6,按洛伦兹收缩公式，从 K 
系来看 K 系单位长度的尺子,其长度与本参考系中 
长度为( X 6的尺子一样长（图 a )。 那么，从 K 系来看 
K ' 系中这把长 a 6的尺子有多长?它的长度等于 I 
吗？否!因为在 K 系中看，这把 K 尺在0时刻与自己 
单位长度的尺子起点熏合，在 tlW〆 ）=(0+ 

0.8 x 0.6)/0.6=0.8 时刻终端重合 ( K 系中的观察 
者认为尺子的两端是同时对齐了的，即 f *0, 而自 
己尺子的 长度 〆 =0.6) 3 在这段时间里 K ’ 尺的任何 
一-端都移动 r 距离芦 t =0.8 x 0. 8 =0.64,即在《=0 
时刻 K ' 尺的终端在 a : = 1 -a M =0. 36 处; 在 t =0. 8 
时刻 K 1 尺的起点在 a : =0. «处(图 b > 。无论从 9 P 头 
看，这把 K ’ 尺的长度都是 0.36, 即等于它在 K ’ 系中 
长度0_ 6的 =0. 6倍，这也是符合洛伦兹收缩公式的 a 

例题丨宇航员乘宇宙飞船以 0.8 c 的速度飞 向一个 8光年远的天体，然后立即以同样 




b . 在 K 系中测董 K ‘尺 


图8 - 16哪个尺更短？ 
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速率返回地球。以地球为 K 系,去时的飞船为 K' 系,返时的飞船为 IT 系。在地球和天体上各 
有一个 K 钟，彼此是对准了的。起飞时地球上的 K 钟和飞船上的 K' 钟的指示 t = * f =0. 

(1) 求对应于宇航员所在参考系起飞、到达天体和返回地球这三个时刻所有钟的读数。 

(2) 假定飞船是2000年元旦起飞的。此后毎年元旦宇航员和地面上的孪生兄弟互拍贸 
年电报。求以各自的钟为准他们收到每封电报的时刻。 

解 :（1)因/3 =0.8,， I =VT^=0.6. 对于 K' 系，宇航员起飞时天体上的 K 钟并未与 
地球上的 K 钟对准，而是预先走了 

= y ( t ' +/5x'/c) = ypx'/c = px/c =0.8 x81.y./c = 6.4a 9 
(见图 8 - 17a) 运算时用到数据: r=0, 天体到地球的距离 y x' =a: = 81.y.. 

由于洛伦兹收缩，宇航员覌测到自己的旅程长度为 x'=x/y=81.y. x0.6=4.8Ly. ,单 
程所需时间为〆 =4. 8 1. y_/0. 8 c =6a, 即当他到达天体时 K' 钟指示 6a。 在此期间由于时间 
延缓， K 钟只走了卜 t\/l -/3 2 =6ax0.6=3.6a, 即对于 K， 系此刻地球和天体上的 K 钟读 
数分别为 3.6a 和 (6.4+3.6)a = 10a (见图8 - 17b) 0 

地球 天体 

16.4a /*=ioa 

< F ) k 系 _ Q 

- - 

a 飞*飞离天沐时各钟所 « 示的时 《 

地《 天体 

/-20a / ■ 13.6a 

(D K* _0 

><-»_ 

，•: 12^ 

b 飞船® 判 蜿球时各钟所 tt 示的时 « 

图8 _ 18例题1——孪生子 
效应之二，返航 

到达天体时宇航0立即迅速调头，相当于换乘 K* 系的飞船以同样的速率返航，这时他 
飞船上的 K” 钟仍然指示 r=6a 的地方。对于 K" 系此刻地球上 K 钟的读数 Q 比当地 K 钟的 
读数 t x = 10a 超前了 6.4a (理由同前），即 (1046.4) a = 16_ 4a (见图8 - 18a) 。也躭是说， 
在宇航员从 K' 换到 K* 系时，地球上的 K 钟一下子从 3.6a 跳到 16.4a, 突然增加了 I2.8a c 
作与离去时同样的分折，可知在返程中 K” 钟走过 6a, K •系观测到 K 钟走过 3.6a。 即当 
他返回地球时， r = (6+6)a = 12a, t 天 =(10+3.6)a = 13.6a, t 雉 =(16.4+3.6)a=20a (见图8 
-18b>。 回到地球宇航员发现同胞兄弟比自己老了 8 岁。 


地球 天体 

/-6.4 a 

0_ K* _ Q 

m ,— " __ 

a 飞船音《墙球时各 神所# 示的时 《 

地球 天体 

， _3.6a /-ioa 

0_ k r ， (7) 

k-» fcCL — ； 

*^=6 a 

b 飞* « 达天体时各钟圻*示的时 n 

图8 -17 例题 I ——孪生子 
效应之一，出征 


• a 为“年”的符号。 
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(2) 坐在宇宙飞船上的宇航员并不能即时地看到 K 钟的读数，他只能通过接收来自地 
球的无线电讯号间接地推算人间光阴的流逝。起初,当飞船离地球而去时，收贺年电报的周 
期拉得很长。这一方面是因为对于飞船来说 K 钟走得播,另一方面是由于讯号源在退行。对 
于 K 系，相继发出两封电报的时间间隔 At = la , 对于 K ' 系,同时在此期间飞船又走 
远了 /3 AC 光年。两个效果合起来,宇航员收报的间隔是 ( m ) At ’k 0.8) a /0. 6 
=3 a 。 按此计算，宇航员驶向天体的 6 年里只收到2001、2002年两封元旦贺电。 

同理，宇航员在回程中收报的间隔是 ( 1-；8 ) Ar = ( l -^) y A « = ( l -0.8) a /0. 6 = l /3 a , 6 年 
里收到从2003到2020年发出的18封元旦贺电。 

我们把宇航员和地面上收到对方新年贺电的时刻列在下表中，而对地面收报情况的具 
体分析，留给读者自己去讨论。 


表 8-1 地球上的发报时间 t 和飞船上的收报时间 r 或 r 
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表8 - 2飞船上的发报时间 f 或和地球上的收报时间 t 
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2.3 速度的合成 


V V 


现在我们来讨论这样一个 问题： 如果一个质点在 K 系的速度是 P 
\),在 K' 系看来它的速度 p ，= ( 乂，， t^， 心，）是什么？注意到 


(\， 


v x = 


dr 

Tr 


V = 


_ 


d〆 ， 


V _ 豳 

y ~ dr 
,,, 


^ = 


_ dz 


dt' 


^ = 


_ dz ； 


dr * 


取洛伦兹变换式 (8.8) 的 微分： 


dx > = dx - Vdt = (dx/dt - V) dt 

Vl - Wc 2 _ v/l - Wc 2 ' 
dy ' = dy , 
dz r = 6z y 

dr = df - Vdx/c 2 = dt[l - (WUda^dfn 

Vl - Wc 2 v/l - Wc 2 


最后一式又可写成 


出’ = y(l - Vvj / c 1 ) d «, 
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用它去除前三式，即得 

= W = i V -VvJ?' 

, dz' V z v/l - vVc 2 

^ = dr 

这便是相对论的速 度合成定理。 我们从中看到，虽然垂直于运动方向的长度不 
变,但速度是变的，这是因为时间间隔变了。 

易见，当 v 《 c , 时，上式简化为 

V=H =V v z ' = V z . 

这就是我们熟知的经典速度合成公式。 


在 f 平行于怎、工’轴的特殊情况下， V x =v, \=|^=0,速度合成公式 (8.10) 


简化为 


v -V 
1 - V V/c 2 ' 


( 8 . 11 ) 


把上式里的V换为-V,带撇的量和不带撇的量对阔，我们得到从 K 系到 K' 系的 


逆变换 关系: 


V = 


■V/c 2 ' 


( 8 . 12 ) 


例題2 —艘以 0.9 c 的速率离开地球的宇宙飞船，以相对于自己 0.9 c 的速率向前发射 
一枚导弹，求该导弹相对于地球的速率。 

解: 以地面为 K 系，宇宙飞船为 K ’ 系，按速度合成公式 (8.12), 有 


v' + V = 0.9 c +0.9 c 
1 ^v'V/C 1 ~ 1 +0.9 xO .9 


= 0. <mc. 


即导弹相对于地面的速率 V 仍小于 c . I 

在 (8. 11 ) 式中当 I ) =0时， t ;' =- V . 这表明， K 系本身在 K ' 系中的速度是 
- V , 这正是相对性原理所要求的倒逆性，而这种倒逆性我们前此在推导逆变换 
公式时已多次用过了。 

我们在1•丨节中以玩排球和超新星燦发为例披露了,若假定由运动物体发 
出的光的速度大于 c 会导致怎样令人困惑的结论。有了光速不变性，上述困惑 

自然解除。在 (& id 式中当 v = c 时，不管 v 有多大，总有 V '=~^y . = c ，这正 

1 — Vc/ c 

是光速不变原理所要求的。为了精密验证这个结论，从20世纪50年代起许多高 
能物理学家反复测量了高速微观粒子发出的7射线(一种波长极短的电磁波） 
的速率，发射粒子的能量从几百个 MeV (lMeV = 10 6 eV) 到几个 GeV (lGeV = 
10 9 eV) ，在很高的精度下 (=10 4 ) 验证了，它们发出 7 射线相对于实验室参考系 
的速率确实等于 c. 
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2.4 离速运动物体的视觉形象 


伽莫夫著的著名科普读物(物理世界奇 遇记） 里有这样一段 描述: 汤普金斯先生来到一 


座奇异的城市，由于这城市里的 
光速异乎寻常地小,当他以骑自 
行车高速行驶时,发现周围一切 
都如囝8 -19 所示那样变扁了。 

汤普金斯的见闻，几十年来 
被物理学家们认为是正确的。即 
由于洛伦兹收缩. R 要能以接近 
光速的速度运动，我们将看到一 
个扁的世界。直到1959年 James 
Terrell 发表的一篇文章《,才开 
始纠正了这个错误认识。其实尺 



图8 -19 汤普金斯先生的奇遇 



图8 - 20远方观察者看到高速运动物体 
视觉形象的二维投影相当于转动 


O J- Terrell , Phys . Rev . 116( 1959), 1 M 1. 
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缩效应的形象是人们观测物体上各点对观察者参考系同一时刻的位置构成的形象，可称为 
“测童形象”，而不是物体产生的“视觉形象”。我们看到的(或照相机拍摄的）形象，是由物 
体上各点发出后“同时到达”眼睛(或照 相机） 的光线所组成，而这些光线并不是同时自物 
体发出的。如图8 -20 所示， 一个物 体以接近光速的速度 V 沿 z 方向运动。令运动物体的参 
考系为 K ', 其上一点 P 的坐标为(: r ’， f ) (见图 a )。 在现察者参考系 K 内此点变换到 P , 其 
坐标(^)与 ( f 〆 ）的关系为 

xW \- p - x \ y = y ： ( a ) 

式中 P 点构成在运动方向被压扁了的测最形象(见图 b )。 设观察者£处在垂直于运 
动的! /方向上，且很远，我们可以认为由物体上各点射向£:的光线都平 行于！ /轴。为了光线 
同时到达以坐标原点0为基准,由它以上的点在 a : 方向的位置需要有一定的提前#，以 
下的点则需要有延迟量。于是物体的形象发生剪切，如囝 c 所示。这才是物体的视觉形象。在 
x 方向上的平移 = 而 t = y / c 是光线走过距离2 / 所需时间。令构成物体视觉形象各 
点的坐标为 ( z ' /), 它们与 ( a :, y ) 之间的变换关系为 

x n = x-^x = x - py , y a = y . ( b ) 

为了物体的视觉形象与原物作对比.我们* 要进一 步找到 ( a ； 0 , j ^) 与 ( a ：: y ') 的关系，为此 
如图 d 所示.将两坐标系的一点叠放在一起,原物上的尸'点变到了尸 n 的位置 。尸 '在以为 
半径的圆上，由作平行视线的光线，交圆于 0. 在观察者看到的投彩形象中似乎 P ， 点转 
了 一个角度 A 0= AP ' OQ . 现在我们来求这个角度。 

在远方的观察者看到的不是物体的 三维视 觉形象，而是它在垂直于视线方向上的投影。 
所以沿视线方向的坐标 f 是没有意义的，我们只看将⑷式代人 ( b ) 式，得 

x ° = x-Ax = V \- p 2 x '~ py ', (8.13) 

在半径为及的圆上用极坐标 表示： 

x' = Rcos(p\ y, = Rs\xup'. 

令 sinAtf =/3, 则 cosA (? = V \- p \ (8.13) 式化为 

x a = R ( cosMcosip ' - sinAtf sin ip ') = Rcos (^>'+ M ). <8.14) 

上式表明，在圆上 0 点的位置相对于/点转过一个角度 A », 即乙/此结论适用于 
圆周上的任意点/>:这意味者，观察者看到的投影形象似乎是原物整体转 过一个 角度： 

Atf = arcsin /3, (8.15) 

这便是 Terrell 在他的文章里首先指出的结论，可称之为 “ TeiTell 转 动”。 

应当强调一下，实现 Terrell 转动的条件有二： （ 1 ) 物体垂 直于视 线运动, (2) 物体的尺 
度远小于它到观察者的距离。不满足以上条件，物体的视觉形象不仅有 转动还 会有复杂的 
郷。 

如果注意到，物体上毎个面元发光限于朝外的 2 ir 立体角，在 K 系中只有球面上2/ <0 的 
半球面发的光能到达观察者，另半个球面由于不发射向观察#方向的光，在视觉形象中会表 
现暗影。然而对于光线发光面元所成的角度.应该在 K ， 系中看产用洛伦兹速度变换公式 


°本书第一版和第二版第一次印刷的各版本中，对暗影问题的论述有误，现改正。 
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可以证明，在 K 系中沿 -2 /方向射向观察者的光，在 K ’ 系中也转了一个角度 Ae = arcsir ^ 
这样一来，发光球面的暗影部分经 Terrell 转动就刚好转到背着现察者的方向，观察者看不 

到它。 

综合以上所述，高速运动球体的视觉形象归纳如图8-21。 


b 在*直于 
規线 x »® 上 
♦到 的形象 




图8 -21 高速运动球体的規觉形象 


§3. 狭义相对论的动力学 

在动力学里有一系列物理概念，如能量、动量、角动量和质量等守恒量(在 
经典物理中质量守恒几乎是不言而喻的，只在化学中它是一条重要定律），以及 
与守恒童传递相联系的物理童，如力、功等。所有这些量，在相对论中都面临着 
重新定义的问题。如何定义？爱因斯坦 说:“ 把经典力学改变成既不与相对论矛 
盾,又不与已经观察到的以及已经由经典力学解释出来的大里资料相矛盾，就 
很简便了。旧力学只能应用于小的速度，而成为新力学的特殊情况♦所以我们 
首先要受到一条对应原则的限制，即当速度 V CC 时，新定义的物理量必须趋于 
经典物理中对应的量。除此之外有一定的选择余地。不过选择得好，我们可以 
使重要的定律 ( 如守恒定律）得以保持，否则它们将遭到破坏。我们曾不只一次 
地指出 （ 如第二章 2. 4节讲泡利提出中微子假说以挽救 P 衰变中的总动量守恒， 
第三章 2. 2节介绍能量概念的发展和 延拓） ，物理学家偏爱守恒的思想，并对某 


• 爱因斯坦，英费尔德.物理学的进化.周肇威译. 上海: 上海科学技术出版社,1962, 
124 
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些基本的守恒定律笃信不疑。因此，尽量保持基本守恒定律继续成立，也是定义 
新物理量的一条重要原则®。此外，逻辑上的自洽性当然是必 要的。 


3.1 动置、质童与速度的关系 


在相对论中我们仍定义，一个质点 的动量 P 是一个与它的速度 P 同方向的 


矢量，故仍把它写成 

p = me , (8.16) 
我们把上式中动量与速度的 
比例系数 m 仍定义为该质点 
的质量，不过，由于在数量上 P 
不一定与 P 有正比关系，我们 
把对此的偏离都归结到比例 
系数 m 内，即假设质量 m 是 
速度的函数。由于空间各向 




礓植后 


图 8-22 导出质速关系的宪全非 
弹性碰撞的理想实验 



同性，我们认为 m 只依赖于速度的大小 v , 而不再与它的方向有关，即 


m = m ( v ), (8.17) 

且当 v / c — 0时 ， m — 经典力学中的质 fi 7^(称为静质量)。 

下面考査一个例子——全同粒子的完全非弹性碰撞。如图8 -22 所示， A 、 
B 两个全同粒子正碰后结合成为一个复合粒子。我们从 K 、 K ' 两个惯性参考系 
来讨论这个事件 ：在 K 系中 B 粒子静止， A 粒子的速度为 w ,它们 的质贵 分别为 


Wb =叫和 w A = m ⑻； 在 K ' 系中 A 粒子静止， B 粒子的速度为 - V , 它们的质 
量分别为和 mB = TO ( v ). 显然， K ， 系相对于 K 系的速度为 V . 设碰撞 
后复合粒子在 K 系的速度为质量为财 ( M ) ;在 K ' 系的速度为,由对称性可 
以看出 ，V =- u . 故复合粒子的质量仍为财 U )。 根据守恒定律，我们有 


由此得 


质量守恒： m ( v ) + rtif , = M ( u ) , 

动量守桓： m ( v)v = M ( u ) u . 

M ( u ) = m ( v ) + TWp _ v _ 
m ( v ) m ( v ) u 


另一方面,根据相对论的速度合成公式 (8.11) ，我们有 


( 8 . 18 ) 

(8.19) 

( 8 . 20 ) 


參这里可能再次给人以印象,似乎守恒定律是人们通过巧妙的定义制造出来的。其实 
不然,客现上不存在的定律，物理量的定义选择得再好，也制造不出来。客观上存在的规律， 
如果没有找到适当的物理概念去描述它,只能说人们失之交臂，暂时还对它不认识罢了。 
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-uv/c 2 ’ 


即 

由此解得 


多，或（会 r - 2 


v 2 

+ 7 


Vi - M , 

U 

因《 < A 负号应舍。将正号的解代人 (8.20) 式右端，得 


m(v) = 


y ^. 


( 8 . 21 ) 


y /\ - VVC 2 

这是相对论中非常重要的质速关系，图8 - 23 中给出了它的曲线，并附有图上 
列了名的几位早年作者的实验数据点。根据此式和 (8. 16) 式，我们立即可以写 
出动量的完整表 达式： 

rrioV 


m(v)v 


= yrr ^ v . 


(8-22) 


y i - ■& /<? 

如图 8 - 23 所示，在物体的速度不大时，质量和静质量差不多,基本上可 
以看作是常量。只有当速率 
接近光速 c 时，物体的质量 
m ( v ) 才明显地迅速增大。 

此时相对论效应开始变得重 
要棘。 

由 (8.21) 式和图8 -23 
可见，沒= w/c — 1时，质量 
m ( v ) 迅速趋向无穷。这就 
是说,物体的速度愈接近光 
速，它的质量就愈大,因而就 
愈难加速。当物体的速率趋 
于光速时，质量和动量一起 
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图8 


电子质量随速度的变化 

:，质速公式 (8. 


趋于无穷大。所以光速 c 是一 切物体速率的上限。如果 w 超过 
21) 给出虚质童，这在物理上是没有意义的，也是不可能的。 

例题3施恒力 F 将一个静止质 * 为％的粒子从静止状态加速，若求 
«=«. 0.1,0.2. 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0 s 时 粒子的 速度和动能。 

解： 《时刻粒子的动量为 


= Ft = 




V \ -W 


由此解得 





Ft/m^c 
^(Ft/rn^ c ) 2 


E <. = ( r - O ^ c 2 = ( 


将用这些公式计算的结果和相应的经典值列于 下表： 


hEH^DDES dBSI EPI 

iiM|En|H| BiFi w^M jy^ 輕啓 ! 


3.2 力、功和动能 

我们在牛顿力学里把力定义为动量的时间变化率,这个定义是可直接推广 
到相对论 中的： 

/ = ^.其中 P = m ( v)v = : = yrr ^ v . (8.23) 

dt yi - t ^/ c 2 

这是牛顿第二定律在相对论中的推广。 

我们假定在相对论中，功能关系仍具有牛顿力学中的形式。物体的动能 £ k 
等于外力使它由静止状态到运动状态所作 的功： 

^ = jt / ， ds = i^w 1 ' 68 = I d(mp) -f 
= (_— = i Vd (7i^) 

= 為卜偽(分刪 

m^v 2 ,_ lt 

=—^==l + ^cVl -t^/c 2 - m^c 2 
\/ l - W 

V\ - w 


TWocVl -W - rn ^<? 


即 E k = (m-rr^)c 2 . ( 8 . 24 ) 

这便是相对论的质点动能公式，它等于因运动而引起质量的增加 Am = m - m x , 
乘以光速的平方。在 W 《1的情况下，将此式作泰勒级数展开： 

E v = wv ； 2 !； ( 1 - vVc 2 ) -1/2 - 1] 
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= >y[i +o(*)j ， 

忽略高次项，就是我们所熟悉的牛顿力学动能 公式。 
3. 3质能关系 


在能量较高的情况下，微现粒子(如原子核、基本粒子）相互作用时导致分 
裂、聚合、重新组合等反应过程。以一个不稳定的原子核裂变为例，假定质最 
为 M 的母核分裂为一系列质量为 = 2,…）的碎片。在母核静止的参考 
系内看，碎片朝四面八方飞散，各获得一定的速度和动能 I = [ m /%) - 
碎片获得的总动能为 


五 k = - Z m < oC 2 - 

i 了 i 


由于反应前后质量 守恒: 


M 0 = - 

i 


故有 E k = ( M 0 - 

i 

上式右端括弧里是反应前母核的静质与反应后产物的总静质量 5> <D 之 

差，称之为质量亏损。上式表明，核反应过程中获得的总动能,等于质^亏损乘 
上光速 c 的平方。 

在上述核反应过程中机械能(在这里就是动能）从无到有，是不守恒的。但 
是人们总希望找到一种表述，让系统的总能童保持 守恒。 在普通的炮弹燦炸时， 
我们说，碎片的动能来自于炸药的化学能。把化学能计算在内，燦炸前后的总能 
童是守恒的。在上述核爆炸的过程中，碎片的动能从哪里来？上式表明,它来自 
于质量亏损。质置亏损箅什么能量？这是在相对论创立以前人们所不知道的一 
种能量。为了使上述核反应过程中总能量守恒，我们必须承认, 一 个物体的静止 
质量％乘以光速 c 的平方，也是能量。这种能量叫做物体的静质能。静质能是 
每个有静质量的物体都有的，哪怕它处于静止状态。对于一个以速率 w 运动的 
物体，其总能量£为动能与静质能之 和： 

E = E k + m v c 2 , 

即 E = mc t =—= yrn ^ c 2 . (8.25) 

VI - v /& 






这公式叫做质能关系，它把“质量”和“能量”两个概念紧密地联系在一起了, 
光速 c =3 xl 0 8 m / s ， 按质能关系计算， lkg 的物体包含的静质能有 9 xlO l 6 J ， 
而1 kg 汽油的燃烧值为 4. 6 x 10 7 J ， 这只是其静质能的二十亿分之 一(5 x ) 。 

可见,物质所包含的化学能只占静质能的极小一部分，而核能(通常叫做“原子 
能”）占的比例就大多了。例如铀235本身的质量约为235 u ( u 为原子质量单 
位《)，而裂变时释放的能最可达 200 MeV , 这约相当于 0.2 u 的质量亏损，占它总 
静质能的 8. 5 x 10"* ~ KT 3 , 比例比化学能大了六个多数量级。这就是为什么原 
子能是前所未有的巨大能源。爱因斯坦建立的相对论推出了“五= me 2 " 这样一 
个简短的公式，为开创原子能时代提供了理论基础。所以人们常把此式看作是 
一个具有划时代意义的理论公式，在各种场合印在宣传品上，作为纪念爱因斯 
坦伟大功绩的标志。 

3.4 能量和动置 的关系 

为了找到能量和动置之间的关系，我们取 (8.21) 式的平 
方： 

乘以 c 2 ( c 2 - « 2 ),得 

m 2 c* - mVc 2 = m^c*. 

上式左端第一项为铲，第二项为 fc 2 ，故得 

於 =PV +< 〆 ，或 F + m ^ c \ (8.26) 

这便是相对论的能量动董关系。 （8.26) 式可用如图8 - 24所图 8 ― 24 动 
示的动质能 三角形 来表示。这是个直角三角形，底边是与参考质徒 三 角形 
系尤关的静质能斜边为总能量五，它随正比于动童的高 pc 的增大而增 
大。在 w - c 的极端情形下 , E ^ pc ( 极端相对论情形）。 

有些微观粒子，如光子、中微子，是没有静质量的，因而也没有静质能。它 
们没有静止状态，一出现，速率总是 c . 它们有一定的能里茗，令 (8.26) 式中的 
叫= 0,得这类粒子动量的大小与麵的关 系式： 


參质量代表一个物体的惯性,能量是物体运动的釐度。饶有兴味的是,在外文里 
inertia (惯性）和 energy (能櫃）二词，作为非专业用语，在日常生活里的含义分别是“萎靡无 
力”和“精力充沛”。质能关系表明，二者竞是成比例的！这是语义上的巧合呢，还是蕴含着 
什么深奥的哲理？ 

參】原子质最单位(符号为 U ) 是碳12同位索原子质量的1/12,此单位的大小相当于 
931.4 W 32 MeV 的能堡。 
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P = f , (8.27) 

当然我们也可以根据质能关系定义它们的动质量 md / c 〗 但这类粒子的速率 c 
是不变的，质量丧失了惯性方面的含义，几乎成了能量的同义语。一个电子和一 
个正电子遇到一起，可以湮没，变成两个7光子。这是静质能全部转化为动能的 
例子。 


§4. 闵可夫斯基空间四维矢量与不变量 


4.1 时空间隔的不变性 


本章开头就指出，我们要自觉地去探索不同参考系中物理量、物理规律之 
间的变换关系和变换中的不变量，设想有两个事件/>,和戶 2 ,在某惯性系 K 中 
看，它们发生的时空坐标分别为 ( A t t ) 和(易 . y 2 , z } , t 2 ) 0 在经典力 
学中时空坐标的变换关系是伽利略变换.两事件之间的时间间隔以 ,-6 和空 
间距离 Af 在变换中分别保持不变。在上节里我们给出相对论时空坐标的变换 
关系——洛伦兹变换，在此变换中和 A / 都不保持不变(时间延缓和洛伦兹 
收缩），那么，什么是变换中的不变 ft ? 

让我们回到图8 - 13,图中每个点 ( a :, ct ) 称为一个世界点,它代表一个事 
件。该图显示，在洛伦兹变换中: r - c < 图里的对角线是不变的。对角线的方程是 x 
土以=0,我们定义 s 曰7(扣) 2 -¥为事件(工, ct ) 与原点（即发生在 a :=0 、t = 
0的事件）之间的时空间隔(简称间陆）。两条对角线(即光锥）把 a ：- ct 平面分成 
上下左右四个区域，在上下两个区域里的点 s 2 =(州 2 -乂 >0,左右两个区域里 
s 2 =( ct ) 2 -^ <0,对角线上 s 2 = 0. 用洛伦兹变换 (8.8) 式可以验证， s 2 不仅在 





对角线上,而且在所有上述区域里都是洛伦兹变换中不变的： 

s' 2 = C 2 /’ 2 -x' 2 = C 2 y 2 (t -px/c) 1 - y 2 (x - pet) 2 
= yVCc 2 -/3 V ) + yV (^ - 1) +2 y 2 tx (- C l fi/c +/3 c ) 

=( ct ) 2 - x 1 = s 1 . 

在洛伦兹变换中世界点沿 s 2 = 常量的曲线上移动，这些曲线是以对角线为 
渐近线的两个双曲线族(见图8 -25)。对角线把平面分成上、下、左、右四个 
区，当参考系 K ' 相对于参考系 K 的速度 V 从 c 变到 - c 时， K ' 系的 ct ' 轴扫过 
上下两区， f 轴扫过左右两区。所以，对于 S 2 >0 的上下两区内的任意一世界点 
(如图8 -25 a 中的尸)，总会有某个参考系 F 的 cf ' 轴通过它，亦即，在此参考系 
看来这亊件与坐标原点所代表的事件先后发生在同一 地点； 同理, Xt 于^<0的 
左右两区内的任意一世界点(如图8 _ 25 b 中的 Q ) ，总会有某个参考系 K " 的 a :" 
轴通过它，亦即,在此参考系看来这事件与坐标原点所代表的事件是异地同时 
的。故而， s 2 >0 的时空间隔称为类时的 ( time * Hke ) ， s J <0 的时空间隔称为类空 
的 ( space ^ Hke )。 如果洛伦兹变换把一个横坐标轴以上的世界点变到下面，或 
反之把下面的世界点变到上面，这就意味着该事件与原点事件的时序颠倒了。 
此种情况只会发生在左右的类空区,不会发生在上下的类时区之间。 

这里涉及到事件之间的因果关系问题。发生在同一地点的两事件之间存在 
因果关系的必要条件是，“因”必须发生在“果” 之前； 发生在不同地点的两事件 
之间存在因果关系的必要条件是,“因”发生后其影响(物质或信息流）必须在 
“果”之前达到该地。如果在图8 -25 里从坐标原点到某世界点 ( x , cO 引一直 
线，此线的斜率 ct / a : 代表一 :々， 即该事件与原点事件之间可能有物 
质流或信息联系的最小速度。对于类空事件和类时事件，此速度分别大于和小 
于光速 c . 如前所述，类时亊件的时序是不会颠倒的，从而没有因果倒置的危 
险。对于类空事件，只要我们假定， 一切物质和信息的速度都不能超过 c , 它们 
之间就不可能有因果联系。这也是相对论的基本假设之 一。 1.3 节中站台上两 
人开枪的事件之间具有类空间隔，不存在谁看到谁开枪后才还击的因果关系。 

上面讨论了一维空间里世界点与坐标原点之间的时空间隔，三维空间里任 
意两个世界点(工,， 2 /,， 2 ,,咚 ） 、 （ ar 2 , y 2 , z 2t cij ) 之间的时空间隔为 

As = V ( cM ) 2 - ( A /) 2 , (8.28) 

式中 M = y /(^ ry +(. Aj /) 2 +(^ z ) 2 , Ax = x 2 - x ,, Ay = y 2 - y lt A ^ = 

K ” 上面所有关于类空、类时间隔以及因果关系等议论，对此普遍情况都适 
用 o 

4-2 闵可夫斯基空间四 维矢置 

我们熟悉，在三维空间里当坐标架转动时，矢量的三个分量将作相应的变 
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换，但某些量 ( 如两矢量的标积，一矢量的模方）是不变的。洛伦兹变换 ( 8 . 8 ) 式 
MX, y, Z, ct) 四个变量的变换，如能把它们看成是某个四维空间中的矢量， 
将会对变换的运算和寻找变换中的不变性带来很大的方便。这里有个清况与欧 
几里德空间不同，即时空间隔 As 的表达式中各平方项之前的符号有正有负。如 
果把时间写成虚变 Sw=icf(i=/^r ) ，则时空间隔可以写成 



或 s 2 =(ct ) 2 -x 1 -y 1 -z 2 . ( 8 . 29 ) 

这种四维空间与普通的欧几里德空间有些不同，称为闵可夫斯基空间或闵可夫 
斯基世界 (Minkowski world) y, z, w) 来改写洛伦兹变换式 ( 8 . 8 ), 即 


为 


x' = y(x + i^w), 

y ' = y , 

z f = z, 

w' = y(w - if3x). 


( 8 . 30 ) 


我们 定义： 如果巡 =( 矣， A y ,A z ,A t ) 与 (a:, y,z, w ) — 样地服从洛伦 
兹 变换： 


A x ' = y(A x + ifiA,), 

A y ' = A y , 

A?’ = A*， 

A i = r(^f - '^A x ). 


(8.31) 


则它是个四维矢量。显然，四维矢量总 = (A x ,A y ,A z ,A t ) 和 (a;, W )- 

样，其模方岛 2 = 尖 2 +>!/+<+ 4 2 是个洛伦兹变换下的不变量。此外，两个 


四维矢量風 =( 毛，弋，毛，从 ® = (B :， B y ,B z ,B t ) 的标积麵 = 4 龟 + 
A y B y+ A z B z+ A t B t 也是洛伦兹不变量 [ 这一点可用洛伦兹变换式 ( 8 . 31 ) 直接 
验算 , 请读者自行推导]。 


4.3 四维速度 


在 1 . 5 节里我们曾定义，相对于物体静止的参考系里的钟所显示的时间间 
隔为该物体的固有时。设此参考系为 K', 物体在此参考系里的时空坐标为 (x '， 
y' ， f ， n, 则在一短暂时间间隔也’内的时空间隔为 



由于物体在此参考系内不动， dT= 0 , 故 ds'=cd〆 。 因为这里的是物体的固 
有时，从而时空间隔有了另外一理意义，即它等于光速乘固有时。因时空间 
隔是与参考系无关的，我们把去掉，就写成 ds ， 同时用 dr 代表固有时，于是 
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第八章相对论 


有 


(8.32) 


dr = ds/c. 

此式与参考系无关，亦即是洛伦兹不变的。 

2 2节给出的相对论速度合成公式 (8.10) 与时空坐标的洛伦兹变换形式上 
不一样，看上去比较复杂。可否将通常的三维速度 v = (. v x , v y , v z ) 写成四维 
矢量的形式？可以,我们只需定义四维速度 M = ( Ma; ，〜，\, M,) 如下： 

M ，萝， u y = % 〜 = _， M ，菪. （8 33) 

因为固有时 dr 是洛伦兹不变的，（、，〜，%)自然和 (da：, di/, dz, dw) 
—样，洛伦兹 变换。 亦即根据定义，凹备一个四维矢 

现在我们来看看，四维速度 M 的各个分最与二维速度分量\、 化的关 
系。对于前三个分最 


Ux = ftt ^ = 




u v = y v v = 


v v 


V \ -•&/& 

u z = y^z = 




V\ - W 

此处用到了 (8. 1') 式 d « = ydr . 对于第四个分供 
dw dt \c 


V\ - vVc 2 ’ 


«< 


dt dr 


Vi -W 


综合以上各式，我们有 

M = ( u x , U y , U z , u t ) = ( yV x , yVy , yV z , \ Cy ). 


容易验证，四维速度的不变模方为 

QD 2 = 


(8.34) 


- u t =— 


<8.35) 


在惯性系 K、K' 之间四维速度是服从洛伦兹变换 (8.28) 的: 

u x = yr( u i +i(Sv« t ), 

V = l v 
v = «*. 

U t' =rv(M, -ifiyU x ). 

y' v x' = y v y(v x -cp v ), 
y\' = yv y , 
y V = y v z- 

Cy' = y v y(c-pyV x ).. 


(8.36) 


(8-37) 


式中 
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yv = yr^7, y = 7^f ， r，= 7r^ 

p v = V/c, p = v/c, p' = v’/c, 
这里 V 是 K' 系相对于 K 系的速度。由 (8. 37> 式中的最后一式得 


代人前三式，得 


yvy = 1 

y ，— 1 - Vvj / c 1 ' 


V = 


1 - Vv / c ' 


v ; : 


r ,(i - vvc 2 ) 




y v (l -VVC 2 ) 


(8.38) 


这正是 i 2 节里推导出的速度合成公式 (8.10)。 亦即，四维速度的洛伦兹变换 *5 三维速度的 
合成公式是等价的。将速度写成四维矢 ft, 作参考系变换时不但形式上简洁，而且统一。这将 


为我们进行理论推导带来很大方便。 


4.4 四 维动量 

动最的表达式 (8.22) ,即 p =y 7^ P 中的 y p 正是四维速度 M 的前三个分 
世，而％是洛伦兹不变量。由此我们很容易想到，按下式来定义四维动 M 是适 
当的，因为它将自动服从洛伦兹 变换： 

职：叫肌 (8.39) 

现在我们来看看0»的第四个分量巧是什么？ 

P t = rtloU , = iyrrioC = iE / c , (8.40) 

这里五 = mc 2 是物体的总能童。因此我们看到，四维动量是由三维动童 
P -( p x , P y , P z ) 和能量忍组成的四维 矢量： 

\ f > = ( P x , Py , P 2 , iE / c ) (8.41) 

而它的不变模方为 

Vx + v + Pz 2 + Pt i = P 2 - ^/c 2 =- wioV. (8.42) 

即静质能 rr ^ c 2 的平方除以 c 2 的负值。 

在第六章§6中我们看到，声波的多普勒公式的推导比较罗嗦，若把光作 
为波动来推导它的多普勒公式，也不简便。简便的办法是把它看成相对论性粒 
子 —— 光子。光子的静质量等于0,按光的量子理论，它的能量与光的频率成 
正比： E ^ h v , 这里 ft 叫做普朗克常量，动量 p=F/c. 用光子四维动量的洛伦兹 
变换可以简便地推导出光的多普勒效应公式来。 

声波的多普勒效应既与波源的速度 w s 有关，又与观察者的速度％有关。对 
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于真空中的光，多普勒效应只应与观察 
者与光源的相对速度 V 有关。设观察者相 
对于光源的速度为- V ，沿 X 方向，以光源 
为 K 系，观察者为 K ' 系（见图8 -26), 四 
维动量的洛伦兹逆变换给出 

E = y ( E ' - pcp x '). 

令 K ' 系中光源到观察者联线与: r 轴的夹 



0 O' x X' 

图8 -26 光的多普勒效应 


兔为 0，，则 p /^ p . cos & Wcosff '/ c . 此外 = E '= hu ', 上式化为 


或 


v = -pcos0 ') = 



^ = VI 

v ~ 1 -jScosd’ 


卜0(靠近）和 TT (远离）时得光的 纵向多普勒效 应公式 


(8.43) 


V 



1 ±0 


1 ±沒 


或 


e '=- n /2 时得光的 横向多普勒效 应公式 


Ay _ v' -v 
v v 


**±/3; 


7 T = 7 1 * 1 - 或,= 


(8.44) 

(8.45) 


以上两式最后一步是 /3 C 1 时的近似。 (8.44) 式给出了经典的多普勒红移公式, 
它是纵 向的； （8.45) 式表明，横向的多普勒红移是#量级的微弱效应，或 者说, 
经典的横向多普勒红移为 0. 


4.5 不变置的应用 


在核物理和粒子物理中经常需要在质心系 ( CM > 和实验室系 ( L ) 之间变来 
变去，而核反应和粒子反应的最基本规律是动量和能量的守恒定律。所以把守 
恒定律写成与参考系无关的不变形式是很方便的„设反应式为 
A , + A2 + …= A , ; + A2 ; + • • • , 

相应的动量、能量守恒定律为 

Pi + P 2 + — = P |’ + i >2’ + …， 

E t + E 2 +…= E ' ’ + E : + 

我们可以把它们合并为一^四维矢量式： 

p, + B3j + — = IP ； + ^ + —. (8.46) 

且从它导出许多洛伦兹不变式来。例如取两端的模方，即有 

( P >1 +( P >2 + — ) 2 = ( P / + ( P 2— ) 2 ( 8 . 47 ) 

就是一 ^很常 用的洛伦兹不变式,在下面的讨论中还会用到一些其它的不变 
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式。 

(1) 两 体反应的阈能 

利用加速器使 A 、 ' 两粒子碰撞,以产生某个或某些静质量为 M。 的新粒 
子、： A, + A, = A, + A2 + A 3 , 

这是相当典型的一类粒子反应。在所有产物 (A, 、 ' 、 A 3 ) 都相对静止的情况下 
所需能量最少，这能景称为反应的阈能 (threshod) 。此时与产物相对静止的参 
考系显然是质 心系。 

过去实现粒子反应的惯用的办法是，将一种粒子(替如 A,) 加速到很高的 
能董去撞击静止的靶粒子为了分析阈能问题，首先根据动童、能量守恒定 
律写出此反应的洛伦兹不变式： 

(IP. +[P 2 ) 2 = (OB； +(P 2 f +P3) 2 . (8.48) 

如前所述,在刚达到阈能条件时,质心系里所有产物都是静止的运用上式右端 
于质心系： 

( tP / +( P 2 +0» 3 ) 2 =- ( w l0 + mj 0 + M 0 )V 

= _[m l0 2 +7nj 0 2 + 2m w m 70 +2(m, 0 + )M 0 +M 0 2 ]c\ 

式中 m, 。和。分别是 A, 和' 的静质量 Ji 用 (8.48) 式左端于实验室系，在其 
中 p 2 *0 ，尽 于是 

(IP| + P 2 ) 2 =IP. 2 +(P2 +2(P,[P 2 = - w l0 2 c 2 -w^oV 
这里的尽就是在实验室系加速器所需提供的阈能&。将左、右端的表达式代 
入 (8.48) 式，可解得 


^ = E = [2 饥 ,。％ 0 +2(m ]0 + 7 n 20 )M 0 ^M 0 7 ] c 2 妁) 

在第三章 4.3 节里我们已经提到，现代大加速器多采用对撞机的形式。假 
定 A , 、 ' 是同种粒子， m ,。 = 7 ^。 = 7 ^ . p , + p 2 =0, E x +E 2 =2E, 对撞机所需提 
供的阈能巧 =2£7. 现运用 (8.48) 式于质 心系： 


( IPi +队） 2 = - (2 E ) 2 / c 2 =-(£^) Vc 2 . 

在 A ,、 \相同的情况下， (8.48) 式右端简化为于是有 

= ( 2 rr^ +M 0 )c\ (8.50) 

在髙能情况下可以产生諍质量很大的新粒子，这时 AT。 》％， (8.49) 和 (8.50) 
式简化为 




M 0 v 

2 m ,,, 



二者之比为 




■ ^ (8 - 5,) 

ET 就是第三章 4.3 节里所说的资用能，上式表明.加速器的能量愈高，不采用对 
撞机形式，资用能的比例就愈小。以北京正负电子对撞机为例 ，■&=2 x 
2.2 GeV=4.4 GeV, 静质曾 =0. 5 MeV/c 2 , 4x10 s , 即如果不用对 

掩机的形式,加速器的能量需要有 (4.4) 2 X 10 5 GeV = 1.9xl0 4 GeV, 才能得到同 
样多的资用能。 

例睡 4要在质子-质子碰攩中产生 ffe 子（静质董 A ^ sSOGeV / c 2 ) ，静 止靶加速器和 
对撞机所需阈能各多少？ 

解: 质子的静质量 GeV / c 2 , 

f ^^7= liT GeV - 4xl0，GeV » 

l E ^^ MtC 1 =90 GeV . 

相差 40 多倍。 ■ 

例 ®5 某直线加速器加速质子，每千米长度使其能量增加 10 9 eV , 用质子束致击含质 
子的靶.为了产生质子-反质子对 ♦: 

p+p = p + p + p + p , 

加速器 f 要多长？ 

解: 质子的静质量 GeV / c 2 , 令(&49)式 里的札 =2%(质子-反质 
子对）， wi ,。= m p ，得 

^■i = Irn^c 1 , 

加速之始质子巳有静质能 m /, 加速器供绐能量 6 ^ 1〆 =6 x 938 MeV ~5.6 xl 0 3 MeV , 这 f 
要它具有 5.6 km 的长度 。 I 

例題 6 宇宙间充满了黴波背景*射，这神 辐射中 的光子（用 7 b 表示） 的平均能董为 
10' 3 eV . 高能 7 光子与它们碰撞而产生正负电子对，从而限制了 7 光子的寿命。能量多高的 Y 
光子，寿命受此隈制？ 

解 :反应 过程为 

y + 7b— e* + e', 

由守悝定律导出的洛伦兹不变式为 

( P T +0» b) j = ( IP ,. + IP .-) 2 , 

因为我们是在考虑阈值问題，设正负电子在质心系中静止.上式右端 

Aid (OS- + [P,-) 2 = - (2m e c) 2 =-4m„V. 

上式左端 ， ^ 

( CP 7 +1 Pb ) = \ Py 2 +( Pb 2 +2| JD 7 | P b = 0 +0 +2 p T - p B - lE ^ Eg / c 2 , 

对于产生电子对最有利的情况是两光子正碰，即 P Y . p B =-= 尽 / c 2 , 于是左端= 


❶反质子 P 与质子 P 质量相同，电荷相反 C 
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- AE y E B / < r . 将等式两端联系起来，得 

£ ^ = ( M ^ I eV=25xl0MeV> 

这能 ft 比当前运行的最大加速器的能董还要大 10 2 倍！ ■ 

(2 ) 粒子的衰变 
一 个粒子 A 衰变为两个粒子 ，即 

A—*A, + Aj 

是最简单，也是最常见的衰变。下面我们试用洛伦兹不变式来推导衰变物的能 
量。动量、能量守恒定律0&=阢+03 2 可改写成 


取不变模方 


(p - [ p , = p 2 . 

(IP - IP,) 2 = \f}\, 或 (P 2 +(Pi 2 -2^1)8, 
或 - rr ^ c 2 - w l0 V -2IP1P, =- m , 0 2 c J . 

在质心系中 / > =0, 五 =?»^ 2 , P03,= -m^E , ,于是有 

E \ = 

由粒子1、2的对称性可得 

E 1 = 


队 2 , 


< + m, 0 2 - m, 0 2 2 

2 m, 〔 

(8.52) 

W + ^ho 2 - m l0 2 2 

2^0 C ' 

(8.53) 


例187大统一理论預吉.质子不是真正 tt 定的粒子，它可能进行如下的衰变•： 

P—*ir° +e*. 

中 性栌介 子立即（在 nr-s 内）衰变为两个 7 光子： 

ir ° — 7 + 7 - 

试计算从静止质子 P 衰变产生最大和最小的光子能董。已知 TT 0 介子的静质量为„!胃 = 
135 MeV/c 2 , 质子 p 和正电子《的静质量分別为 m p =938 MeV/c 2 , m, =0.5 MeV/c 2 . 

解: 首先用 (8.52) 式计算 tt ° 介子的 能量： 

m p 2 + m , 1 - m c 2 , 938 ? + 135 J -0.5 ! .. 

^ - ^ = — 21 TW 8—~ MeV= 479MeV ' 




从而 y, =£„/my=479/I35 =3.548. p ,= y \~-( l / y J 2 = 0 . 9595. 

在 TT° 介子的参考系中两光子对称 地朝相 反的方向传播，它们的能量&相等，故 
2 E r 在实验室系（质子静 止系〉 里与 w 11 介子运动方向相同的 7 光子能量最大，相反的能量最 
小。 注意 到光子没有静质量.动董与能量的关系为 p 1= =£；/c, 倣洛伦 兹变换 ，变到实验室系， 


參大统一理论预言,质子衰变的半衰期为 I0 3 -2.5XI0 3 ' 年 ,1983 年美国 【 MB 公司的 
一^协作组所作的实验否定了这个结论 。质子 是否会在更长的时间内衰变，—时尚难有定 
论。详见 J . M . Losecco , F . Reines and D . Sinclair , Sci . Am . 252( 1985), 54. 
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最大和最小光子能量为 

E ：- y ,( E ^ Py c ) =仏 (1 來）=^(1^.>= = 

4.6 角分布的变换 


在粒子反应过程中，末态粒子运动方向的角分布是实验里一个重要的观测 


燉。如果没有自旋极化，在质心系内个别末态粒子运动方向的角分布总是各向 
同性的。变换 


到实验室系会 
成为怎样的分 
布？这是人们 
关心的问题。 

以粒子动 
t 的三 个分璜 
P X ^ PyJ>Z 为盘角坐标系架起来的空间, 
称为“动 t 空间”。从它的原点作每个粒 
子的动量矢暈/»,以其端点作为该粒子 
在动播空间里的代表点。把粒子反应中 
产生的所有某种粒子的代表点都标出 
来,它们在动量空间里形成一定的分布， 
称为该种粒子的动量谱„首先我们看单 
-能量的动董谱(所谓“单色谱”），即只 
看在质心系中能堪相等(或者说动贽的 
大小 p = Ip I 相等）的粒子的动量的角分 


Pi 



图 8-27 动*角分布的变换 

布。在质心系里，由于分布的各向同性，粒子的代表点在动貴空间均匀地分布在 
—个半径为 P 的球壳上(见图8 - 27 a ) 。设实验室系 L 相对于质心系 CM 的速度 
为 V (沿 a : 方向）.作洛伦兹变换： 

Px = yipf + ipE^/c), } 



a CM 系 


^ = #， 

^ = pf ， 

^ =y^ -ipp^c 1 ). 


(8.54) 


式中 # V / c , yVH ? 0 由此不难看出，在实验室系里球壳沿 a : 方向拉长成旋转 
椭球壳(见图8 -27 b , c , d ), 其中七评■移到 ar 轴<=沖£^/ 0 = 7 »^的地方， 
半长轴等于 yp =y mv CM , 半短轴没变, 仍等于 p = mu CM , 这里 u ™ 是该种粒子在 
CM 系里的各向同性速率， m=m(v CM ) 是在 CM 系中的质置。按照 P 小于、大 
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于、等于 v 应分三种情形： 

(1) w CM <V 的情形（图8 -27 b ) 

原点在捕球之外。从原点0作椭圆的切线，此线 与怎轴 的夹角是上限, 
全部粒子都集中 在以心 „为半顶角的圆锥形立体角内向前运动。在此锥角内每 
—方向对应质心系内两个方向，它们变换到实验室系里具有大小不同的两个动 
量。 

(2) v CM >7的1#形（图8 -27 d ) 

楠球把原点包含在内,在实验室系里除了向前的粒子外，还有少量向后的 
粒子。在两个参考系中粒子的运动方向是一对应的。 

(3) w CM = V 的情形(图 8-27 C ) 

搁球在原点与沢平面相切 ，心 „ = ir /2, 所有粒子都在朝前方的 2 tt 立体角 
内运动。这是(1)、(2)两情况之间的临界状态。 

一个令人感兴趣的特例是，衰变出来的粒子中有光子。由于光子的速率总 
是 C , 无论在实验室系看原来衰变粒子的速率 V 有多大，都属于上面 (2) 的情 



图 8 -28 光子角分布 的变换 

形。我们把质心系里的球壳分成左右两半，分别用黑色线和灰色线来标示(见图 
8-28)。变换到实验室系，对应着椭球由赤道分割的左右两半，从右半球面发 
出的那一半光通量集中在贿球赤道面对原点所张的立体角内。随着速率 V 的增 
大，栖球拉得愈来愈长，这立体角愈来愈窄。我们可以按图8 -28 作个估算，当 
— 1时,此立体角的半顶角％ 光束就像从探照 

灯发出似的，具有高度定向性。 

我们还可以把上面的推论和高速物体视觉形象问题联系起来。从图8 _ 28 
可以看出，在物体的右前方，只有倾斜角很小的观察者 A 才看到物体的右半个 
球面，倾斜角稍微大一点的观察者 B 看到的就是物体的左半个球面。这结论与 
2. 3节的结论是一致的 


• 如果我们再和量子理论联系起来，光子的能貴正比于频率：£=如,即光子能量的不 
同意味着颜色的不同。从图8 - 28还可看出,高速物体发射的光从前到后能量急剧减小。当 
物体从观察者旁边飞驰而过时,如果他起初“看到”迎面而来的是紫外光形象,而后会变成紫 
色，而后又由紫变红，最后以红外光的形象离去。这正是光的多普勒效应随观察角度的变化。 
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现在考虑“非单色能谱”，即在 
质心系内粒子的能量不是单一的情 
况。如图8 _29 a 所示,我们设粒子数 
按能量(或 者说 按动量的大小 P ) 的 
分布有两个峰值（动量空间图里的 
黑色线），在其间有个谷（动量空间 
图里的灰色线）。变换到实验室系 
(见图8 -29 b ), 能量大的峰值属于 
上面 (2) 的情况，运动方向一一对 
应，仍旧是一 个峰； 能量小的峰值属 
于上面 ( 1 ) 的情况,一^峰分裂成两 
个峰。对以上例子的说明是定性的， 



图8 -29 非单色能谱的变換 


我们只希望借此给读者一些直观的感觉。分布函数的变换，推导起来比较繁, 
这里就不给出了。 


§5. 广义相对论简介 


5.1 广义相对性原理与时空弯曲 


我们在 1.2 节引述了爱因斯坦的相对性原理，即认为所有惯性系都是平权 
的。若进一步追究，惯性系和非惯性系是否平权？这正是当年马赫提出的问题 
(见第二章 4.5 节)。不解决这个问题,就不能摆脱牛顿的“绝对时空”。所以爱 
因斯坦称 1. 2节所引述的相对性原理为狭义相对性原理，并把它推广到一切惯 
性的和非惯性的参 考系： 

所有参考系都是平权的，物理定律必须具有适用于任何参考系的性质。 
这原理称为广义相对性原理。 

要把相对性原理和相对论推广到非惯性系，我们先来看看非惯性系里的时 
空有什么特点。 


相对于惯性系 K 转动的参考系是个典型的非惯 性系。 围绕转轴以半径 t •作 
一圆，圆周上每一点都沿切线运动。如果在每点取一瞬时与之共动的惯性参考 
系 K ', 则在 K 系中看.该处的弧长发生洛伦兹收缩： 


( w 为角速度 
分上式，得 


ds = \/l -/ S 2 ds ', p = rat/c 

) ，但与运动方向垂直的半径长度不变，即 r ' = r . 为求圆周周长，积 
s = ^ ds ■/! - jS 2 ds ' = s /\ s '. 
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即 S' = S/ -J\ -0- > S. 

在 K 系(惯性系）中 s =2 nr , 因而在转动的非惯性系 K ' 中出现 s '>2 ur ' 的结果。 
这意昧着什么？ 

s =2 ttt •是欧几里德平面几何 
学里的公式,在欧几里德平面几何 
中还有许多我们很熟悉的公理或定 
理，如两条平行线永不相交、三角形 
内角和等于 180°，等等。 我们生活 
在地球的表面，在大范围内，欧几里 
德平面几何学就不适 用了。 例如，在 
局部看来是平行的两根南北方向的 
子午线，到 f 北极就会相交；三角形 S 8 -30 在革果表面 沿“乎行线” 

的内角和是大于180°的;北极圈的 起行的妈蚁, ft 终会相遇 

周长小于半径2 TT 倍，等等。（不熟 

悉球面几何的读者，可以找一个地球仪来观察一下，就会明白）所以，上面揭示 
的非惯性系的性质，正是时空弯曲的 表现。 1919年爱因斯坦9岁的儿子爱德华问 
他: “爸爸，你到底为什么这样出名? ”爱因斯坦笑了起来，然后严肃地解 释说: 
“你看见没有，当瞎眼的甲虫沿着球面爬行的时候,它没发现它爬过的路径是弯 
的,而我有幸地发现了这一点。” 

通常我们能够在三维空间里研究一个二维的曲面（例如球面），且一般说 
来， w 维的弯曲空间都可以嵌人到一个不大于 2 n + l 维的欧几里德平直空间里， 
即可用不多于2«+1个笛卡儿坐标来描述，但其中只有《个是独立的。例如一维 
的空间曲线就要用3个笛卡彡以标来描述，当然其中只有1个是独立的。但能否 
不借助高一维的空间去研究三维空间是否弯曲？这是可以的。 臂 如我们可以在 
空间三点之间用激光束来检验，三角形的内角和是否等于180°但是要知道， 
在广义相对论里所谓的“时空弯曲”，把时间包含在内，是四维的。这比想象我 
们生活在其中的三维空间弯曲还要抽象。严格地讨论，不得不借助于髙深的数 
学——微分几何。这显然不符合本课的性质。下面我们不求严格，用尽可能浅 
显的道理,把广义相对论的基本思想和重要结论勾画出来。 

5-2 等 效原理和广义相对论的可观测效应 

爱因斯坦建立广义相对论时惟一的实验依据是这样一来，引力 
场就和加速度的效应等价。在一个在引力场中自由降落的参考系内，物体完全 
失重，此参考系和一个没有引力场、没有加速度的惯性系等效，任何物理实验都 




无法把二者区分开来。这种等效只能是局部的，在较大的范围内，由于引力场不 
均匀,就会有引潮力出现。以上便是我们在前些章多次提到的等效原理。等效 
原理可以分强、弱两个层次。弱等效原理简单说来 就是： m w = m 5l 以及由此而 
推出来的加速度与引力场等效的原理 c 强 
等效原理 宣称： 在每一事件(时空点）及 
其邻域里存在一个局域惯性系,即与在引 

力场中自由降落的粒子共动的参考系。在 0, — 

此局域惯性系内，一切物理定律服从狭义 飞船 

相对论的原理 ( 如光速不变性，时间延缓， 

洛伦兹收缩等) c ■下 面我们根据等效原理 
推论出引力场中的一些特殊效应。 

考虑一个在星球引力场中自由降落 _ 

的宇宙飞船。设想它从很远的地方 0' (在 i I 

麵星球引力几乎;在）开始自由降落 K1t ' K， ^| I 

(见图8 -31 a )。 经一定时间它到达距球 

心为 r 的地方广(见图8 -31 b )。 此飞船 ( (!) j 

是个局部惯性系，称为 k 系。对于星球的 
参考系，可以有两种彼此等效的看 法：① 

星球参考系是个相对于惯性系 K 向上作 f 

加速运动的非惯性系 K ', 所谓“引力"不 
过是其中惯性力的表现 而已； ②星球参 
考系是个有引力场的静止参考系。我们先 
采用观点①。 sL 

当星球离宇宙飞船很远时，它对惯 ( o ) 

性系 k 没有相对运动，二者的时、空间隔 a vfiy b 

备一样的。当它加速地到达宇宙飞船附近 

时，它已具有相对速度 w , 从而自 K 系观 图等效原理与 

测, k ' 系中发生了时间延缓和洛伦兹收 

' d< = W , dr =/l-V/c 2 dr ，， (8.55) 

v 1 - xr/c 

广义相对论是牛顿弓 I 力理论的推广，它认为后者只在弱引力场中成立，且 
在这种条件下广义相对论应趋于牛顿的引力理论。我们假定宇宙飞船行经的区 


图8 -31 等效原理与 
引力的时空效应 


dr =/ l -« 2 / c 2 dr '. 





§5. 广义相对论简介 


405 


域不超出弱引力场的范围，上式里的 V 可以用牛顿力学来计算。 K ' 系相对于 K 
系的速率也就是宇宙飞船从无穷远自由降落所获得的速率。后者可利用机械能 
守酿 计算： 




式中 m 和 M 分别是宇宙飞船和星球的质盪,右端的引力势能是以无穷远为零点 
的。由此得 W =2GM/c 2 r, 代人 (8.55) 式得 





(8.56) 


现在我们切换到观点②，即认为 K ' 系是个有弓 | 力场的静止系。按照等效原 
理 ,（8. 56试中的也、 dr 应藤为无穷远无引力地方的时、空间隔，而胗、 dr ' 
是引力场中的固有时、空间隔。该式意味着,在引力场中发生的物理过程，在远 
处观察，其时间节奏比当地的固有时慢,其空间距离比当地的固有长度短。把这 
两个效应综合起来,我们就会得到这样的 结论: 从远处观测，引力场中的光速变 
慢， 


现在我们来看广义相对论预言的几个可观测效应和对这些效应的实际验 
证。 


(1) 光线的引力偏转 
在星球的引力场中时缓尺 
缩和光速减小的第一个推论，就 
是光线在经过星球表面附近时 
会发生偏转。好比当一张纸的某 
处被打湿后，由于局部发生膨胀 
和收缩，它就要变皱，时缓尺缩 
效应使星球附近的“四维”时空 
变弯。在平直的时空里最短的路 
线是直线，在弯曲的时空里没有 


Cft 的 


«* 的 



图 8-32 光的引力®转 


直线,最短的路线叫做“澜地线”或“短程线”，光线将按短程线行进。从远处 
(那里时空是平直的）看来，光线在它附近发生了偏转。为了对此建立一个较为 
形象的物理图像，我们用二维的曲面来作比喻。图8 - 32显示有了星球后空间 
像弹性膜那样中央凹陷下去的情况，原来沿直线行进的光线就好像受到星球吸 


參这并不违反光速不变原理，因为光速不变原理只适用于價性系。 
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引似的,向星球方向偏折了。我们必须声明，以上比喻用二维曲面代替四维的弯 
曲时空所提供的概念并不很准确，不宜看待得过于认真。 

可见光在太阳附近偏转，只能在日全食时观察到。天文学家首次观测是 
1919年在巴西进行的，测量结果是偏转 1.5" -；! ( T . 可靠得多的数据是近年来射 
电天文学家利用脉冲星或射电源的测量提供的，最好的结果取得于1975年对射 
电源 0116+08 的观测此射电源每年4月中旬被太阳遮掩，射电天文学家利用 
这一有利情况，观测到的无线电波偏转角是 1.76r±0.016' 这和广义相对论的 
理论计算值 1.75" 符合得相当好。 

光线在引力场中弯曲的一个必然推论是引力透镜成像问题。早在1920年 
爱丁顿就提出引力场会聚成像可作为广义相对论的一种 检验； 1936年爱因斯坦 
提出，引力透镜是散焦的 ，一 般成 双像; 后来还有多人对这个问题作了进一步的 
讨论。但由于一直没有观测结果的支持，引力透镜的思想长期受到冷落。具有 
决定性意义的事件是1979年瓦尔什 ( D . Walsh ) 等人宣布发现一对孪生类星体 
QSOS 0957 + 561 A 、 B , 它们之间的角距离只有 5.7' 发射光谱和吸收光谱在很 
宽的波段内都一样，红移量也都约为 1.4 .争后经各方认证，多数天体物理学家 
认为这是引力透镜成双像的 

—个事例。自此以后又陆续发_ O _ 

现其它-些多重細例子 。 Po — — oe 
(2) 雪达田波延迟 图 8 - 33 笛达回波延迟 

引力场中时缓尺缩、光 

速减小的另一个可观渊效应是雷达回波延迟。如图8 -33, 当地球丑、太阳 S 和 
某行星 P 几乎排在一条直线上的时候^芯掠过 1 表面 Q 点向尸发射—束电磁 
波(雷达），然后经原路径反射回来。令而= a ，砰 = b ， 按照牛顿理论，雷达讯 
号往返所需时 N «=2( a + 6)/ C , 广义相对论理论预言，雷达回波将延迟一定时 
间对于金星，理论计算的结果是 Af =2.05 x 10— s . 1971年夏皮罗 （ I . 
Shapiro ) 等人的测置结果对此的偏离不到2% . •这个测置是相当困难的，要达 
到104 s 的精度，就要求距离的精度达到几千米。金星表面山峦起伏，相差也达 
到了这个数量级。能做到以上的精确程度，应当说，理论与实测符合得相当不 
错了。以后，利用固定在火星和水手号、海盗号等人造天体上的应答器来代替反 
射的主动型实验,得到了更好的结果。 


❶ E. B. Fomalont and R. A. Sramek, Phys. Rev. Lett. , 36( 1976) ， 1475 
❿ D. Walsh et al. , Nature, 279( 1979), 381 
• 1 - 1 - Shapiro, et al. , Phys. Rev. Leu. , 26(1971), 1132 




(3) 引力红移 

每种物质的谱线用固有时来衡量是确定的，从星球表面 r = ■« 处的物质发 
出固有周期 T 0 = r 的光，我们从远处看，它的周期 r 变长,二者之间服从 (8.56) 
式，而频率〃、与之成倒数 关系： 

rp _ T 0 

这便是引力产生的“红移”效应。红移2定义为 

A , v x 

式中下标 a 表示接收的结果， e 表示发射的情形。因此在无穷远(引力场可以忽 
略）处接收到离星球丑处发来的光波红移为 


/ 2 GM 


Vo - 


(8.57) 


_ _ Av _ v 0 -v 1 

YT -獨 

对于太阳， M o = l . Q 9 xl 0* kg . A 0 由此算得 



GM 

巧， 

(8.58) 


可见，弓 I 力红移效应是非常小的，很容易为其它因素 ( 如热运动）所淹没,测量起 
来很难。白矮星的质置大，半径小，引力红移效应较强,但天文学对它们质1 M 
和半径只的数据掌握得不怎么确切，因而难作理论计算。由于存在这些困难，直 
到60年代才得到比较确定的结果。1961年观测了太阳光谱中的钠 5896 A 谱线的 
弓 I 力红移，结果是与理论偏离小于5% ♦; 1971年观测了太阳光进中的钾7699 A 
谱线的弓 I 力红移，结果是与理论偏离小于6% 1971年对天狼星伴星（白矮星） 
的测量得到的结果« = (30±5) xlO ' 3 , 偏离小于7%籲。 

地面上的引力红移效应更为微弱。若比较高度差为 ft 的两点频率的变化， 
可箅得光波的红移为 



=卜 2 爱 n 勞 n 


(-幻 


O J. Brault, PhD Thesis, Princeton University, 1962 
參 J. L. Snider ， Phys. Rev. Lett. , 28( 1972), 853 
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=0-癸 r •(為•(-—?， 

式中 ff = GM 0 /_ R e 2 为地面上的重力加速度， Aft 取 - fe 表明接收器在光源之下。 
对于几十米的高度差 I 2只有10_ 15 的数量级，为了测出这样精细的效应，谱线 
本身的自然宽度、发光原子的热运动和反冲所引起的多普勒频移都得比此效应 
更小才行。 1958 年发现的穆斯堡尔效应提供了消除发光原子反冲的有效方法， 
导致次年庞德等人完成了第一个地面上的引力红移实验•。他们把 ^ Co 放射性 
衰变发出 14. 4 keV 的 7 射线从 *=22.6 m 的哈佛塔顶射向塔底,在塔底测量频 
率的增加(确切地说，他们做的是“引力蓝移”实验)。在实验中算得 2 =-2.46 x 
1( T 15 , 测得的结果是 z =-(2. 57 ±0.26) xlO ' 二者符合得相当好。 

(4) 水星近日点的进动 

开普勒定律声称,行星的轨道是以太阳为焦点的椭圆。按牛顿力学推算，严 
格的平方反比律导致严格的椭圆,这是一个闭合的曲线，行星沿着它作严格的 
周期运动。实际的天文观测告诉我们，行星的轨道并不是严格闭合的，它们的近 
日点或远日点有进动(见图 8 -34)。 牛顿力学 
对此可以作出解释，例如预言水星近日 点应有 
每世纪 5557. 62” 的进动，其中 90% 是由坐标 
系的岁差引起的，其余部分来自其它行星（主 
要是金星、地球和木星）的摄动。但是水星进 
动的实际观测值是每世纪 5600.73 '与理论计 
算值相比多了 43.11”. 自上世纪以来这问题 
就引起天文学家的注意，但得不到令人满意的 
解释。 1915 年爱因斯坦创立了广义相对论，此 图 8 - 34 水星近日点的进动 
理论成功地预言了，水星近日点的进动还应有每世纪 43. 03 " 附加值，这是时空 
弯曲对平方反比律的修正弓 I 起的。由于此数值与观测结果十分接近,被看作广 
义相对论初期重大验证之一， 

5. 3黑洞 

广义相对论形式优美，概念奇特，无疑是理论物理中上乘 之作。 但早年的经 
典验证都属于对牛顿力学数量级极小的修正，因而它在相当一段时间内受到冷 
落。只有在非用到它不可的领域内，广义相对论才能大显神威。这样的领域是宇 



o R- v. Pound and G. A . Rebka ， Jr . ， Phys . Rev . Lett . , 3( 1959) , 439 
• 可参看总结性文章 LV . Morrison and C. G. Ward , Mot . Not . Roy . Ast . Soc . , 173 
(1975)， ⑻ 




宙和黑洞。 

让我们回到 (8. 56)、 (8.57) 和(8.58> 式，它们在 

r = r s (8.59) 

处有个奇点，使时间膨胀趋向无穷大，尺缩到零，光无限红移且凝滞不动，广义 
相对论与牛顿力学的差别被放大到了极点。上式中定义的这个 r s 叫做 施瓦氏 
( SchwarzschUd ) 半径 或引力 半径。 施瓦氏半径处的奇异性意味着什么？设想 
有个宇航员乘飞船从外部驶向引力中心，并在 r > r s 以外没有遇到天体的表面。 
在远离引力中心的观察者看来，当宇航员落向施瓦氏半径 r s 时,他所携带的钟 
走得愈来愈慢。在无限接近那里时，宇航员的钟停顿下来，他的时间凝固了，7欠远 
也到不了 r = r s 的地方。与此同时，远处的观察者还看到，宇宙飞船发回的光红 
移量也愈来愈大，直至趋于无穷而消失。然而宇航员(如果他安然无恙的话）自 
己的感受完全是另一回事。他看到飞船里的钟正常地走着，在预定的时间内穿 
过施瓦氏半径所规定的边界，什么特别的感觉也没有。实际上只有一点，即当 
他越过此边界后就再也无法返回家乡了，也无法再和家人通讯，因为在那里 

v a = = c ' ( r ^ r s ) (8.60) 

—旦逃逸速度超过了光速 c , 任何物体(包括光子，即电磁波）都逃不出去。籲 
于是我们看到，在施瓦氏半径以内与外界断绝了一切物质和信息的交流。 
在它所规定的疆界以内，任何物体，即使是最亮的星体，从宇宙的其它部分看 
来，也像是消失了一样 ®。 只有一点，它的引力继续作用在施瓦氏半径以外的 
物体上，或者用广义相对论的说法，其内的物质继续引起外部的时空弯曲。所 
以，一^物体，若其质量全部分布在相应的施瓦氏半径 〜之 内，从而能表现出 
上述特征的就称为4 黑洞 （black hole ), 由施瓦氏半径所规定的界面，称为 
事件 的視界 ( horizon ) ,因为它里面的事件完全从外部观察者的视野中隐去了。 
在视界内部物质将被引力挤压到一个奇点内，这里密度和时空曲率都是无穷 
大。所以黑洞的结构就是包在视界里的一^点。 

据信，恒星晚期核燃料耗尽时,若其质量大过奥本海默极限(约2 -3 个太阳 


0 逃逸速度公式 (8.60) 与200年前拉普拉斯得到的一样(见第七章 4. 5节），在这里 
(8.60) 式和施瓦氏半径的公式 (8.59) 是从 (8.56) 式导出的，而 (8.56) 式得来时我们曾用了 
弱引力场中的牛顿力学近似。所以那里的推导算不得是严格的理论推导。但严格用广义相 
对论来推导所得的结果却一样，尽管在黑洞附近牛顿力学早已不能用。这不完全是巧合，因 
为在广义相对论中坐标系的选择有一定的自由度，只在施瓦氏坐标系中才有这样的结果。 

參这一点不那么绝对，如果把广义相对论和置子论结合起来，真空的量子涨落效应会 
使黑洞缓播地“蒸发”。 
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质量），没有任何力量能够抵挡住强大的引力，它将坍缩成为黑洞。既然黑洞是 
看不见的，如何证实它们的存在？这只能靠间接的办法。宇宙间的双星系统是 
很多的,如果黑洞能成为双星的一员,则它的伙伴发出的星风将把物质倾注在 
绕它周围的吸积盘上。当堕落的气体盘旋地落向黑洞时，它们被加热到很高的 
温度,以致发射大量的 X 射线。 所以，在双星系统里黑洞往往看起来在“发射” X 
射线。长久以来，天文学家们认为天鹅座 X -1 是最有希望的黑洞候选者，因为 
这个双星系统中的可见星大约具有20个太阳的质童，而它的“发射” X 射线的不 
可见伴星大约具有10个太阳的质量，且宽度不到三百千米。近年来天文学家们 
提出的其它黑洞候选者还有天竭座 V 861 的 X 射线伴星、圆规座 X -1 和 GX 339 


前面所述越过黑洞视界时奇•特的时标令人不可思议，我们不妨打个有趣的比喻。古希 


腊哲学家芝诺 ( Zeno ) 提出过一个著 
名的佯谬，用下述方法“论证”了，飞毛 
腿阿基里斯 ( Achilles ) 永远追不上一 
只乌龟。 

设阿基里斯和乌龟的速度分别为 
«,和％ («, ，弁始时.阿基里斯离 

开乌龟的距离是 M =i (见图 8 -35)。 



图 8 - 35 阿基里斯与乌龟赛跑 


当阿基里斯第一次跑到乌龟最初的位置4&在如下时间间隔里 
厶 1 = OA/v l = l/v ] 

乌龟已到了第二个位置 b : 


AB = v 2 St, = (v 2 /v, )1 ； 

当阿基里斯第二次跑到乌龟曾在 的位靈 B 时，在如下时间间隔里 
A£j = AR/v, = (»j/«,)</», 

乌龟已到了第三个位置 C : 


BC = = (w, /»,)*/； 

如此 等等，没有无穷多次，阿基里斯是怎么也追不上乌龟的。 

我们当然会看出，芝诸在诡辩。如果我们懂得尤穷级数求和的话，•则将阿基里斯追 
上乌龟的时间《计算 出来： 


并 + ... = 士卜 f + ( 芝 )、 ...j 


V, -v 2 

"^ v \ 

这结果和我们用相对速度来算是一样的。 


參 （ 1 - *) _1 = 1 + : + …， （*r < 1 ) 
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可是，人们还是可以替芝诺辩护的，认为他用了一种非常奇特的时标，即把阿基里斯每 
追到上次乌龟所到的地方作为一个时间单位。现称用这种时标所计的时间叫做 ••芝 诺时”。 
下面我们来推导芝诺时和普通时之间的换算关系。当阿基里斯追赶了乌龟 n 次的时候，芝诺 
时<’=«,而普通时 

由 此解出 

= n -- • 

M 舍） 

按此换算关系作出的曲线如图8 -36 所示，当普通 


<7to 


时, 


%-! 


■时， 


蚵见，芝诺时只能描述阿基里 



tn. 


斯赶上乌龟以前的一段过程，而阿基里斯是在芝诺时 
达到* 之后赶过乌龟的。 

由这个例子我们看到，用某种时标计量时间.在 
»以后还可以有“时间”。如果飞向黑洞的宇航员的固 
有时是普通时的话，则留在地球 h 的观察者所用的就 
是某种“芝诺时”。宇航员是在地球上的人过了》时间 
以后进人黑洞视界的。你觉得芝诺的适辩难接受吗？在那位进人黑洞的宇航员看来,你已使 
用了某种“芝诺时”，而自己还不知道哩。 


围 8 -36 芝诺时 


本章提要 


1. 爱因斯坦的 假设： 

(1) (浃义）相对性 原理： 所有惯性系是平权的， 

其中物理規律都一样。 

(2) 光速不变 原理： 在所有惯性系中莫空光速都是 c . 

由此导致时间和空间的相对性。 

2. 时间的相对性 

f 类时间隔事泮 (cAt > A 0, 时间颀序不会 颠倒； 
“同时” 的相对性 类空嶋件 >cAt) , {时间顺序可能紙 
1 I 因果不会倒置,， 


时间延缓（时间臃胀、钟慢效应） 


dt = 


dr 


sj 1 - v 1 2 /c 2 

dr -固有时（与物体相对静止的参考系内測得的时间）。 
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3. 空间的相对性 

洛伦兹收缩（尺缩效应） d/ = d/ 0 yi -w. 

dZ 0 ——固有长度（与物体相对静止的参考系内测得的长度）。 
4•洛伦兹 变换： 四维矢量免=(\,\，杰，士）。 

A x ' = y(,A x + i^A t ) , 

= A y , 

V =、, 

A t ' =y(A t -i/3A x ). 


式中 /3 = V/c, y = H 


四维矢量 A 

时空间隔 

四维速度 M 

四维动量 CP 

mm：, 


= r v x 

p x = y^x 



u y = yv y 

Py = y^y 



u z = yv z 

P z = y^v z 



u t = icy 

p t = iE/c 

不变模方岛 2 

-(d5) 2 

-c 2 

-rri^c* 


5. 速度合成 



V = ^ 


, V, V 7 1 - V*/C 2 

卜 =i'- vv - 2 . 

特 J 若在一惯性系内 v <c, 则在任何惯性系内 w' <c； 

点 i 若在一愤性系内《 = c (零质量粒子），则在任何惯性系内 》' = c. 


6. 质速关系： m(v) — = yrru, 

Vl - vVc 2 

动量： p = mv = yrn^v, 

质能关系 ： E = me 2 = yrrioC 2 , E k = (m 
动质能关系： E 2 = p 2 (^ + m^c* , 零质量粒子五 = pc. 

7. 光的多普勒效应 
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yi -g 2 

1 -pcose 



(纵向）， 


a /1 1 - y /3 2 (横向 )• 


频移知 


巾 (纵 向）， 
i - y /3 2 (橫向). 


8. 粒子反应： A , + Aj +…= A / + A / +…， 

守恒律： p , + OSj + …= [ P / + W + …， 

洛伦兹不变董： （ p , + p 2 + — ) 2 = ( IP / +0^ +…> 2 ,等等。 

应用： 反 应阈能 、粒子衰变。 


9. 角分布的 变换： CM 系各向同性分布。 

—L 系向前方拉长了的旋转椭球分布（见困 8 -27). 澹变換（见 ®8 -»>。 
10- 广义相对性 庳理： 一切参考系是平权的，其中物理规律都一样。 

11. 弱等效 原理： = m „, 引力与加速度的效应等价。 

强等效 原理： 引力场中自由降落的参考系是局域惯性系， 

其中一切物理定律服从狭义相对论。 

— 在无引力场的远处看，引力场中时缓、尺缩、光速减小。 

12. 广义相对论可观测效应 


光的引力偏转，引力透镜，引力时间延缓，引力红移，行星近曰点的进动, 

13. 黑洞： 质*集中，视羿内外隔绝，引力（时空 弯曲） 效应的极埃情形。 


视界——施瓦氏半径 




思考题 

8-1. —列行进中的火车前、后两处 遭雷右 ，车上的人看来是同时发生的，地面上的人看 
来是否同时？何处雷击在先？ 

8-2_站台两侧各有一列火车以相同的速率南北对开， 

站台上的人看两火车上的钟走得一样快吗？两火车上的人 
彼此看对方的钟呢？ 

8-3. 上题中站台上的人看南来的车上纵向米尺比自 
己的短，该车上的人是否会同意他的看法？北往车上的人 
呢？ 

8-4. 如本题图，两相同的刚性杆 A 和 B , 在惯性系 K 
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内 A 扞静止 .B 杆以沿； r 方向的速度V趋近 A, 在运动的过程中两杆保持平行，且与 a: 轴成倾 
角 ft 在 B 杆静止的参考系 IT 内两杆还是平行的吗？ 

8-5. 如本题图，一刚性杆的固有长度恰好与栅栏的间隔相等。杆与栅栏保持平行，向 
前高 速运动 ，同时具有一个向栅栏靠拢的微小横向速度。当扞飞临栅栏所在平面时,正好对 
准了一个空档。因洛伦兹收缩效 
应,它此刻的长度比栅栏间隔略 
小，竞未受任何阻碍而顺利穿过。 

如果我们变换到杆的静止参考系 0 

内去看问题,则发现榭栏的间隔 
因洛伦兹收缩而变得比刚杆的长 
度小些，杆还通得过吗？ 

8 6 正负电子对涅没后，放出两个7光子 c 因动置守恒.在质心系内两光子必沿相反 
的方向。光子是静质 m 为0的粒子，它们相对于质心系的速率都是 c , 它们之间的相对速度是 
多少？ 

8-7. 存在与光子相对静止的参考系吗?为什么？ 

8-8. 太阳向空间辐射能录的平均功率为 3.6xlO»W. 自从人类有史以来,太阳的质世减 
少了百分之儿？ 

8-9. 微波背录辐射是宇宙间均匀分布的一种处于热平衡状态下的电磁辐射,, 20世纪 
80年代初人们发现它不是严格各向同性的,而是有 KT S 的偶扱各向异性.即沿某个方向看去 
它有红移 (频谱 向长波移动），在相反的方向上有蓝移(频谱向短波移动>。这说明什么？ 

8 - 10 . 试用光的* 了理论 （即公式和等效原理(％ =、）导出引力红移公式 
(8.55) 0 

8 - 11 -估算一下运动员所掷的铁球以及地球、木星和太阳的施瓦氏半径。 

8-12. 典® 中子星的质培与太阳质 tt^# s= 2 X 10»kg 同数置级，半径约为10 kra 若进 
-步坍缩为黑洞，其施瓦氏半径为 多少？ 质子那样大小的微黑洞< 10- ,5 cm) ，质《是什么数埴 
级？ 


思考 *8-5 


习 题 

8-1. -艘空间飞船以 0.99c 的速率飞经地^上空 io» m 高度，向地上的观察者发出持 
续2 x I0 4 s 的激光脉冲 t 当飞船正好在观察者头顶上垂直于视线飞行时，观察者测得脉冲讯 
号的持续时间为多少？在每一脉冲期间相对于地球飞了多远？ 

8 ~ Z 1952 年杜宾等人报导，把介子加速到相对于实验室的速度为 (1 -5xI0' 5 )c 
时，它在自身静止的参考系内的平均寿命为 2.5xlO-*s, 它在实验室参考系内的平均寿命为多 
少?通过的平均距离为多少？ 

8-3. 在惯性系 K 中观测到两事件发生 在同一 地点,时间先后相差 2s . 在另一相对于 K 
运动的惯性系 P 中观测到两事件之间的时间间隔为 3s •求 K， 系相对于 K 系的速度和在其中 
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测得两事件之间的空间距离。 

8-4. 在憤性系 K 中观测到两亊件同时发生,空间距离相隔 Im 惯性系 IT 沿两事件联 
线的方向相对于 K 运动，在 K ' 系中观拥到两事件之间的距离为 3 ra 求 K ’ 系相对于 K 系的速 
度和在其中测得两事件之间的时间间隔 c 

8-5. 一质点在惯性系 K 中作匀速圓周运动，轨迹方程为2=0,在以速度 V 
相对于 K 系沿 or 方向运动的惯性系 K ' 中观测，该质点的轨迹若何？ 

8-6. 斜放的直尺以速度 K 相对于惯性系 K 沿 I 方向运动，它的固有长度为 t 在与之 
共动的惯性系 IT 中 它与； r ' 轴的夹角为 0'. 试证明 ：对于 K 系的现察者来说,其长度 i 和与 
: c 轴的夹角0分别为 

I = k - J (■/ 1 cos «’> J + sinV , tanO = 

8-7. 惯性系 K ' 相对于惯性系 K 以速度 V 沿; c 方向运动，在 K ' 系观质点的速度 
矢在面内与 z •轴成^'角:试 证明： 对于 K 系，质点速度与 x 轴的夹角为 

v + v'cose' 

8-8. -•质子核以 0.5< r 的速率离开某观察者运动。原子核在它的运动方向上向后发射 
一光子，向前发射一电子，电 f 相对于核的速度为 0.8 c . 对于静止的观察者,电子和光子各具 
有多大的速度？ 

8-9. 两字宙飞船相对于某遥远的 恒星以 0.8 c 的速率朝相反的 
方向离开。试求两飞船的相对速度。 

8-10. 在惯性系 K 中观测两个宇宙飞船，它们正沿直线朝相反的 c 」 

方向运动，轨道乎行相距为 rf , 如本题囝所示。每个飞船的速率皆为 
c /2. 

⑴当两飞船处于最接近位置（即相距为 d 时,见图）的时刻，娜 
a 以速率 3 c /4( 也是从 K 系测母的）发射一个小包。问从飞船 a 上的观察 
者看来 •为了让飞船 b 接到这个小包.应以什么样的角度 瞄准？ 

(2) 在飞船 a 上的观察#观到小包的速率是多少？ 

(3) 在飞船 b 上的观察者观测到小包速度沿什么方向？速率多少？ 

8-11. 将一个电子从挣止加速到 0. lc 的速度霜要作多少功？从 

0.8 c 加速到 0.9 c 需要作多少功？已知 电了的 静止质量为 9. 11 xl 0- 3 l kg . 

8-12. —粒子的 动鏺是 按非相对论计箅结果(即的二倍，该粒子的速率是多少？ 

8-13. 火箭静止质 M 为 100 t ( t 为“吨”的符号）,速度为第二宇宙速度，即 I 〗 km / s 。 试计 
算火箭因运动而增加的质量。此质'氛占原有质堪多大的比例？ 

8-14. 试计算一瓶开水(约2 5 kg ) 从 100° C 冷却至 20° C 时它所减少的质量。此质量占 
原有质量多大的比例？ 

8-15. —个电子和一个正电子相碰，转化为电磁辐射(这样的过程叫做正负电子湮 
没)。正、负电子的质量皆为 9. 11 x 〗0- 51 kg , 设恰在湮没前两电子是静止的，求电磁辐射的总 
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能量。 

8-16. —核弹含 20 kg 的钚，爆炸后生成物的静质童比原来小 10 4 分之一。 

(1) 爆炸中释放了多少能量？ 

(2) 如果爆炸持续了 1哗,平均功率为多少？ 

8-17. 在聚变过程中四个氢核转变成一个氦核，同时以各种辐射形式放出能量。氢核质 
M 为 1. 0081 u , 氦核质量为 4.0039 U , 试汁算 四氢核融合为一氦核时所释放的能 1 u = 1.66 
xlO^kg) 

8-18. 在实验室系中 y 光子以能量£射向静止的靶质子，求此系统质心系的速度。 
8 - 19. 铲介子衰变为子和中微子 v : 

TT*—♦ p, 4 + V. 

求质心系中子和中微子的能 tt . B 知三粒7的静质 ft 分别为 m 胃、和 0. 

8-20 一质*为 42 u 的静止粒子衰变为两个碎片，其一脖质置为 20 H , 速率为 c /4, 求另 
--的动*、能貴和挣质鼉。 

8-21. 静止的正负电？对裡没时产生两个光子,若其中 一 个光子再与一个静止电子相 
碰，求它能给 f 这电子的最大速度。 

8-22. 光生 K ‘介子的反应为 

y+p — K * + A °, 

( 1 ) 求上述反应得以发生时在实验室系(质子静 止系） 中光子的最小能世。 

(2) 在飞行中 A ° 衰变为一个质子和一个介子。如果 A ° 具有速率 0.8 c , 则 f 介子 
在实验室系中可具有的动大值为多少？垂直？ A ° 方向的实验室动《分鼉的最大值为多 

少？ 

已知 ^,=494 MeV / c 2 , m A o =1116 MeV / c 2 , m .^ I ^ MeV / c ^ 

8-23. 氡 职子光谱中的 H 。 谱线波长为 656. lxIO — in , 这是最 显著的 一条亮红线。在地球 
上测 a 来自太阳盘面赤道两靖发射的 H 。 谱线波长相差 9 xl ( T l 2 ni 假定此效应是由太阳自转 
引起的，求太阳的自转周期7!已知太阳的直径是 1.4 xl 0 9 ia 
8-24. 利用多普勒效应可以梢确地测 S 物体的速度， 

例如，远在 10 5 km 外人造卫星的速度和位置变化，误差不大 
于 lO - km 如本题图所示，在地面站和卫星上各装一台固 
有频率为 K 的振荡器。试 证明： 在卫星速度 PCc 的情况 
下,地面站将收到的卫星频率 〆 和本机频率1/形成的差拍 
为 v K - v'-v =-v V coae / c , 

式中 w costf 为卫星的径向速度 ( 见 图〉。 

8-25. 发现某星的光谱线波长为 ftOOxlfA , 它比实 
验室中测得同一光谱线波长增大了 0. 10人假定这是由于 
多普勒敌应弓 I 起的,此星远离我们而去的退行速度有多大？ 






附录 A 微积分初步 


物理学研究的是物质的运动规律，因此我们经常遇到的物理量大多数 
是变量，而我们要研究的正是一些变量彼此间的联系。这样，微积分这个数 
学工具就成为必要的了。我们考虑到，读者在学习基础物理课时若能较早地 
掌握一些微积分的初步知识，对于物理学的一些基本概念和规律的深人理 
解是很有好处的。所以我们在这里先简单地介绍一下微积分中最基本的概 
念和简单的计算方法，在讲述方法上不求严格和完整，而是较多地借助于直 
观并密切地结合物理课的需要。至于更系统和更深人地掌握微积分的知识 
和方法，读者将通过髙等数学课程的学习去完成。 

§1. 函数及其图形 

本节中的不少内容读者在初等数学及中学物理课中已学过了，现在我 
们只是把它们联系起来复习一下。 

1.1 函数自变量和因变置绝对常量和任意常置 

在数学中函数的功能是这样定 义的： 有两个互相联系的变 M a ： 和 j /, 
如果每当变货 ar 取定了某个数值后，按照一定的规律就可以确定2/的对应 
值，我们就称1/是: r 的函数,并记作 

V =/( 怎）， (A. 1) 

其中 a ; 叫做自 变量， 2/叫做因 变量， /是一个函数记号，它表示1/和 a : 数值的 
对应关系。有时把也记作沒 = 2/( a ：)。 如果在同一个问题中遇到几 
个不同形式的函数，我们也可以用其它字母作为函数记号，如 War )、 以幻 
等等。 • 

常见的函数可以用公式来表达，例如 

V = f ( x ) = 3 + 2 x , ax + Y ^ x 2 , 含， cos 2 irar , lrur , e 1 等等。 

在函数的表达式中，除变量外，还往往包含一些不变的鼠，如上面出现的3、 
2 、士、甘、 6 和0、^等，它们叫做常量。常量有 两类： —类如 3 、 2 、+、 
e 等，它们在一切问题中出现时数值都是确定不变的，这类常最叫做绝 
对 常量； 另一类如 a 、 &、 c 等，它们的数值需要在具体问题中具体给定，这 

0 —般地说,函数中自变量的数目可能不止一个。多个自变量的函数叫做 多元函 
数。下面我们只讨论一个变 ft 的函数，即一 元函数 。 
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类常 S 叫做任 意常量 =在数学中经常用拉丁字母中最前面几个（如 a 、 b 、 c ) 
代表任意常量，最后面几个 ( H 幻代表变里。 

当2/ =Aoc) 的具体形式给定后,我们就可以确定与自变量的任一特定 
值工。相对应的函数值/(知）。 例如： 

( 1 ) 若 y =/ U ) =3 fir , 则当: r =-2 时 

y =/(-2) = 3 +2 x (-2) =-1. 

一般地说，当 z = 七时， 

y =/( 工 0 ) =3 + 2 x 0 . 

( 2 ) 若 y = f ( x )<, 则当 x = ： c 。时， 

y =/(^o) = ~- 

1.2 函数的图形 

在解析几何学和物理学 
中经常用平面上的曲线来表 
示两个变贵之间的函数关 
系，这种方法对于我们直观 
地了解一个函数的特征是很 
有帮助的。作图的办法是先 
在平面上取一直角坐标系， 

横轴代表自变 Mx ， 纵轴代表 
因变量（函数值 ） y = f { x ). 

这样•一来，把坐标为 （ a ;， y ) 图 A-l fflA -2 

且满足函数关系 2/=/( a :> 的那些点连接起来的轨迹就构成一条曲线，它描 
绘出函数的面貌。图 A - 1便是上面举的第一个例子 y = /(： r ) =3 + 2 ar 的图形， 
其中各点的坐标分别为（-2, 1〉、（0, 3>、 

( I ，5)、（2, 7 ),各点连接成一根直线。图八-2是第二个例子2/=/(幻 = 
| ■的图形，其中/>, , P 2 , P } , P ,, P 5 各点的坐标分别为 ( +， 4 C )、 (士， 2 c )、 

U ， c ) 、(2,子)、(4,子)，各点连接成双曲线的一支。 

1-3 物理学中函数的实例 

反映任何一个物理规律的公式都是表达变量与变量之间的函数关系 
的。下面我们举几个例子。 

(1) 匀速直线运动公式 







s = s 0 + vt , ( A . 2) 

此式表达了物体作匀速直线运动时的位置 s 随时间 t 变化的规律,在这里 t 
相当于自变量 A s 相当于因变量 s 是 < 的函数。因此我们记作 

s = s ⑴= s 0 + vt , ( A 3) 

式中初始位置 s a 和速度《是任意常量， s a 与坐标原点的选择有关， V 对于 
每个匀速直线运动有一定的值，但对于不同的勻速直线运动可以取不同的 
值。图 A - 3是这个函数的图形,它是一根倾斜的直线。下面我们将看到，它 
的斜率等于 u 



SA -3 图 A -4 

(2) 勾变速直线运动公式 

s = s 0 + v 0 t + yaf 2 , ( A .4) 

v = v 0 + at , ( A .5) 

两式中 s 和 《 是因变 M , 它们都是自变置 f 的函数，因此我们记作 

s = s (0 = s 0 + v 0 t + ya < 2 , ( A .6) 

v = v ( t ) = v 0 + at . ( A .7) 


图 A - 4 a 、4 b 分别是两个函数的图形，其中一个是抛物线，一个是直线。 
( A .6) 和 （ A _7) 式是匀变速直线运动的普遍公式,式中初始位置 s 。 、初速％ 
和加速度 a 都是任意常蛰,它们的数值要根据讨论的问题来具体化。例如在 
讨论自由落体问题时，如果把坐标原点选择在开始运动的地方，则 =0 , 
v 0 =0, a = fir «9.8 m / s 2 , 这时 ( A _6) 和(人 7) 式具有如下形式： 

s = s ( t ) = jgt 2 , ( A .8) 

v = v ( t ) = gt . ( A .9) 

这里的 9 可看作是绝对常 M , 式中不再有任意常量了。 

(3) 玻意耳定律 

P v = C - ( A . 10) 

上式表达了一定质量的气体，在温度不变的条件下，压强 p 和体积 V 之间的 
函数关系，式中的 (7 是任意常量。我们可以选择 v 为自变量， p 为因变 量这 
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样 ，（ A _10) 式就可写作 

P = P ( V ) = ( A .11) 

它的图形和图 A - 2是一样的，只不过图中的 a :、 1/应换成 V 、 p . 

在 ( A _ 10) 式中我们也可以选择 p 为自变量， V 为因变量，这样它就应 

写成 r 

V = V ( p ) = ( A . 12) 

由此可见,在一个公式中自变量和因变 fi 往往是相对的。 

(4) 欧姆定律 

U = TR . ( A . 13) 

当我们讨 论一段 导线中的电流/这样随着外加电压 t / 而改变的问题 
时，"是自变 t , /是因变董， A 是常景。这时,（人 13) 式应写作 

即/与 t / 成正比。 1 = I(U) = R ' (A * 14) 

应当指出，任意常量与变量之间的界限也不是绝对的。例如，当我们 
讨论串联电路中电压在各电阻元件上分配问题时，由于通过各元件的电流 
是一样的，（九 13) 式中的电流/成了常量，而丑是自变量， f ； 是因变量，于 

是 U = U ( R ) = IR , ( A . 15) 

即与丑成正比。但是，当我们讨论并联电路中电流在各分支里的分配问题 
时，由于各分支两端具有共同的电压,（人 13) 式中的 f ； 就成了常量,而況为 
自变擐，/是因变量，于是 fJ 

I = I ( R ) = ( A . 16) 

即 J 与及成反比。 

总之，每个物理公式都反映了一些物理量之间的函数关系，但是其中哪 
个是自变量，哪个是因变 m ,哪些是常量，有时公式本身反映不出来，需要根 
据我们所要讨论的问题来具体分析。 

§2.导 数 

2.1 极限 

如果当自变量 a : 无限趋近某一数值％(记作 ar — ar 。） 时，函数/(幻的 

数值无限趋近某一确定的数值 a , 则 a 叫做 a ：—*■ a :。 时函数/(幻的极限值， 
并记作 

]^/(^) = o . ( A . 17) 

(九17)式中的 “ lim ” 是英语 “ limit (极限）”一词的缩写， （ A _ 17) 式读作 




“当; r 趋近 a :。 时， / O ) 的极限值等于 a ”。 

极限是微积分中的一个最基本的概念，它涉及的问题面很广。这里我们 
不企图给“极限”这个概念下一个普遍而严格的定义，只通过一个特例来说 
明它的意义。 

考虑下面这个 函数： 

y = f ( x ) = 3 ^fzf 2 - ( A . 18) 

这里除 a : = 1 外，计算任何其它地方的函数值都是没有困难的。例如当 x =0 
时，/(0) =^=2；当: r =2 时，/(2) = + =8,等等。但是 若问: r = l 时函数 
值/( I ) = ?我们就会发现，这时 ( A * 18) 式的分子和分母都等于 0, BP /(1) = 
I !用0去除0，一般地说是没有意义的。所以表达式 (九 18) 没有直接给出 

/( 1 ) ，但给出了: r 无论如何接近1时的函数值来。下表列出了当 a ; 的值从小 
于1和大于1两方面趋于1时 /( ar ) 值的变化 情况： 

表 A-l a : 与 /( x ) 的变化值 



从上表可以看出， a : 值无论从哪边趋近1时，分子分母的比值都趋于一 
个确定的数值一 5, 这便是 x—l 时 /( ； r) 的极限值。 

其实计算 /(a;) 值的极限无需这样麻烦，我们只要将 (A 18) 式的分子 
作因式分解： 3Z 2 - x-2 = (3x + 2)(ar-l), 

并在:的情况下从分子和分母中将因式 (a ： -l) 消去： 

V =/( 工） = 座〜 2)( 严 - ” = 3x + 2. (o:#l) 

即可看出， a: 趋于丨时函数 /(a；) 的数值趋于 3x1 +2 = 5 。 所以根据函数极 
限的定义， 
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2.2 几个物理学中的实例 


(1) 瞬时速度 

当一个物体作任意直线运动时，它的位置可用它到某个坐标原点0的 
距离 s 来描述。在运动过程中 s 是随时间 t 变化的，也就是说, s 是 t 的 函数： 

S = s(t). 


函数 sU ) 告诉我们的是这个物体什么时刻到达什么地方。形象一些说，假 
如物体是一列火车，则函数 s ( f ) 就是它的一张“旅行时刻表”。但是，在实际 
中往往不满足于一张“时刻表”，我们还需要知道物体运动快慢的程度，即 
速度或速率的概念。例如，当车辆驶过繁华的街道或桥梁时，为了安全，对它 
的速率就要有一定的 限制； 一个上抛体（如高射炮弹）能够达到怎样的高 
度，也与它的初始速率有关，等等。 


为了建立速率的概念，我们就要研究在一段时间间隔里物体位置的改 
变情况。假设我们考虑的是从 f = < fl 到《=«,的一段时间间隔,则这间隔的大 
小为 A … 

根据 S 和《的函数关系 s ( t ) 可知，在匕和^ = t 0 + M 两个时刻， s 的数值分 
别为5(<。）和 S ( q ) = s ( t D + Af ), 即 在心到 A 这段时间间隔里 S 改变了 


As = s ( t ,)- s ( t 0 ) = s ( t 0 + At ) - s ( t 0 ). 


在同样大小的时间间隔 At 里，若 s 的改变贵 As 小，就表明物体运动得慢，所 
以我们就把 As 与 Af 之比 g 叫做这段时间间隔里的平均速率。用 孓来 表示， 


则 - As s ( t 0 + At )- s ( t 0 ) 

V = Ii = Af 


( A . 19) 


举例来说,对于匀变速直线运动，根据 (A* 4) 式有 
s(« 0 ) = s 0 + v 0 t 0 + Y at o\ 

和 s(t 0 +M) = s 0 + v 0 -(t 0 +At) + ~a-(t 0 +At) 2 , 

所以 

-一 t 0 -f-AQ ― s(t 0 ) 
v = it 

[ s o +v o *(<o + AO + yo* (t 0 +A<) 2 ] ~ (s 0 + v 0 t 0 + -|-of 0 2 j 
= It — 

(v 0 + at 0 )At + ya-(A0 2 - 

= ^ - = v 0 + at 0 + yaA«. 

平均速率^ = g 反映了物体在一段时间间隔内运动的快慢，除了匀速直线 





运动的特殊情况外， ^ 的数值或多或少与 Af 的大小有关。 At 取得愈短， 
Ac 

If 就愈能反映出物体在时刻运动的快慢。通常我们就把 ->0 时 g 
的极限值，叫做物体在 t =«。时刻的瞬时速率 V ,即 

s (一 r 。) . 

对于匀变速直线运动来说， 

v = 您砮 = 您卜 。 + 叫 + yaAt) = Vo + at 0 . 

这就是我们熟悉的匀变速直线运动的速率公式(久5>。 

(2) 瞬时加速度 

一般地说,瞬时速度或瞬时速率 w 也是 < 的 函数： 

V = v{t). 

但是在许多实际问题中，只有速度和速率的概念还不够，我们还需要知道速 
度随时间变化的快慢，即需要建立“加速度”的槪念。 

平均加速度 i 和瞬时加速度 a 概念的建立与 f 和 w 的类似。在直线运动 
中，首先取一段时间间隔匕到，根据瞬时速率 t ； 和时间 t 的函数关系 v («) 
可知，在 t = t 。 和 t = t , 两时刻的瞬时速率分别为 v ( t 。） 和 w ( M = w (« o + AO , 
因此在《。到这段时间间隔里 V 改变了 

△v = v(t 0 +M)-v(t 0 ). 

我们把叫做这段时间间隔里的平均加速度，记作心 

“尝 ，二-叫) (A2I) 

举例来说,对于勻变速直线运动，根据 ( A _ 5) 式有 
t»(«o) = v 0 + at 0 , 
v(t 0 +M) = v 0 + a (t 0 +^t), 

所以平均加速度为 


- = Au = v(t 0 +M)-v{t 0 ) 

~ M ~ A/ 

[v 0 + a (t 0 +At)] - (v 0 +at 0 ) 

- - 7^ - = a (常量）。 

对于一般的变速运动， S 也是与有关的，这时为了反映出某 一时刻 
速度变化的快慢，我们就需取^在 Af — O 时的极限，这就是物体在 f = t 0 时 
刻的瞬时加速度 a : 
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v(t 0 +M)-v(t 0 ) 

鸱 — It — 


( A .22) 


(3) 水渠 的坡度 任何排灌水渠的两端都有一定的高度差，这样才能使 
水流动。为简单起见，我们假设水渠是直的，这时可以把 z 坐标轴取为逆水 
渠走向的方向（见图 A -5)，于是各 

处渠底的髙度/I便是I的 函数： - 

h = h(x). *• *i * 

知道了这个函数，我们就可以计算任 fflA _ 5 

意两点之间的高度差。 

在修建水渠的时候，人们经常运用“坡度”的概念。譬如说，若逆水渠 
而上，渠底在 100m 的距离内升髙了 20cm ,人们就说这水渠的坡度是= 

=因此所谓坡度，就是指单位长度内的高度差，它的大小反映着高度 
随长度变化的快慢程度。如果用数学语言来表达,我们就要取一段水渠，设 
它的两端的坐标分别为X。和 A ，于是这段水渠的长度为 
Aa: = a:, - x 0 . 

根据 A 和 a; 的函数关系 fcU) 可知，在 x。 和 a :, 两地 h 的数值分别 
为 h ( x 0 ) 和 /1( a ) =fc(x fl+ Ax)， 所以在 Ax 这段长度内改变了 
Ah = h(x 0 +\x) - h(x 0 ). 

根据上述坡度的定义，这段水渠的平均坡度为 

一 £Ji h(x 0 +Ax)-h(x 0 ) , 

K = -^c = -- . (A * 23) 

在前面所举的数字例子里， Ax 采用了 100 m 的数值。实际上在 100 m 的 
范围内，水渠的坡度可能各处不同。为了更细致地把水渠在各处的坡度反映 
出来，我们应当取更小的长度间隔 Ax Ax 取得愈小，_就愈能精确地反 
映出3：=叫这一点的坡度。所以在 a; =x。 这一点的坡度 K 应是 AX-+0 时的 
平均坡度 f 的极限值，即 


Ax— 0 AX Az— 0 A-7 ： 


(A. 24) 


2.3 函数的变化率 - 


前面我们举了三个例子，在前两个例子中自变量都是第三个例子中 
自变量是X这三个例子都表明，在我们研究变量与变量之间的函数关系 
时，除了它们数值上“静态的”对应关系外，我们往往还需要有“运动”或 


“变化”的观点，着眼于研究函数变化的趋势、增减的快慢，亦即，函数的“变 
化率”概念。 

当变量由一个数值变到另一个数值时，后者减去前者,叫做这个变量的 
增量。增 M ,通常用代表变量的字母前面加个 “A” 来表示。例如，当自 变量工 
的数值由％变到％时，其增鲎就是 

Aa: = ar, - x 0 . (A. 25) 

与此对应。因变量 2 /的数值将由於=/(工。）变到2/, =/(々>,于是它的增量为 
Ay = 2/, - 2/ 0 = f ( x ,) - f ( x 0 ) = f ( x 0 + Ax )- f ( x 0 ). (A. 26) 

应当指出，增量是可正可负的，负增量代表变童减少。增量比 

Aar Aar 

可以叫做函数在 a; = x。 到 a; = a:。 + Aa: 这一区间内的平均变化率，它在 A:r — 
0时的极限值叫做函数 y=/U) 对 a: 的导数或微商，记作 y 或 /'(x) ， 

細會取 ) • (人⑻ 

除2/'、/'(工）外，导数或微商还常常写作 g、g、 ^ f ( x ) 等其它形式。导数 

与增世不同，它代表函数在一点的性质，即在该点的变化率。 

应当指出，函数 /(X) 的导数 /'(ar) 本身也是 z 的一个函数，因此我们可 
以再取它对 ar 的导数，这叫做函数2/ = f ( x ) 的二阶导数，记作3/”、 

等。 2 

W ⑷ =0^( 塞卜盖，，⑷ • （人 29 ) 

据此类推，我们不难定义出高阶的导数来。 

有了导数的概念,前面的几个实例中的物理最就可表 示为： 


瞬时速率 

• ds 
dt 9 

(A. 30) 

瞬时加速度 

^ dv d 2 s 

d7 = d?* 

(A.31) 

水渠坡度 

dh 

K = ± c - 

(A 32) 


2.4 导数的几何意义 

在几何中切线的概念也是建立在极限的基础上的。如图 A -6 所示，为 
了确定曲线在点的切线，我们先在曲线上 /> D 附近选另一点尽，并设想八 
点沿着曲线向 P。 点靠拢。/>。尽的联线是曲线的一条割线，它的方向可用这 
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直线与横坐标轴的夹角《来描述。从图 
上不难看出，点愈靠近 i 5 。 点， a 角就 
愈接近一个确定的值 《 o ,当尽点完全和 
Po 点重合的时候，剌线 PoP ' 变成切线 
P 0 T , a 的极限值 ao 就是切线与横轴的 
夹角。 

在解析几何中，我们把一条直线与 
横坐标轴夹角的正切 tana 叫做这条直 
线的斜率 。 斜率为正时表示《是锐角，从 图 A -6 

左到右直线是上坡的（见图 A - 7a) ;斜 
率为负时表示 a 是钝角，从左到 
右直线是下坡的（见图 A -7b )。 

现在我们来研究图 A - 6中割线 
P 0 P , 和切线的斜率。 

设尸 。和尽的坐标分别为 
(x 0 , y 0 ) 和 （％ + Aar, 讥 +Ay ), 以 
割线为斜边作一直角三角形 
△/ P . M , 它的水平边 P 0 M 的长 
度为 Aar , 竖直边财/>,的长度为 Ay , 因此这条割线的斜率为 
. MP t 

P 0 M Ax 

如果图 A - 6 中的曲线代表函数 y =/(； r ), 则割线的斜率就等于函数 
在怎=巧 附近的增 t 比^•切线 戶 。 F 的斜率 tana 。 是戶 , -* P 0 时割线 户 。/>, 
斜率的极限值，即 

tana„ = hmtana = lim ^ =f(x). 

所以导数的几何意义是切线的斜率。 

§3. 导数的运算 

在上节里我们只给出了导数的定义，本节将给出以下—些公式和定理， 
利用它们可以把常见函数的导数求出来。 

3.1 基本留 数的导数公式 
0) y=f(x) = (7( 常量） 








(2) y=f(x) =x 

=lim d + 气 ) - 丄 x 〉 =lim^ = l. 

a*-«o Ax—o /yy 

(3) y=f(x) =ar* 

y' =f'(x) = Um /C . ?， 气 ) -H 

Ar-0 Aar 

=lim = Iim(2a:+Aa:) = lx. 

Ax—0 lx—0 

⑷ y=f(x) =a^ 

y ， =f'(x) = lim 卽"⑷ 

Aar—0 \X 

=lim ( 欠 +^^ ~^ - = lim[3a^ + Zx^jc + (Aa：) 2 ] 
= 3 X 2 . 

(5) v :/⑷ =^r 

y =f( X ) =n m ^ x+ ^)-M 

Ax 

1 丄 

= Um ^'^ =lim ^ .. tM l 

Ar-0 Aa ： Ar-^0 (X + AXJXAX 

- E 1 ^ ( a :+ Aa :) a : _ x 2 * 

(6) y =/( 怎 ） =Jx 

- y/x+Ax --/x Vx+^C + Vg| 

= lim ( ^+^) 2 - (,-IxV 

Ax ( yx+Ax + Jx ) 

/ x+Ex + -Jx 2 -Jx 

上面推导的结果可以归纳成一个普遍公 式 : 当 y = ： r” 时， 
y' = % = n ^' x - (» 为任何数） 


( A . 33) 
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y d ^ = Y x 轉。棚 ( m ) 胡帳卿浦航賴数 

的导数（见表 A -2)。 

除了幂函数/外，物理学中常见的基本函数还有三角函数、对数函数 
和指数函数。我们只给出这些函数的导数公式（见表 A -2) 而不推导，读者 
可以直接引用。 


表 A-2 基本导数公式 
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证： 


£[ u(z) ±w ⑻] =£5 


Au ± At 1 
Aa : 




du dv 
dr * dr' 


定理- 


证： 


⑷] = w ( a ；) i + M ( a ：) S - 


( A . 35) 


—[w(x)v(a:)] 


lim 


[u(x ) 十 AM][l?(X) -f ^v] - u(x)v(x) 


Ax 


=lim 


v(x)^u + u(x)^v + 
tkX 






定理三 


证： 


AfM ( a ?)| = 
^ x \- v { x ) J 




[啦 ）]: 


( A . 36) 




u(x) + Am 




• Av 


-競 


Aa : 


lim +At/]t>(ar) ~u(x)[v(x) -f A^I = u v(x)^u -u(x)l^v 

[v(ar) + Av]v(ar)Ax a*-o [v(a:) + Av]v(x)Aa: 




_ li 1 ^ [w(a：) + Aw]i>(x) 


[v(,x)V 


定理四 


证： 

⑷] 


d 


du # dt; 
dv dr. 


lim 


u[v(x 4 - Aar) ] - u[v(x) 1 

u{v + Av) - u{\ 


( A . 37) 


Ax 


= 胜 [ 气 ”㈨ •£]=]>-[ 和 m 

dw dv 
■ dv • dr. 

例题 1 求 3 / ± a 2 (a 为常量）的导数。 

解： ±c = ^ ± ^ =2x±0=lx - I 

例題 2求3/ = lnf(a 为常量）的导数。 


解： 


1 = 


= dinar _ dlna 
dr dr 


7_ 0 = 7. 
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例題 3求 j/ = o^(a 为常量）的导数。 

解： g = 錾 =。.一 +«-2 怎 = 2似. | 

例题4 求 j/ = ie 1 的导数。 

解 : t = ^ + ^% =2x ' el ^- eZ = {21+ ^- 
例題5求 y = 的 导敷。 

解： ^ + _ 2) d(5y 1) 

dx = (5 x 777 

_ 6x(5x+ 1) - Qx 1 -2)-5 _ 15? + 6x + 10 , 
(5x + l) 2 " (5x + l) 2 ' 1 

例 H6 求 y = tanr 的导数。 


曲 = Afsin^U 
dr dxv cosxt 


nx dcosr 

一 一 —-— s 
x _ dr 

cos 2 a? 


• cosx - sin 
cos 2 ar 


siar( - sinar) 


例题 7 求 2 / * cos ( ax-f 6) ( a 、6 为常 t ) 的导教。 

解••令 v = ax + 6, y * u ( v ) = cost ;, 则 

^ = ^ • ^ = ( - 9>nw) • a = - o sin(ax + b). | 

例題 8 求■的导数 = 

解：令 w = X 1 y = w ( w ) = ■ Til ■，則 

例题 9 求 1/« 2 ( a 为常置）的导数。 

解:令 m = e \ v = - aar 2 , 则 

= + ^ = 2x71 + ^ ' e " ' ^ ~ 2ax) = 2 x ( 1 - ax 2 ) e . 

§4. 微分和函数的幂级数展开 


4.1 微分 


自变量的微分，就是它的任意一个无限小的增量 Aar. 用 clr 代表 a: 的微 
分，则 

<ir = Aar. (A. 38) 

一个函数 2/=/(ar) 的导数/'(幻乘以自变量的微分 dr, 叫做这个函數的微 
分，用 dy 或 d/(a:) 表示，即 
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dy = d/(ar) = f '( x )± c , (A* 39) 

故 f，(x) = % (久 40 ) 

在前面我们也曾把导数写成 g 的形式。然而是把它作为一个整体引人的。 

当时它虽然表面上具有分数的形式，但在运算时并不像普通分数那样可以 
拆成“分子”和“分母”两部分。在引人微分的概念之后，我们就可把导数看 
成微分 dy 与 dr 之商(所谓“微商”），即一个真正的分数了。把导数写成分 
数形式，常常是很方便的，例如，把上节定理四 （A _37) 式的左端 

^ n [ v { x )] 简写成则该式化为 

dii du dt) 
dr _ dw dr' 

此公式从形式上看就和分数运算法则一致了，很便于记忆。 

下面看微分的几何意义。图 A- 
8是任一函数 2/ = f ( x ) 的图形， 

P 0 ( x 0 ， y 0 ) 和 /^A+Aa:, i/o+Ai/) 是 
曲线上两个邻近的点，是通过/>。 

的切线。直角三角形 AP 0 MP t 的水 
平边^ = Aa; ,竖直边 W = Ay ( 见 
图 A-8)。 设 P U 7V 与 MP , 的交点为 
M 则 

— 露=譽 

但 tan 乙为切线的斜率，它 
等于 = 心处的导数尸(心），因此 

dy = f '( x 0 )Ax = tan 厶 NP 0 M . Ax = MN . 

所以微分 dy 在几何图形上相当于线段 MAT 的长度，它和增量 Ay 相 
差^ T 一段长。从 上一 节计算导数时取极限的过程中可以看出， di/ 是 Ai/ 
中正比于 Aar 的那一部分，而^"则是正比于 （Aa ;) 2 以及 Aa: 更高幂次的各 
项之和[例如对于函数 2/=/(a:)=y，Al/=3^Aa:+3a:(Aar) 2 + (Aa:) 3 ,mdl/ 
=/ ( (x) Aa: = 3a^Aa;]. 当 .Ax 很小时 ,（Ax) 2 、（ Ax) 3 、…比 Aa: 小得多， 
也就比办小得多，所以我们可以把微分办叫做增量站中的线 性主部 。这 
就是说，如果函数在的地方像线性函数那样增长，则它的增量就是 
dy . 
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4.2 幂函数的展开 


已知一个函数 /( x > 在工 =4— 点的数值/(巧），如何求得其附近的点 ; r 
= ar 0 +Aar 处的函数值 /( ar ) =/( a : 0 + Aar )? 若 f ( x ) 为 a : 的幂函数; r " ,我们可 
以利用牛顿的二项式 定理： 


fix ') = x n = (ar 0 +Aar) n 

= 而"[ 1+ ( 尝 )1 = 取小 + (鸳)] 

…。) [ l +0 + ， P (釺 

, n(n - 1 )(w - 3)/Aar \ 3 丄 1 
3! (V 1 

= 上 ; 也 〶' (A.40 

此式适用于任何 n (整数、非整数、正数、负数，等等）。如果 《 为正整数，则 
上式中的级数在 m =«的地方截断，余下的项自动为0,否则上式为无穷级 
数。不过当 ^ zcx 0 时，后面的项愈来愈小，我们只需保留有限多项就足够 
精确了。 


不要以为数学表达式愈精确愈好。背如图 A - 9中4、5两点间的水平 
距离为 i , 若将 B 点竖直向上提卨一个很小的距离 a ( acl ) 而到达 S ' ,问 
AH ' 之间的距离比增大了多少?利用勾股弦 
定理很容易写出，距离的增加董为 
-I. 


m = VF 

这是个桔确的公式，但没有给我们一个鲜明的 


图 


印象，究竟 Af 是随 a 怎样变化的。如果我们用二项式定理将它展开，只保留 
到最低级的非0项，则有 



= 屮 + y(f) + … -i 卜 +( 子） =fj. 

即 Ai 是正比于 a 平方增长的,属二级小量。这种用幂级数展开来分析主要 
变化趋势的办法，在物理学里是经常用到的。 


4.3 泰勒展开 


非幂函数(替如 siivr , e x ) 如何作幂级数展开？这要用泰勒 （ Taylor ) 
展开。下面我们用一种不太严格，但简单明了的办法将它导出。假设函数 




. 微分和函数的幂级数展开 
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/( a :) 在 a : = X 。处的增量4/ =/($)_•/( 工。）能够展成 Ax = a ;- a :。 的幂 级数: 

fW = ta m ( x - x o r , ( A 42) 

m = I 

则通过逐项求导可得 

/’ ⑷ = j^ma m (x ~x 0 ) m -' , 

m = J 


当; r -* a ; 0 吋， 
再次求导，得 


的项都趋于0,于是有 
f '( x 0 ) = a ,. 


f ( x ) = - \) a m ( x - x o y 

m = 2 

当 a : — %时， w >2 的项都趋于0,于是有 
/ w (^ o ) = 2 a 2 . 

如此类推 ，一 般地说，对于 ri 阶守数有 


/ (B> («o) = X Mm~l)—(m-n+l )a m (x-ae 0 ) m ' n — X ~* X<， n\a n . 

mm2 

于是 （ A .«) 式可以写为 _ <ni 

f ( x ) _/(々 ）=X — ( . Xo ) ( x - ar 0 )", ( A .43) 

n ■丨 71 ! 

如果定义第 0 阶导数 ( a ：) 就是函数 /( a ;) 本身，则上式还可进一步简写 

九 • f <n, (x ) 

= T j ' n ) ° ( x - x „) n . ( A .44) 


( A -43) 或 ( A * 44) 式称为泰勒展开式，它在物理学中是非常有用的公式。 
下面在表 A - 3中给出几个常见函数在: r fl = 0或1处的泰勒展开式。 


表 A -3 常见函数的幂级数展开式 
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续表 


函麩 

展开式 

收敛范困 




IflVdBil 


ISB| 




















§5.积 分 


5. 1几个物理中的实例 


(1) 变速直线运动的路程 


我们都熟悉匀速直线运动的路程公式。如果物体的速率是 V ,则它在 
到 G —段时间间隔内走过的路程是 

s = v ( t b - t a ). ( A . 45) 


对于变速直线运动来说, 
物体的速率 w 是时间的函 
数 ： v = v ( t ), 

函数的图形是一条曲线 
(见图 A - 10 a ), 只有在 
匀速直线运动的特殊情 
况下，它才是一条直线 
(参见图 A - 4 b )。 对于 
变速直线运动，（久 4 5) 
式已不适用。但是，我们 
可以把到《 = 这段 
时间间隔分割成许多小 
段，当小段足够短时，在 



每小段时间内的速率都 
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可以近似地看成是不变的。这样一来，物体在每小段时间里走过的路程都可 
以按照匀速直线运动的公式来计算，然后把各小段时间里走过的路程都加 
起来，就得 到匕到 G 这段时间里走过的总路程。 

设时间间隔被《=*,(0、、…、«„乂分割成》小段，每 
小段时间间隔都是以，则在《,、《 2 、 G 、 …、各时刻速率分别是扒0、 
V (6) 、！；(<,)、…、 W ( U 。 如果我们把各小段时间的速率 v 看成是不变的, 
则按照匀速直线运动的公式，物体在这些小段时间走过的路程分别等于 
v(O a * 、 v () At 、 WU 3 ) 、…、 v ( ~•于是，在整个 （ H ) 这段时间 
里的总路程是 

s = v ( t,)^t + v ( t 2 )At + w ( f 3 ) A « + …+ v ( t n )At 

n 

= $>(〜）△& ( A 46) 

1 = 1 

现在我们来看看上式的几何意义。在函数 w = w ( t ) 的图形中，通过< = 
L 6、《 3 、各点垂线的高度分别是 v ( t 2 ). u ( t 3 )、 …、 
衫(《 11 )(见图人-101)>,所以|>(0么*、》(<2)么《、 v ( t 3 ) At , ."、!；(《”) At 就分 

别是图中那些狭长矩形的面积，而则是所有这些矩形面积的总 
和，即图中亂了斜线的阶梯状图形的面积。 

在上面的计算中，我们把各小段时间 At 里的速率 v 看做是不变的，实 
际上在每小段时间里《多少还是有些变化的，所以上面的计算并不精确。要 
使计算精确,就需要把小段的数目 n 加大，同时所有小段的 At 缩短（见图 A 
-10 c )。 A < 愈短，在各小段里 V 就改变得愈少，把各小段里的运动看成匀速 
运动也就愈接近实际情况。所以要严格地计算变速运动的路程 s , 我们就应 
对（九46)式取 w— »、 At — 0的极限，即 

n 

s = ( A . 47) 

以 “I 

当 w 愈来愈大，愈来愈小的时候，图 A - H ) 中的阶梯状图形的面积 
就愈来愈接近 v ( t ) 曲线下面的面积（图 A -10 d >。 所以（九 47) 式中的极限 
值等于 （ f 6 - O 区间内 v ( t ) 曲线下的面积。 

总之，在变速直线运动中，物体在任一段时间间隔 （ t 6 - O 里走过的路 
程要用(人 47) 式来计算，这个极限值的几何意义相当于这区间内曲 
线下的面积。 

(2) 变力的功 

当力与物体移动的方向一致时，在物体由位置 s = Sfl 移到 s = 的过 



中，恒力 F 对它所作的功为 
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A =F(s b -s a ). ( A . 48) 

如果力尸是随位置变化的，即 F 是 s 的函数: F = F ( s ), 则不能运用（人 48) 
式来计算力 F 的功了。这时，我们也需要像计算变速运动的路程那样，把 
( s b -s a ) 这段距离分割成 w 个长度为 As 的小段 （ 见图 A - 11 >，并把各小段 
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内力尸的数值近似看成是恒定的，用恒力作功的公式计算出每小段路程 As 
上的功，然后加起来取00、 As — 0的极限值。具体地说，设力尸在各 
小段路程内的数值分别为尸 ( s ,)、 尸 ( s 2 )、 F ( s 3 )、 …、 F ( s „), 则在各小段 
路程上力尸所作的功分别为尸 ( s ,) As 、 s 2 ) As 、尸 ( s ,) As 、…、 ) As . 

在 ( s * - O 整段路程上力 F 的总功 4 就近似地等于 As . 因为实际 
上在每小段路程上力都是变化的，所以严 ~ 

格地计算，还 应取 ? I — * 、 As — 0的极限 
值 ， BP n 

A = limY F ( s ,) As . ( A . 49) 

同上例，这极限值应是 （ s 6 - S(1 ) 区间内 
ns ) 下面的面积(见图 A -12)。 

5.2 定积分 

以 h 两个例于表明，许多物理问题中需 



要计箅像(人 47) 和 (A 49) 式中给出的那类极限值。概括起来说，就是要解 
决如下的数学 问题:给定一 个函数 /( r ) ，用 x = ar , ( 、&、: r 3 、…、、6 
把自变量 a: 在 （ 6 -=) 区间内的数值分成 w 小段,设每小段的大小为 Aar, 求 

饰、 Ax —0 时的极限。通常把这类形式的极限用符号£ 
/(a;) dr 来表示，^ 


f/(x)dr = lim^/CarjAa:. (A. 50) 

b n—x * =, 

|。/(幻(11：叫做0：=(1到0：=6区间内/(3：) 对 x 的定积分， /( X ) 叫做被积函 


數，6和 a 分别叫做定积分的上限和下限。 


用定积分的符号来表示， （ A _47) 和 （ A _49) 式可分别写为 



(A.51) 








F ( s ) ds . 


( A . 52) 


在变速直线运动的路程公式 (A 51) 里，自变董是 t， 被积函数是 rU), 积分 
的上、下限分别是~和在变力作功的公式 (A* 52) 里，自变量是 s, 被积 
函数是/ "(s), 积分的上、下限分别是心和心. 

求任意函数定积分的办法有赖于下面关于定积分的基本 定理： 

如果被积函數 /( ar ) 是某个函数少(: r ) 的导數，即 
fix ) = < P '{ x ), 

则在 ; r = a 到 a : = b 区间内 /( ar ) 对工的定积分等于在这区间内的增 
量，即 / 

j a /( x)dx = ( p ( b ) - 0( a ). (A.53) 

现在我们来证明上述定理。 

在 a 矣 a: 忘&区间内任选一点工,•，苜先考虑少 (a:)- 在 a:=ar f 到》=% + 
Aar»ar jtl 区间的增童 A0(x 4 ) =^»( x M )-4>( x ( ) ： 

A<P(Xt) = 


当 Ax—O 时，我们可用 War) 的导数 W (: r)=g 代替但按照定理的前 

提 WU)=/U ), 故 

A4 >( x f ) «= 4 >'( x ( )^x = f ( x f ) Aar. 

式中 《 表示“近似等于”，若取 Aa: — 0 的极限，上式就是严格的等式。 

把 a 矣 a: < 6区间分成 71-1 小段,每段长 Aar. 上式适用于每小段。根据 
积分的定义和上式，我们有 

J a f ( x ) dr = Um[/(ar,)Aa: + f ( x 2 )Ax + ― + f ( x n _,) Ax ] 

n —*od 

=lim[A^(x,) + A 少 （x 2 ) + … + A0(ar.1 

Ax-*0 
n—•» 

=lim) [^(ar 2 ) - ^(a:,)] + [4>(ar 3 ) - ( P { x 2 )] 

+ … + [< P(xJ - 0(ar B .,)]| 

= < P ( x K ) - < P ( x ,), 

因 ar, =a, x n = b , 于是得 （A*53) 式，至此定理证讫。 

下面看看函数 0(ar〉 在 /-a: 图（见图 A - 13) 中所表现的几何意义。如 


前所述, △ 少高为/(%)= 
^的一个矩形 （ 即图 A - 13中的矩形 a x ul NP ( ) 的面积。它和曲线段 
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P , P M 下面的梯形 A 尽 的面积只是相差一小三角形尺的面 

积。当 Aa ; — 0时,可认为 A ^( ar 4 ) 就是梯形 ar ( 的面积。 

既然当 x 由&变到时， 

< P ( x ) 的增量的几何意义是相应区间 
/- a ： 曲线下的面积，则少 U ) 本身的 
几何意义就是从原点0到 a : 区间 /-X 
曲线下面的面积加上一个常 t C = 

少(0).例如 0( arj 的几何意义是图 
形 0 V 。的面积加 (7, < P (. x ul )m 
几何意义 是图形 的面积 
加 C , 等等。这样， AcP ( Xi )=< P ( x itl ) 

就是： 

(Ox ul P itt P 0 的面积 + 0 -( 04i *。 的面积 fC ) x^P^Pt 的面积， 

而 0(6)-« P ( a ) 的几何意 义是： 

( ObP b P 0 的面积 fC ) -(OaP a P 0 的面种 •( ：） =abP b P a 的由•积。 

它相当于定积分 £/( x > dc 的值。 

5.3 不定积分及其运算 



在证明了上述定枳分的基本定理之后，我们就可以着手解决积分的运 
算问题了。根据上述定理,只要我们求得函数少 ( or ) 的表达式，利用（人53 ) 

式立即可以箅出定积分 £/(:r)dx 来。那么，给出了被积函数 /(a:) 的表达 

式之后，怎样去求少 U ) 的表达式呢？上述定理告诉我们， cp '( x ) =/( ar ), 
所以这就相当于问 /( r ) 是什么函数的导数。由此可见 ，积分运算是求导的 
逆运算,, 如果 /( X ) 是0(幻的导数，我们可以称 < J >(: r ) 是 /( a :) 的逆 导教或 
原函数 。求 /( i ) 的定积分就可以归结为求它的逆导数或原函数。 

在上节里我们讲了一些求导数的公式和定理，常见的函数我们都可以 
按照一定的法则把它们的导数求出来。然而求逆导数的问题却不像求导数 
那样容易，而需要靠判断和试探。例如，我们知道了 <P(x) 的导数 
中'（ X ) =3：^，也就知道了 a :) =3:^的逆导数是 0( a :) =0^. 这时，如果要 
问函数 /( a :) =分的逆导数是什么，那么我们就不难想到，它的逆导数应该 
是 f /3. 这里要指出一点，即对于一 个给定 的函数 /(幻 来说，它的逆导数 
并不是惟一的。 (P,(x) =arV3 是 /U) =¥的逆导数, 《 f 2 ( ： r) =xV3 + l 和 
0 3 (ar) =//3-5 也都是它的逆导数，因为少/化）、 《 JV ( a ;)、dV(ar) 都等 




于 f • 一般说来,在函数/(工）的某个逆导数少(怎）上加一任意常量仍旧 
是 / U ) 的逆导数。通常把一个函数 / U ) 的逆导数的通式 0(： c )+ C 7 叫做它 

的不定积分，并记作 // U ) cLr , 于是 

jf ( x ) dr = ( p ( x ) + C . (A 54) 

因在不定积分中包含任意常域，它代表的不是个别函数，而是一组函数。 

上面所给的例子太简单了，我们一眼就能猜到逆导数是什么。在一般的 
情况下求逆导数,首先要求我们对各种函数的导数掌握得很熟练,才能确定 
选用那一种形式的函数去试探。此外，掌握表 A -4 中给出的基本不定积分 
公式和其后的几个有关积分运箅的定理，也是很重要的。（表中的公式可以 
通过求导运算倒过来验证,望读者自己去完成） 

表 A-4 基本不定积分公式 
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下面是几个有关积分运算的定理。 

定理一如果 /(x) =au(ar) (a 是 常量〉 ，则 

J/(x)dx = aju(a:)dx. (A. 55) 

定理二如果 /(ar) =u(x) ±w(:r ) ,则 

j/(x)dx = ju(z)dz: ± jv(x)dx. (A. 56) 

这两个定理的证明是显而易见的，下面我们利用这两个定理和表 A-4 
中的公式计算两个例题。 

例题10 求 js^dx. 

解： JSa^dx = 5 Jj^dx = ■|~0： 3 + <7. | 

例 )8 11 求 - x + 4)«ir. 

解： jOx 3 -x + 4)dx = 3 Ja^dx - Jx dr +4 jdr 
= -^~X A - y-^ +4X + C. I 
定理三如果 /(or) = 2 i(t;) i/(ar ) ，则 

jf(x) dr = ju(v)v'(x)dx = ju(v) du ( A . 57) 

此定理表明，当 /( a ;) 具有这种形式时,我们就可以用 w 来代替； r 作自 
变董，这叫做换元法。经过换元往往可以把比较复杂的积分化成表 A - 4 中 
给出的现成结果。下面看几个例题。 

例砸 12 求 |sin( ax + b) dr. 

解：令 w(v) =sinv, v(x) =aar+6, ^v = v\x) dr = adr, 经换元 i 导 
Jsin(aa ： + 6) dr = j^sinv dv = - ~-cosv + C = - ~^cos(ax + b) + C . I 

例题 13 求 Jsirurco&rdr. 





例題 



= Jt = ln|t)|+C = ln|x-a|+C. 


5.4 通过不定积分计算定积分 
当我们求得不定积分 

J f(x) 6x = <t>(x) + C 

之后，将上、下限的数值代人相减，就得到定积分 的值： 

£/(a:)dr = 0(b) - (P(a). 

作定积分运算时，任意常量就被消掉了。 

例题丨 6 计算丄 sin2*ir：r dr 和 ( sin2irx dr. 

解 ：因为 Jsin2ira：dr = -^ cos2ira: + 故 

严 l 1 1/2 1 

I sin2ira;dr = - — cos2ira: = - —(costt - cosO) 
■*> 2ir | 0 2*ir 

= -士 [(- 1)-1]= 丄； 

2 tt tt 

r 1 I Ml 

I sin27ra ： dr = - — cos2ira: = - —( cos 2 tt - cosO) 

■*> 2ir lo 2-ir 

= = 0 _ 


( A . 58) 


图 A - 14 是 /( x ) = sin 
2 ir ： r 的曲线 ，它在 ar = 0 到 1/2 
—段是正的，在 x = l /2 到 1 一 
段是负的。从 ar =0 到1的定积 
分为0,是因为橫轴上下两块 
面积大小相等，一正一负，相 
互抵消了。 

例题17 推导匀变速直线运动的路程公式。 

解： v ( t ) = v „ + at , 

s = v ( t ) dl = ( v 0 + at ) dt = [ w 0 t + +<*#] = v 0 t + - yot 2 . 

例® 18 若在（人52)式中力 F ( S ) 与距离平方成 反比：= a / s \ 求功 4( 见 
图 A -15). 
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解： A= fy (s)ds= Q^s 


K - 女 ). 


习题 


A-1. 

(1> 若/(幻=尸,写出/(0)、/(1)、/(2)、/(3)之值。 

(2) 若/(幻=«>82攸，写出 /(o >、 告)、 4 y)' 4+)、 4 t )' 4 y )' 
/(I)之值。 

(3) 若/<幻 = a + bx , /(O) =?a;。 为多少时 /(a:。）=0? 

A-2. 求下列函数的 导数： 










C 中 a, 6, c 为常量。 

k-3. 计算习 MA-2(1)-(18) 中》的傲分。 

^-4. 求以下函数围绕 a: =0的泰勒级数中前两个非0 项： 

(l)/(x) = - i — (2)/(x) = - ~ 1 ~ aj: .. 

x - a x ■¥ a (1 - ax + x 2 )■ 

(3) J ( x ) = + cosx - 1 ， (4)/(ar) = 1 - cosx - -^-s 

-5. 求下列不定积分 ； 
















(19) I e-dr, (20) | are-" 2 dr, (21) / 

A -6. 计算下列定 积分： 

( I ) ( 3 X 2 - 4 x + 1 ) dr, (2) j ", (& T 3 - a :> dr, (3) ^—==, 

⑷ f f ， ⑸ f f. ⑹ Jig ， 

(7) j[ sin 2 2Trar dr, (8) cos 2 2^ dr , (9) j[ e' ax dr. 
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i . 矢量及其解析表示 

物理学中有各种物理董，像质量、密度、能 ffl 、温度、压强等，在选定单位 
后仅需用一个数字来表示其大小,这类物理量叫做标量 （ scalar ) ;而像位 
移、速度、加速度、动量、力等，除数最的大小外还具有一定的方向，这类物理 
ffl 叫做矢量 ( vector ) 。严格地说，作为_个矢董，还必须遵从一定的合成法 
则与随坐标变换的法则。这将在下文和本课适当的地方论及。 

通常手写时用字母上加箭头（如 7) 来表示一个矢 M , 

印刷中则常用黑体字（如4)。在作图时，用一个加箭头的线 
段来代表矢贵，线段的长度正比于矢量的大小，箭头的方向 
表示矢量的方向（见图 B - 1)。 

用直角坐标系来描述空间和表示其中的矢 M , 是最基 
本的方法。《维的直角坐标系有《个相互垂直的坐标轴。我们先从二维空间 
说起。 

如图 B - 2所示，在平面上取二维直角坐 标系; rOi / ,在平面某点尸上有 
矢贵4，其大小为 A ,与: r 轴的夹角为 c *， 则它在 a :、 y 轴上的投影分别为 ^ c 
=^ lcosa , A y =4 sina , 八 1 和>1 1( 分别称为矢 
植4 的 z 分壹和 2 /分量。 应注意 ，一 个矢 敏 的 
分量是代数置，即其值是可正可负的。分別沿 
坐标轴 Oa ; 和02/取单 位矢爹 （即长度为1的 
矢量）/和 •/( 见图 B -2), 则有 

A = A z i + AJ , ( B . 1) 

这里 U 称为坐标系的基矢。当坐标系及其 
基矢选定后，数列 ( A ，， A ,) 可以把矢量4的 
全部特征确定下来，所以我们也可以说矢贵 bb -2 

是个按一定顺序排列的数列，如数列（2, 1) 

代表次=2, A y = 1的矢量，数列 (0, -5) 代表八 r =0, A y = -5 的矢最， 
等等。矢 fi 大小的平方等于它的分量的平 方和： 

A 2 = A x z + A V \ ( B .2) 

图 B - 3 所示为三维空间里的直角坐标系，这里有三个相互垂直的坐 
标轴 0 ar 、0 i /和0之，在空间某点/>上的矢量凫大小为方向与 Oar 、 
⑽、 轴的夹角分别为 a 、 )8、 y ， 则它在 Oa ;、 Oy 、 02：轴上的投影，即 X 、 
y 、 之三个分量，分别为 A ^ Acosa , 火 = Acos ^, A z = Acosy , 这里 cosa 、 
co 苹、 cosy 称为这矢量 的方向余弦。 因方向余弦满足下列恒等式： 






附录 B 矢 M 


445 


cos 2 a + cos 2 jS + cos 2 y = 1, 
三个数中只有两个是独立的，它们 
把矢量的方向惟一地确定下来。 

通常用 U 、 来代表三维直 
角坐标系的基矢。在三维的情况 
下，正交基矢有左手和右手两种系 
统。设想基矢 z 沿小于180°的角度 
转向基矢/如图 B -4 a 所示将右 
手的四指弯曲，代表上述旋转方 
向，则伸直的姆指指向基矢 fc . 如此 
规定的正交基矢系统称为右手系 
统。若用左手代替上述操作过程所 
规定的正交基矢系统（见图 B - 
4 b ) ，则是左手系统。我们按照国际 


( B .3) 



惯例,一律采用右手系统。 

有了正交基矢，矢擻可以写成解析 形式： 

A = A x i + A v j + A , k , ( B .4) 

三维的矢妖要用长度为 3 的数列 （Ap A ,, 4，） 来表 
示，如 （1,3 ，0)、（-2,0, - 1) 等。与二维的情况类 

似,我们有 , , 

A 2 = A x 2 + A y 2 + A t \ ( B .5) 

2. 矢置的 加减法 

从上面我们看到，一个 n 维的矢量可看成是一个 
长度为 n 的有序数列 M ,, 岑，…， A „) 0 从这种意义 
上说，标量是个一维的矢量,，把标 M 的加减运算推广 
到矢量，我们有 

= Mi ± B , , A 2 ± B 7 A n ± R „), 



左手系 


图 B - 


( B .6) 

从矢量的叠加图 B - 5 不难看出，上述运算（解析运算）与通常矢量合成的 
平行四边形法则（几何 运算） 是一致的（请读者自行证明）。 

用几何法运算矢量4和丑的叠加，可利用如图 B -6 a 所示的平行四边 
形，也可利用与之等价的三角形（见图 B -6 b )。 这后一种图示，对于两个以 
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上矢量的的合成特别方便，因为我们 
只需把它们首尾衔接起来就行了（见 
图 B - 7 ) 。在一个矢量前面加个负号， 
表示一个与它大小相等、方向相反的矢量 （ 见图 B - 8 a ) 。矢 M 之差可 
理解为矢贵 A 与 - B 的合成 A + (见图 B - 8 b ) ，它也可利用4和组 

成的另一种方式组合成的三角形来表示（见图 B -8 c )。 



从矢董加减的解析表示 （ B . 6) 式可立即看出，它们是符合通常的交换 
律和组合 律的 ： A +B =B + A , (交换律） ( B .7) 

4 + ( fl + C ) = M + B ) + C ， （组 合律〉 （ B .8) 

用几何运算法来验证上述法则，也不算太困难,特别是利用三角形来表示的 

话。 

并不是所有带有方向的物理量都服从上述叠加法则的（如大角度的角 
位移就是例外，见第四章），不符合这法则的物理董不是矢量。 


3. 矢置的标积 


设乂和 B 是两个任意矢量，它们的标积（常用4 表示，故又称点乘) 

的解析定义为如下 标量： 

A B = A x B x + A y B v + A 2 B z . ( B .9) 

由此定义不难看出，点乘是服从交换律和分配 律的： 

A B =B A , (交换律） ( B . 10) 

A -( B + C ) = AB + AC , (分配律） （ B .11) 





下面看点乘的几何意义。把 A 、 B 两矢量的起点0叠在一起，二者决定 
—个平面，取此平面为直角坐标系的 xy 面，从而义=民= 0. 令与0 
工轴的夹角分别为 a 、 趴见图 B - 9)，则牟= 

^4 cosa , ^ i ^^ sina , B x = Bcos ^, B y = Bsii ^, y B J 

标积 / 

A-B = A x B x ^ A y B y / 

= AS(cosa cos 0 + sina sin ^) / 久 

=AB cos (/3 - a ), / 

即 AB=AB cose , ( B . 12) 

式中 0=/3- a 为两矢董之间的夹角。 < B . 12) 式 o # x 

可看作是标积的几何定义。从这个定义可立即 
舂出： 平行时， 0=0, 标积 j 4=45; 

4、 •《 反平行时 ， B = ir , 标积乂 .B = -> iB ; 垂直时， 0 = tt /2, 标积 A 

• B =0. —般说来，0为锐角时，标积取 正值； 0为钝角时,标积取负值。 
—个矢量凫与自身的标积 

在物理学中标积的典型例子是功 （ 见第三章 1. 5节）。 

4. 矢量的矢积 

设4和 B 是两个任意矢量，它们 的矢积 （常用 A X B 表示,故又称 叉乘） 
的解析定义为如下矢量： 

= + ) j *{ A x B v - A y B x )k 

i j k 

= A x A t A , . ( B . 13) 

B , B y B , 

由此定义不难看出，点乘是服从反交换律和分配 律的： 

AxB =-B xA . (反交换律） ( B . 14) 

Ax ( B + C ) = AxB+A x C , (分配律） ( B . 15) 

下面看叉乘的几何意义。同前，把4 B 两矢费 的起点0释在一起，二 
者决定一个平面，取此平面为直角坐标系的 XI /面，从而乂 2 =0。令/1、 

B 与 Ox 轴的夹角分别为《、办，则木 = Acosa , A y => lsina , B x = Bcosfi , 
B y = Bs 邮 ，矢积 

•4 xfl = { A x B u - A y B 1 )k = AB(cosa sin /3 -sina cos ^) k 


即矢积 


= ABsin (^ - a ) k , 

C xB = ABsin 6 k , 


( B . 16) 
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式中0 =芦-«为两矢量 
之间的夹角。当 /S > a 
时，6 >0, C 沿 A 的正 
方向； 当/3 < a 时，0 < 

0, C 沿 A : 的负方向。由 
于我们采用的是右手坐 
标系， C 的指向可用如 
图 B - 10 a 所示的右手 
定则来 判断： 设想矢量 
A 沿小于180°的角度转 
向矢最:将右手的四 图 B - I 0 

指弯曲，代表上述旋转 
方向，则伸直的姆指指向它们的矢积 C . 

( B . 16) 式可看作是矢积的几何意义：矢量的矢积 C =4 xB 的 
数值 (7 = > LBsin 0， 正好是由4、 fl 为边组成的平行四边形的面积(见图 B - 
10 b ) ; C 的方向与4和 B 组成的平面垂直，其指向由上述右手定则来规定。 
从这个定义可立即看出： 4、 B 平行或反平行时，0 =0或矢积 C = 4 x 
B = 0; 4、 fl 垂直时，0 = tt /2, 矢积的数值 C = UxB | = i 4 B 最大。一个 
矢与自身的矢积 



在物理学中矢积的典型例子有角动置、力矩等（见第四章§1)。 


5. 矢量的三重积 

物理学中经常遇到矢量的三重 
积。最常见的三重积有以下两个。 

(1) 三重标积 A .( flxC ) 

这三重积是个标置 。不难 验证， 
此三重积的解析表达式为 

K A„ A, 

A -( BxC ) = B z B y B ,. 



Cr C, C t 


图 B - 11 


( B .17) 

从几何上看，因 |_BxC| 是以 B 和 C 为边组成平行四边形的面积，矢积 x 
C 的方向沿其法线，故而再与乂点乘,相当于再乘上 A 在法线上的投影。亦 
即，这三重积的绝对值等于以乂、 fi 、 C 三矢量为棱组成的平行六面体的体 
积（见图 B - 11) ， 其正负号与三矢量的循环次序有关 。由 于计算平行六面体 
的体积与取哪一面为底无关，点乘又是可交换的，所以乂、忍、 c 三矢量的 
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轮换，以及•和 x 的位置对调，都不影响此三重积的计算结果。惟一要注意 
的是三矢量的循环次序不能变，否则差一个负号。概括起来写成公式，我们 

有 A-(,BxC) =B-(CxA) =C-(AxB) 

= (A xB) • C = (B xC) = (C xA) -B 
=-A • (C x B) = -C ■ (B xA) = - B • (A x C) 

=-(AxC) -B =- (C xB ) -A =- (BxA) • C. ( B . 18) 
从解析表达式 （ B . 17) 来看 （ B . 18) 式的成立,就更显然了。 

最后提请注意 ：在 4、 fl 、 C 三个矢量中有任意两个平行或反平行时， 
三重标积为 0. 

(2) 三重矢枳 4 x ( BxC ) ^ 

这三重积是个矢置。矢积 A 

BxC 与 B 、 C 组成的平面77垂 
直，而 A 与它的矢积又回到77 
平面内。故矢最 Ax ( flxC ) 与 
C 共面。（见图 B -12), 从 
而前者是后面二者的线性组 

合 ： ^x(BxC)=a,fi+ajC. 用 图 B - 12 

矢 M 的解析表达式可以直接验证， a , =A C, a, = -A B, 亦即存在下列恒 
等式： Ax(BxC) ^ (A-C)B~(A-B)C. ( B . 19) 

这是有关这三重积最重要的恒等式。 


6. 极矢量和轴矢置 

左手在镜子中的像是右 
手,右手在镜子中的像是左手。 

我们说，左右手具 有铣像对称。 

一般说来，所谓对称性，就是在 
某种操作下的不变性。与镜像 
对称相联系的是空间反射操 
作。在这种操作下，沿镜面法 
线方向的坐标 Z 其它方 
向不变，于是左手坐标系变成 
了右手坐标系（见图 B -13)。 

物理学中有各种矢量，它 ® B _ 13 
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们在空间反射操作下怎样变换？对于位矢 r 来说,这是清 楚的： 与镜面垂直 
的分量反向,平行分量不变。与 r 相联系的速度 P 、 加速度《、乃至力/等矢 
量都应有相同的变换规律。但 
存在另一类矢量，它们在空间 
反射操作下具有不同的变换规 
律。在第二章 4.4 节里按右手 
缧旋法则把角速度《定义成矢 
量（见图2 -46), 这定义的前 
提是采用右手坐标系。如图 B 
-14 所示,在空间反射操作下， 

0>与镜面垂直的分量不变，平 
行的分量却反向。和《相似,角速度、角加速度、角动量、力矩等矢量，都具有 
这样的变换规律通常把在空间反射变换下服从前一类变换规律的矢量叫做 
极矢量 ，后一类的叫做轴 矢量。 应指出，两个极矢量叉乘，得到的是轴矢量。 
实际上许多轴矢量都能写成两个极矢 ft 叉乘的形式。例如一个质点的角动 
最 《/ = mr xv , 力矩 JIf = r x /, 等等 0 

习题 




B-1. 有三个矢 MA = (1,0.2),B = (1, 1, 1),C = (2,2, -1), 试 计算： 


(4) C A, 
(,7)AxB, 

(10) (A-B)C, 


(2) B A, 

(5) A • (B+C), 
(8) A x (2B+C), 
(11) xB ) x C, 


B-2. 证明下列矢置恒 等式： 

(1) U xB ) X C = (A - C)B - (B - C)A, 


(6) B • (2A-C), 
(9)A-(BxC), 
(12) A x (B xC). 


(2> (AxB) • (CxD) = (A - C)(B ■ D) - {A ■ D)(B - C). 

B -3 . 有三个矢置 a = (1, 2, 3)、ft = (3, 2, l)、c = (1,0. 1 ), 试 计算 : 

(1) 三个矢董的大小和方向 余弦； 

(2) 两两之间的夹角： 


(3) 以三矢量为棱组成平行六面体的体积和各表面的面积。 


B -4. 试 证明： 

(1) 极矢和 B 的矢积 X xB 是轴矢量； 

(2) 极矢量 X 和轴矢置 11 的矢积 A xB 是扱矢量。 



附录 C 复数的运算 


I . 复数的表示法 


复数2是一个二维数，它对应于复平面中的一个坐标为 U , 2/) 的点， 
或对应于复平面中的一个长度为>1、仰角为的矢 
量（见图 C - 1 ) 。与此相应地复数有下列两种表示 

A = x + iy, (C. 1) 

A = Ae'\ (C.2) 

式中 i=/TT，e^co&p+isin^ (欧拉公式，详见 
453 页）。 （C. 1) 式是复数的直角坐标表示,对应点 
的横坐标 a: 为复数 的实部 ，记作 a = ReA; 纵坐标 
2 / 为复数 的虚部 ，记作 = (C.2) 式是复数的极坐标表示，对应矢量 

的长度力为复数的模或 绝对值 ，记作 A = |2|;仰角史为复数 的辐角 ，记作 
<P = arg A. 两种表示法之间有如下换算关系:參 



或反过来，有 


a = + 

(C.3) 

<p = arctan —. 

X 

(C.4) 

x = A cos<p , 

(C.5) 

y - A sin^>. 

(C.6) 


单位虚数丨=#有如下性质: 



复数2=怎 + 吻=^的共轭义-定义为 


所以 


A' = x - iy = 

A A' = A 2 = x 1 + y 2 . 


即一对共辆复数的乘积等于模的平方。 



(C.7) 

(C.8) 


參通常把反三角函数的符号，如 arctan ^， 理解为 v 在主值区间-„/2 < p < ir /2 
取值，这里应该认为 p 在从 - ir 到 w 的所有象限中取值。至于它在哪个象限,要根据 x 
和2/的正负来确定。 



两个复数又 - x x +\ y t - A, e 1 *' 1 , A 2 = x 2 + iy 2 = A 2 e 1 * 12 相等的充要条 
件为： 

r 实部 相等： ar, = x 2 , 

1 虚部相等 ：l/i = 1/2. 

或 

I 模 相等： A, = A 2 , 

1 辐角相等： <Pi = <Pi - 

2. 复数的四则运算 


(1) 加减法 

A, ±A 2 = (x, +iy,)±(x 2 +iy 2 ) =(x, ±ar 2 )+i(y, ±y 2 ), 

即实部、虚部分别加减。 

(2) 乘法 

A, -1 2 = (A, e , *')-U 2 e' ,J ) =A, ^ 2 e'<*-*«>, 

即模相乘，辐角相加。或者 

A t -A, = (a:, +!*/,) • (x 2 +iy 2 ) = ( x t x 2 -y,y 2 )+i(x t y 2 +x 2 y,) 

(3 〉 除法 ~ 

^ ~ ' A 2 e , 

即模相除，辐角相减。或者 

Xj + iy, _ (x, + iy,) (x 2 - igt) 

Xj + \y 2 ~ (a： 2 + i 2 /j)(a：j - iy 2 ) 

= ( 工 ,6 + 趴沁 ） + Ky'h -x t y 2 ) 

X 2 2 + V 2 

^j 2 + Vi x 2 2 + y 2 2 ' 

倒数运算可以看作是除法的 特例： 



-a- = - = _ 二 _ 

X x + i y {x + iy){x - ly) 
x y 

+V 2 x 2 +y 2 ' 


( C .9) 

( C . 10) 

(C.ll) 

( C .12) 

( C .13) 

( C . 14) 

( C . 15) 
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3. 欧拉公式 

现在介绍一下欧拉公式是如何得来的。从附录 A 的表 A - 3 中可以査到 
cosa :、 siru ; 的幂级数展 开式： 

, , X X 2 X 1 X * 

! =，+ n + 2! + 3T + 4! + -* 

:osa: = l -2 T + 4 T -6 T + -- 


sino : 




在 e 1 的展开式中把 a ; 换成 ± ir , 注意到 （: ti ) 2 =-1, (± i ) 3 = + i , (± i ) 4 
= 1， …， 我们得到 

e iU = 1 ±i 兵 - + S + … 


即 


= (• -吾 + …)± i(x - 

e* 1 * = co&r ± isinr, 




(C. 16) 


这就是欧拉 公式。 

下面给出几个常用的三角函数与复指数函数之间的变换公式。从欧拉 
公式可以反 解出： 

' (C. 17) 

(C.18) 

(C. 19) 


由此立即得到 


cos * = ^-( e '^+ e - 1 *'), 

sirv = 去 ( 沙 -e 1 ”， 




s(t) = A cos(tot + tp 0 


e v + e 

4. 简谐振动的复数表示 

简谐振动 
也可用一个复数 

s ( t ) = Ae l (, " ， r o > 

的实部或虚部来表示。上式右端又可写为 ( Ae —) ，其中 

A = e ，w 

称为 复振幅 ，它集振幅 yl 和初相位于一身。于是，简谐振动的复数表示可 

貧⑺ = Ae *-’. ( C .20) 

如果釘《)代表位移的话，则速度和加速度为 
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附录 C 复数的运算 


V = = icos, 

at 

a = = (ift>) 2 s = - 6> 2 s, 

dr 

亦即，对 < 求导数相当于乘上一个因子 io >， 运算起来十分方便。 

我们有时候需要计算两个同频简谐量乘积在 一个周 期里的平均值，如 
平均功率，这也可以用复数来运算。设两个同频简谐量为 


r o ,( t ) = A , cos(at + < P ,), 

1 a 2 (0 = A 2 cos ( u>t + 0 2 ), 

它们的乘积在一个周期内的平均值等于 

= yL a,(«)a 2 (0 山 
(oA,A 2 c lrt/m 

= 2 tt Jo cos (似 f + 少 ,） cos(ajt + < P 2 ) dt 

Ct>i4,i4 2 r 2lt/ ^ 

= 4w 丄 [cos(4», + cos(2wt + ^, + 0 2 ) 1 


dt 


A , A 2 


cos( - 4 > 2 ). 


如果用相应的复数 

I S,(t) = A, e"—'> 

I o 2 (0 = A , e 1( - , *^> 

来计算的话,下列公式给出同样的 结果： 

^6(0,0 } *) = Re[ J 


== ^^cos(«f,-<P 2 ). 

所以今后我们将用下式来@两简谐量乘积的平 均值： 

o,a 2 = yReCa.Oj*). (C.21) 


习题 

C -1. 计算下列复数的模和辐角 c 

(1) (1 +2i) +(2 +3i )； 

(2) (3 +i) -[1+(1 +7I)i]; 



(3) (2 +3i) - (3 “i>; 

(4) (-2 +7i) + (- 1 -2i). 
C-2. 计算下列复数的实部和虚部 = 

(1) ( - I - v^i) x (I +v^i )； 

( 2 ) ( - 1 +^ 1 ) 2 ; 



C - 3. 用 S 数求 两个简 i 皆最 = A cos(tot ^ ip a ) ft 6(0 = B cosiwt + <p b ) 

乘积的平均值 aU)6(/) = a(t)b(t)dt (T = 2it/(o )： 







习题答案 
第一章 


t 

X 

V 

a 

0 

0 

tt/2 

0 

3 

3 

0 

-tt 2 /12 

6 

0 

-ir/2 

0 

9 

-3 

0 

ir 2 /12 

12 1 

0 

ir/2 

0 


-2. (1) 轨迹 = 圮， 

为圆心在原点的圓。 

(2) v i+cosu)tj). 

a = -oj 2 R( coso)t i^sinwtj) = -to 2 r t 
方向恒指圆心。 

-3. (1) 轨迹 ： r = (2/-3 ) 2 为拋物线上 
a ： >0 、 y 奋 3 的一段。 

(2) △r=4“2 人 
大小丨厶 r 1=2^5", 

与 ar 轴夹角 0 = 26. 6°. 

(3) r(0) =2./, v(l)=8i+2y ； 

a(0) =a(l) =8i. 

-4. &t n =t n -t n _ x =0.785 s. 

_5. v 0 -Jgh. 


- 6 . 


y = 2~g-\ 9 ^ 

7 . 由 As =v 0 Aq+~^oAt, 2 

及 2^s=v 0 (At { +At2) +~Ya(M^At 2 ) 1 


即可证。 
- 8. v 2 ; 




= 常置。 


-9 . 由 學〜 2 土 


及 


点即可证。 


-10. AB^2 .83 m. 

-11.(1) s=447.2m, 

a = arctan4. 56 = 77. 64° =77°38,24 # . 
(2) a n =9.75m/s 2 , a t =0.96m/s 2 . 

一 12. / > = -^— = -- - -(vl -2a^) 3/2 . 

r gv x v 0 众 cose 0 

-13. AB^O. 80m. 

- 14. ^lOs. 

■15. v 物 =49-9. 8 !， ^ = 29.4-9.8^. 


2-1. 10.65xlO l6 g-cm/s, 30°. 
2 - 2. (1 ) 木块速率 v s 
Mmv 0 


动量 Wm+V 
子弹动董动董 P)t = ? 


第二章 

2-6. m 乙 =300 kg. 

2 _ 7 . v ， v 《_ 

2-8 (1) 一起跳 v ： 


v o 


(2) 子弹施予木块的冲量 J = 


2-3. 1 = 0. 86kg • cm/s ， 
ft' 


Mmv 0 

M+m 


2 ' 4 - 
2-5. 2.6m. 


v 2 = 


A 


m l + 77 ^ 


/A 

tn>2 


~M7Nm y 


(2) —个一个跳 v N = 


Af+Nm Af+(N-l)m 
(3) v N > v. 


M+m 


h 


2-9. v 2 = y /v 2 l +4v 2 0 cos 2 0 0 f 

与水平方向夹角 arcsin(i; l /i; 2 ). 
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习® 答案 


最大，达到被尸压缩前的高度时质心加速 
度为 0, m 2 刚离地面时质心加速度为 g (向 
下）。 


3-11. 




3-12. 速度 V =： 


H: 


m 2 


M 2 -i 


3 -_ i 4 货， 

( b ) 如非常患速地拉，由于價性 m 和 
K 来不及运动，木=+*/. 


(3) 3/4, (4) 1/4. 

3 -20. (1) (1.159 i ;0.252 )u 
(2) (3.07±0.31) xl 0 7 m/a 
3 -21. (28/27) D 0 , ( l 3/27) u 0 . 

3 - 22. 0.368« 0 , 28.68°, 不守悝。 

3 - 23. ( 1 ) 按目击者断言推论，汽车速 
将达 240 km / h . 不可信。 （2) 5/8. 

3 - 24. 300 kg . 总 能景减 少了。 

3-25. J ; = w 0 ( l - e - M ) -式的有效性 
只要求.与 an 乘积 无关。 
3-26. 一个一个跳，车子 获得最 大动能 e 
3-27. ( x c , y c ) =(RsmO/e,0 ), 

R —— 半径。 


一般说 来乂 2 < A < A { . 

3 -14. (1) -6397.44 J f (2) 125.44 J , 
(3) 6272 J 

3 - 15. - - TT 工 2 - rrmi ； 0 . 

V ( m + m ,) ( m + m ,+ m 2 ) A : 0 

3-16. ( l - e ) 2 fe ,/4. 

3 - 17. m B > 3 m A . 

3-18. v = ，式中 r = m/M. 

3 _ 19.(1) (2) u ,/4 f 


3-28. U c ， y c ,« c )* (0,0, 3/2/8〉， 

R ——半径， z 为半球轴。 

3 -29. ( a ) mg < kR - kl/2 时有两个稳 
定平 衡点： 


6 t = arccos ； 


kl 


2(kR - mg) 

和一个 不稔定 平衡点 ^ =0; 

( b ) mg > kR - lcl/2 对 一个德定平衝 


点氏=0。 

3-30. 见思考《3-〗7选答。 


第四章 


4-1. (1) J A =mvd { , J B = mvd x , 
方向向 纸里； J c =0. 

( 2 ) -mgd x , M B ^mgd x , 

方向向 纸里； Af c =0. 

4-2. J = m(xv w -yv x )k = ,if 2 =yjk. 
4-3. 4.13 xl 0 ,6 rad / s . 

4-4. Wsin ^= 常量， £ 3 sin 3 併 an0 = 常董， 
从而 々 <之时， e 2 >0 l9 
lsm0 2 </ sin ^,, v 2 >v y . 

4-5. 8 o */5, (39/25)^， 来自汽车动力。 
4-6. 反向 w = v/2R. 


4-7. J 2 /J、^vty/vn^ , J 2 >«/,. 
4-8. 质心沿切向作匀速直线运动， 


v c = 


rn y ld) 

m, + 饥 2’ 


f =fila>, T=fila) 2 


M -折合质董。 


4*9. (1) 前后角动量不变， 

1.95 xl 0 3 kg . mVsx 2 人， 
(2)13 m / s , (3)4056 N , (4)3802. 5 J . 
4-10. (1) b 2 /l\ 


(2) 以速度加沿切线飞出作匀速 
1线运动， = 不变。 
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习题答案 


第五章 


5-1. r =PDMd. 

5-2. y ° = ± e ( 1 -2 a *), 负号- 

5-3. ( 1 ) 7.8 xl 0 7 N / m 2 , 

(2) 9.7 xlO ' 

(3) 4.9 xl 0' 4 cm . 

5-4. 2.25. 

5-5. = 拓 - iO . 

5-6. 钢管 27' 铝管 7.4°. 

5-7. 从略。 

5-8. 4. 35 cm 2 . 

5 -9. 0.856 xl 0 5 Pa , 1.71 xlO ^ mVs . 

5-10. 9.5 m / s . 



5-16. (1) 压力计水面与出水口等高， 
(2) 压力计水面提升。 

5 - 17. 8. 8 m / s . 

5-18. a =gt3i\dy d = arctan 2( 

5 - 19. 10 m / s . 

5-20. ^,^=8.62 x 10^, ai =0.21 r / s . 
5 -21. 55 N , 与原水流方向成 52.5° 角。 

5-22. (0,=^. ⑺《。=黑. 

5 -23. 设扳距为2 d ，取 x 轴在两板中间与 
流绶平行，2轴与两板垂直。 

, x d 1 -z 1 dp 

5 - 24. 0.82Pa-s. 

5 - 25. 1.43 xlOWs . 









6-11. T = > T 0 . 

•/cosa 

6-12. 是简谐搌动 ， T = 2 t ^. 

6-13. 是筒谐振动， T =2 hJ ^^. 

6 - 14. (1) 是简谐振动，=7¥ 
(2) 向某一侧滑出。 

6-15- 参考 （大学 物理》1983年第3期 

钱伯初文。 /3 k 

6 - 16. a », =0, a >2 -< o , =5 /— . 

6 -17. 21 s . 

6-18. 0=6. 87 xl 0 J . 

6-19. *=49.3 N / m , y 3 =0.01 s ' 1 . 

6-20 y = 2 ^； kg / s , 阻力幅度105队 
6-21. 2 A , ^| = 105 o . 

6-22. (1) 顺时针旋转正 椭圆； 

(2) 逆时针旋转正椭圆。 

6 - 23. (256 ±0.5) Hz . 

6-24. 从左向右依次为： 

-, 3 3 4 .. 

么❻、 了似， ~ y w * ~ y ( ° 9 3 似， m . 

6-25. 从略^ 

6-26. u ( x . t ) 

= 0.001 cos (3300* TrU 10 TTX +* ir /2) 
= 0.001 sin(3300TTf + 107rar+Tr). 

6 - 27. A =2.0 cm , A = 30 cm , 
v = 100 Hz , c = 3000 cm / s ； 

a : = 10 cm 时 ( p 0 =- 与 或与. 


6-28. u ( x , t ) =^4 cosJ2 - ir ^^ t ~'^ Y < f >0 \ 
6 -29. 16.5 m 〜 1.65 cm . 

6 -30. 7.5 xlO u Hz -3. 95 x 10 ,4 Hz . 

6 - 31. 从略。 

6-32. (1) 无半波损失 ,0 左驻波， 

0右 无波； 

(2) 有半波损失，0左驻波， 

0右振幅加倍行波。 
6-33. 反射波（向左）在固定端有180° 
相位突变。 

6-34. m x = *4 cos [2 tt ( 子]. 
6-35. ( l ) u =^ cos ^ cos ^, 

-» A 


波节 X 今+ 


n = l ,2,3, … 


6_36. x = — t n =0, 1,2, •••» 20. 

共 21 个波节。 

6-37. v g± y> 

2 a / 

6-38. (1) A = 24 cm , c = 240 cm/s ； 

(2) = * ir /5. 

6 -39. 拍頰 =30. 3 Hz , 

Ai/ a = 29.4 Hz. 

6 - 40. 204 Hz . 

6-41. 6 m / s . 

6-42. 马赫半锥角 a = arcsin - i 7=41. 8°. 


- 1. J / 0 =6.06 xi 0 24 kg . 

- 2 . K = 

-3. 27.5 d 
-4. 3.95 y -5. 18 y . 


第七章 

7-5. 1.29 x 10; kg / m 3 . 

? - 6 T - -翁严 

7 - 7. (1 )/> M / p ❿ =0. 74. 





( 2)^ m =0.207 5 由 = 2 .03 m / s J . 

7-8. (l)1.69xI0 6 m, 

(2)2.63 xl 0 2 & 

7-9. r=4.23xl0 7 m, Ar = 214in. 
7-10. 8.77xl0 7 m. 

7 - u . (,) r = Wf ^ ( 2 ) tt - 

7 - 12. 5.38 xl 0 u m . 

7-13. G=6.6I xlO—"mVkg.s 2 . 

7-14. (I)5.90xl0- S m. 

(2)6. 23 x 10 rad / s . 

7-15. p M =4. 17 xl 0 3 kg ^ m 3 , 
p c = 12.7 xl 0 3 kg / m 3 . 

7-16- 地幔和地核交界处， 


3 = 12.3 m / s 2 . 

- 17. (a> 径向 16/Z/7, (b> 切向 9/J/7. 
-18. 从略。 

-19. (1)£, =^=-^7^. 

L, = L, = 手 ■/ G Mr 


(2 ) 两碎块均为以地心为焦点的椭 
3, 枰圆大小相等，长轴均与壜炸点切向速 
度平行 ^ ■ 图从 略 _ 


7-20. 万倍。 

7-21. 1.041 xlO 5 km. 



第八章 


8-1. MxIO^s. 

8-2. 2.5xlO"*s, T.SxlO 1 !^ 

8-3. fc, a/5xlO*in. 

8-4. ^-c, 0.94xl0''s. 

8-5. 椭圆， 

(.-?) V + ^ =I ( ^ =V/C) - 

8-6. 从略 3 
8-7. 从略。 

8-8 . 光子 -c, 电子 0.924c. 

8 -9. 0. 976 c. 

8-10. (1)154.2°, (2)0. 888c, 

(3) 愤向， (yi5/6)c. 

* -II. 0. J4xJ0- |j J, 6.97x]0 ' 5 J. 
8 - 12 . (/3/2)c. 

8-13. 6.7xl0 5 kg. 

8-14. 9.3xI0 ' : kg, 3.7x10 '*. 


8-15. 1.64xKT IJ JT. 

8-16 (l)1.8xlO M J, (2)1.8xlO M W. 
8 -17. 4. 26 x10' ,2 J. 


8 - 18. v c = 


8 - 19. 


E + nioC 1 ' 

靶位子静质 I 。 
( TO : .0 2 
2m, ’ 

(m ； -?n^)c 2 

2m. 


1.76xI0' 9 J, 


11.7 原子单位。 

8 - 21 . (J%n 、 c. 

8-22. (l)913MeV, 

(2)399 MeV/c, 101 MeV/c. 
8 - 23. 17.66d. 

8 -24. 从略 c 
8-25. 5.0xI0 3 km/s. 


附录 A 、 B、C (从咚) 






思考题选答 


1- 18. 以水为参考系，石子斜射入水，激_ 
起中心不动的同心圆波。在桥上看.此 
同心圆波与水共动。 

2- 13. 将半段绳子隔离出来分析其平衡 | 
条件.可知绳中点张力 T c = ^ S tanO , j 
当# — ir /2 时， 7 V — 把绳子尽量 
拉平时，7> 可以远大于自身重 I top . 

3- 7. 地面的反作用力不作功.对跣高人 
的能量没有贡献，但作为外力为他提 
供了必要的向上动 

3-17. 将弹簧势能写为，由势 


产生了向上的加速度 。超 重效应使磅 
秤指针产生一次向增值方向的摆动。 
4-6 长竿的转动惯董较大，可使持竿人 
左右摇摆的角加速度很小，有足够时 
间调回平衡„ 

4-7. 直立刚体倾 ffl 时顶端的角加速度 
„ r c g sin0 a(/ sin0 

顶螭加速度 a = ip=agsiad 

( I - 杆长， - 质心 高度， R - 

回旋半径）。对于均匀杆，《=*|~。 

I 金大，顶端加速度愈小.绐子表 


能曲线在拐点呈水平的条件 

竖 -0 -^-0 

舶-°，# _ ， 

解出和 0,. 2 . —般要解超越方程，在 e 
Cl 的小角度近似条件下 

3-18. 在打开龙头的一刹那，整 t * 水格里 
的水从静止开始运动，即产生了向下 
的加速度，失重效应使畤枰指针产生 
一次短暂回攉。在关闭龙头的一刹那， 
整个 水箱里的水从运动趋于静止，即 


演者充裕时间通过移动底端调节平 
衡。 质量愈 向上端集中， a 因子愈趋近 
于丨，更有利于调节平衡。 

4-15. 设板与地面成角，板的角加速度 
„ 3 .qcosg 
P ~ 21 ' 

板上端的切向加速度为<1 =矽，其竖直 
分置为 a'=acose = +» cos 2 ft 只要 
0 < arccosy 2/3 =35' 

就有&>穿，板将脱离其上小木块，任 
其？直自由下落。 


4-16. 取均匀柱楔型。正在倒塌的烟囱未断裂前可肴成 
剛体•它以角加速度芦绕0旋转（见困），在其 

中每一质元 dm 受到的外力，除重力 dmg 外，还受到 
两个惯性力：为质元的浅加速 
度]和慣性离心力，二者都对铟囱的断裂有作用，前者 
的彩响是主要的。 

假设断裂点在 C 处，计算 （7 点以上一段和 
drw ff 对 C 点产生的总力 矩好； 

M = [\^[ 3 ^-l]x 9 sine = ^(h-iyi. 

式中 ？7 = dm / dr . 求3/的 极大： 
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464 思考题选答 

^ = 3^^(A-Z)(A-30 =0, 

即名=*/3处烟囱受到的向后弯曲的力矩最 
大，最易断裂。 

若考虑慣性离心力，断裂处会高 一些。 

4-17. 设自行车齿轮传动的比例为 n , 即后轮 
的角位移0是脚 a 角位移0’的 n 倍。但中轴 
与后轴的平移是相等的，这相当于有一与脚 
蹬共轴的倍大轮在虚拟的地面上滾（见 
图） ，接觖 点为脚 》 的鱗心。分析外力作用下 
的滚动方向，方法与本章田4 - 46 里的线轴 
同。这等效线轴的小半径为 r (脚 《« 的长 
度），大半径为为后轮半径）。 思考 题4-17 

以向后水平的外力拉脚 》， 车轮向后滾 
动，脚 a 却向前移。 

6-9. 蜻蜒翅膊上的痣斑是附加在波腹处质量，抑止一种对飞行有害的振动禊式。 
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超声波 supersonic wave 六 5. 1 


A 

鞍点 saddle 六 1.4 

B 

保守力 conservative force 三 2 . 1 
保守系 conservative system 三 2. 3 
被积函数 integrand A5. 2 
倍周期分岔 period-doubling bifurcation 
A 2.4 

标董 scalar B1 

表靣能 surface energy 五 2.5 

表面张力 surface tension 五 2. 5 

表面张力波 capillary wave 六 5. 6 

波包 wave packet 六 4. 5 

波长 wavelength 六 4. 2 

波动 wave 六 4. 1 

波腹 loop 六 4. 6 

波节 node 六 4. 6 

波靣 wave surface 六 4. 1 

波射线 ray 六 4. 1 

波数 wave number 六 4. 2 

波速 wave speed 六 4. I 

伯努利方程 Bernoulli equation 五 4. 1 

不定常流动 unsteady flow 五 3. 3 

不定积分 indefinite integral A5. 3 

不润湿 non-wetting 五 2. 6 

不穩定极限环 unstable limit cycle 六 3. 2 

c 

参考系 frame of reference —1.3 
层流 laminar flow 五 6. 1 


超重 overweight 二 4. 3 
潮汐 tide 七 5.1 
冲量 impulse 二 2. 6 
冲量矩 moment of impulse 四 4. 5 
初相位 initial phase 六 1 . 1 
次声波 infrasonic wave 六 5. 1 
次诰频 subharmonic 六 2. 4 
CGS 单位制 c.g.s. unite 三 5.2 

D 

达朗贝尔佯谬 d • Alembert parado 
五 4.3 

打击中心 center of percussion 四 
单色波 monochromatic wave 六 4. 
单位矢董 unit vector B1 
单位制 system of units 三 5. 3 
当董 equivalent 三 2.2 
导出单位 derived unit 三 5. 3 
导数 derivative A2. 3 
等效原理 principle of equivalence 
等值摆长 equivalent length of pen 
四 4.7 

第一宇宙速度 first cosmic velocitj 
七 4.5 

第二字宙速度 second cosmic velcx 
七 4.5 

定常洗动 steady flow 五 3.3 
定积分 definite integral A5. 2 
点 对称性 point symmetry 二 2.2, : 
动力学 dynamics — 1.1 
动量 momentum 二 2.4 
动置定理 theorem of momentum 二 


常董 con 
超距作用 


center-of-momentum 









对称性原理 principle of symmetry 四 2.2 
对称性自发破缺 spontaneous symmetry 
breaking 三 3. 2 

对 数减缩 logarithmic decremet 六 1. 3 
多普 勒效应 Doppler effect 六 6. 3 

F 

法向加速度 normal acceleration 一 5. 4 
反 射系数 coefficient of reflection 六 4. 7 
方向余弦 direction cosine B1 
非保守系 nonconservative system 三 2 . 1 
非 惯性系 non-initial frame 二 4. 3 
非完全弹性殘撞 imperfect elastic 
collision 三 4. 4 
分岔 bifurcation 三 3 . 2 
分子力 molecular force 三 3. 2 
浮力 buoyancy 五 2.4 
浮心 center of buoyancy 五 2. 4 
复撄 compound pendulum 四 4. 7 
复振惓 complex amplitude 六 1. 2 
辐角 argument Cl 
傅里叶分解 Fourier decomposition 
六 2. 4 

G 

伽利略相对性原理 Galileo priciple of 
relativity 二 4. 1 

你利略坐标变换式 GaliJeo transforma¬ 
tion formula 二 4. 2 
剛体 rigid body 四 3. 1 
刚体的平衡方程 equilibrium equations 
of rigid body 四 6. 1 
髙度头 elevating head 五 4 .1 
功 work 三 J. 5 
功率 power 三 1.5 
拱点 apsides 七 3. 3 
共振 resonance 六 1. 5 


固有长度 proper length A 1.4 
固有 角动董 proper angular momentum 
四 1.3 

固有角頰率 natural angular frequency 
六 1.1 

固有时 proper time A 1.4 
管道阻力系数 resistance coefficient of 
pipe 五 5.4 
慣性 inertia 二 1.1 
惯性定律 law of inertia 二 1.1 
惯性力 inertial force 二 4. 3 
惯性离心力 inertial centrifugal force 
二 4.3 

惯性系 inertial frame 二 1.2 
惯性质董 inertial mass 二 2 . 2 
光锥 null cone A 2. 1 
广义相对论原理 principle of general 
relativity A 5.1 

轨遒角动量 orbital angular momentum 
四 1.3 

滾动孽擦 rolling friction 二 3.2 
国际单位制 SI (Syst^me International 
d* unites) 三 5.2 
过阻尼 overdamping 六 1. 3 

H 

哈勃半径 Hubble radius 七 4. 6 
哈勃常董 Hubble constant 七 4. 6 
哈勃定律 hubble law 七 4. 6 
粍散过程 dissipative process 三 2. 2 
粍敎力 dissipative force 三 2 . 3 
黑洞 black hole A 5. 3 
撗波 transversal wave 六 4.4 
捷向多普勒效应 transversaJ Doppler 
effect A 4.4 

宏观系统 macrosystem 一 3. 2 
红移 red shift A 5. 2 
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胡克定律 Hooke Jaw 二 3. 2, 五 1.2 
滑动摩擦 sliding friction 二 3. 2 
滑动摩擦力 sliding friction force 二 3. 2 
滑动摩擦系数 coefficient of sliding 
friction 二 3. 2 
环董 circulation 五 3. 7 
恢复系数 coefficient of restitution 三 4. 4 
回旋半径 radius of gyration 四 4. 3 
回 转效应 gyroscopic effect 四 7. 2 
汇 sink 六 3. 2 
混纯 chaos 六 3. 3 

混沌吸引子 chaotic attractor 六 3. 3 

J 

基本参考系 basic reference system 二 
1.2 

基本单位 fundamental unit £ 5. J 
基本董 fundamental quantity 三 5. 1 
基频 fundamental frequency 六 2.4 
基矢 basis vector B 1 
机械能 mechanical energy 三 2. 3 
机械能守恒定津 law of conservation of 
mechanical energy 三 2.3 
机 械运动 mechanical motion 一 1.1 
极矢董 polar vector B 1 
极限环 limit cycle 六 3. 1 
极限值 limit A 2. 1 
迹线 path line 五 3. 2 
剪变角 angle of shear 五 1.1 
剪变模量 shear modulus 五 1 .1 
剪应变 shear strain 五 1. I 
剪■应力 shear stress 五 1 . 1 
苘 i 皆运动 simple harmonic motion 六 1.1 
简正模 normal mode 六 1. 2 
角动量 angular momentum 四 1.1 
角动 董定理 theorem of angular momen - 
tum 四 1.2 


角动量守恒定律 law of conservation of 
angular momentum 四 1.1 
角加速度 angular acceleration 四 4.4 
角頻率 angular frequency 六 1. 1 
角速度 angular velocity 四 3.3 
接触角 contact angle 五 2.6 
进动 precession 四 6. 2 
劲度系数 coefficient of stiffness 二 3.2 
静不 定问题 static indeterminate 
problem 四 6. 1 
静力学 statics — 1 . 1 
静摩擦 static friction 二 3. 2 
静摩擦系数 coefficient of static friction 
二 3.2 

静质量 rest mass A 3.1 
睁质能 rest mass energy A 3.1 
镜像反射对称性 mirror reflection 
symmetry 三 4.4 

镜像反演操作 operation of mirror 
inversion 三 4. 4 
绝对值 absolute value Cl 
绝对常量 absolute constant Al . 1 
均位力积 virial 七 3.4 

K 

卡尔曼涡街 Karman vortex street 五 5.5 
开尔文涡定理 Kelvin circulation 
theorem 五 3.7 

开普勒常量 Kepler constant 七 2 .1 
开普勒三定律 Kepler law 七 1. 2 
开普勒运动 Kepler motion 七 3. 2 
科里奧利力 Coriolis force 二 4. 4 
克尼希定理 Konig theorem 三 4. 3 
空间反演变換 space inversion 三 4. 4 
空间坐标 space coordinates A 2. 1 

L 

拉格朗日法 Lagrange method 五 3.2 
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连续性原理 principle of continuity 五 3. 5 
雷诺数 Reynolds number 五 5. 4 
类空的 space-like A 4.1 
类时的 time-like A 4. 1 
离 心势能 centrifugal potential 三 3.3 ， 

七 5. 2 

理想流体 ideal fluid 五 3. 1 
李萨如图形 Uss^jou figure 六 2. 3 
力 force 二 2. 5 

力的叠加原理 superposition principle of 
forces 二 2. 5 

力矩 moment of force 四 1.2 
力矩的叠加原理 superposition principle 
of moments of forces 四 1 • 2 
力偶 couple 四 1. 3 
置纲 dimension 三 5. 2 
量纲分祈 dimensional analysis 三 5. 3 
临界 ® 诺数 critical Reynolds number 
五 6. 1 

临 界密度 critiical density 七 4. 6 
临界胆尼 critical damping 六 1. 3 
零 动量系 zero-momentum frame 三 4. 1 
灵敏度 sensitivity 四 6 . 2 
流管 tube of flow 五 3. 2 
流速场 flow field £3.2 
流线 stream line 五 3.2 
隆格•愣茨矢量 Runge-Lenz vector 七 3. 2 
孪生子效应 twin effect 八 1.6 
掠面速度 areal velocity 四 1. 1 
洛伦兹变换 Lorentz transformation 
A 2. 1 

洛伦兹收缩 Lorentz contraction 八 1.7 
洛希极限 Roche limit 七 5. 2 

M 

马格纳斯效应 Magnus effect 五 4. 3 
马赫数 Mach number 六 6. 2 


马赫锥 Mach cone 六 6. 2 
毛细现象 capillarity 五 2. 6 
瞄准距离 collision parameter 三 4. 5 
闵 可夫斯基空间 Minkowski space A 4. 2 
闵 可夫斯基世界 Minkowski world A 4. 2 
撗 modulus Cl 
摩擦力 friction 二 3. 2 
MKS 单位制 m. Ic s. units 三 5. 2 

N 

内 禀 隨机性 intrinsic stochasticity 六 3. 3 
内力 internal force 二 2.5 
内力矩 internal moment of force 四 1. 2 
内孽擦 internal friction 二 2. 5 
年龄因子 age factor 七 4.6 
粘滞力 viscous force 五 5. I 
粘滞系数 viscosity 五 5 .1 
牛顿篥二定侓 Newton second law 二 2.6 
牛頓第一定律 Newton firstlaw 二 J. 1 
牛顿第 三定律 Newton third law 二 2. 5 
扭摆 torsional pendulum 五 1.4 
扭 转常董 torsion constant 五 1. 4 
扭转角 angle of torsion 五 1.4 

o 

欧拉法 Euler method 五 3. 2 

P 

拍 beat 六 2.3 

拍频 beat frequency 六 2.3 

拋体运动 projectile motion — 5. 2 

皮托管 Pitot tube 五 4.2 

匹配 match 六 4.7 

平动 translation 四 3. 2 

平均加速度 average acceleration —4.3 

平均速度 average velocity — 4. 3 

平面波 plane wave 六 4 . 1 




平面平 行运动 plane-parallel motion 
四 5. 2 

频谱 frequency spectrum 六 4. 4 
泊松比 Poisson ratio 六 2. 3 
泊肃 叶公式 Poiseuille formula 五 5. 2 

Q 

奇怪吸引子 strange attractor 六 3. 3 
浅水波 shallow water wave 六 5.4 
强等效原理 strong principle of equiva¬ 
lence A 5. 2 

切向加速度 tangential acceleration 
-5.4 

球对称性 spherical symmetry 三 4.4 
球面波 spherical wave 六 4. 1 
驱动力 driving force 六 1.4 
曲 率半径 radius of curvature 一 5.4 
曲率圆 circle of curvature — 5.4 
曲 线运动 curvilinear motion — 5.1 
群速 group velocity 六 4. 5 

R 

任意常量 arbitrary constant Al. 1 
® 可夫斯基定理 Zhukovskii theorem 
五 4. 3 

软激励 soft excitation 六 3.2 
润湿 wetting 五 2. 6 

弱等效原理 weak principle of equiva¬ 
lence A 5.2 

s 

散射角 scattering angle 三 4. 5 
散射截面 scattering cross-section 三 4. 5 
色散关系 dispersion relation 六 4. 3 


射高 height -5.2 
深水波 deep water wave 六 5.5 
声波 sound wave 六 1.4 
声强 intensity of sound 六 5. 3 
声强级 sound level 六 5. 3 
升力 lift 五 4.3 
失重 weightlessness 二 4. 3 
时间反演变换 time inversion 三 2. 4 
时间间隔 time interval 八 4. 1 
时间膨胀 time dilation A 3. 3 
时间坐标 time coordinate A 2. 1 
实部 real part Cl 
矢量 vector B1 

施瓦氏半径 Schwarzschild radius A 5.2 
视界 horizon A 5.3 
世界点 world point A 4.1 
守恒性 conservation 三 2.2 
艫波 bow wave 六 6. 2 
受迫振动 forced vibration 六 1.4 
双曲点 hyperbolic point 六 3. 3 
瞬时加速度 instantaneous acceleration 
-4.3 

瞬时加速度矢董 vector of instantaneous 
acceleration — 5. 1 
瞬时速率 instantaneous speed — 5. 1 
瞬心 instantaneous center (of rotation) 
四 5.3 

斯托克斯公式 Stokes fonnula 五 5. 3 
四维矢置 4-vector A 4.2 
四缲速度 4-velocity A 4. 3 
速度 velocity 一 4. 2 

速度合成定理 theorem of composition 
of velocities A 2. 3 


色散曲线 dispersion curve 六 t 
上限 upper limit A5. 2 


速度梯度 velocity gradient 五 5.1 
速度头 velocity head 五 4 .1 
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奉勒展开式 Taylor expansion A4. 3 
弹性波 elastic wave 六 5. 7 
弹性力 elastic force 二 3. 2 ,三 1.3 
弹性模董 modulus of elasticity 五 1- 1 
弹性势能 elastic potential energy 三 1. 3 
逃逸速度 velocity of escape 七 4. 5 
特征阻抗 characteristic impedance 
六 4. 7 

体积流量 volume flux 五 3. 4 
体弹性摸量 bulk modulus 五 1. 1 
体应变 bulk strain 五 1. 1 
同步锁模 synchronization mode-locking 

六 2. 3 

湍流 turbulent flow 五 5. 5 


外力 external force 二 2. 5 
外力矩 external moment of force 四 1.2 
外摩擦 external friction 二 3.2 
充全非 # 性碰撞 perfect inelastic 
collision £4.4 

宪全掸性碰撞 perfect elastic collision 

三 4.4 

万有引力常鱟 gravitational constant 
七 2.2 

万有引力定律 law of universal 
gravitation 七 2 . 2 
微分 differential A4. 1 
微分徼射截面 differential scattering 
cross-section 三 4.5 


稳定极限环 stable limit. 
涡度 vorticity 五 3. 7 
涡线 vortex line 五 3. 7 
物体系 system 二 2. 5 


相对动能 intemaJ kinetic 
相对论 theory of relativit 
相对性原理 principle of n 
A J.2 

响度 loudness 六 5.3 
相速 phase velocity 六 4. 
相图 phase diagram 三 3. 
三 3.4 

相位 phase 六 1.1 
向心加速度 centripetal ac 
-5.3 

下限 lower limit A5.2 
斜丰 slope A2.4 
请频 harmonic 六 2.4 
行波 travelling wave 六 4. 
虚部 imaginary part Cl 


压力头 pressure head 五 4 
压强 pressure 五 2. 1 
压缩系教 compressibility . 

杨氏模量 Young modulus 
曳引力崩溃 drag crisis 五 f 
曳引系数 drag coefficient 
因变量 dependent variable Al. 
引潮力 tidal force 七 5.1 
引力半径 gravitational radius 
引力红移 gravitational redshiJ 
引力势 gravitational potential 
引力透镜 gravitation lens 八 5 
引力质量 gravitational mass : 

















